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Apatit 

In  der  zweiten  Auflage  seines  Systems  der  Mineralogie  bemerkt 
lameson^),  dass  die  Krystalle  des  Apatits  thermoelektrisch  werden. 
Hauy**)  gedenkt  dieses  Ausspruchs  in  einer  Anmerkung  und  setzt  hin- 
zu, üass  er  beim  Apatit  trotz  aller  seiner  Bemühungen  nicht  die  geringste 
Spur  von  Elektricitüt  zu  entwickeln  vermocht  habe.  Brewster"^-^) 
filhrl  in  seinem  1824  aufgestellten  Verzeichnisse  der  thermoelektrischen 
Mineralien  den  Apatit  nicht  auf;  wohl  ein  Beweis,  dass  es  auch  ihm 
nichl  gelungen  war,  elektrische  Spannungen  auf  der  Oberfläche  der 
erkaltenden  Apatite  wahrzunehmen. 

Meine  im  Folgenden  mitgetheilten  Beobachtungen  werden  nun  dar- 
Ihun,  dass  die  Krystalle  des  Apatits  in  der  That  thermoelektrisch  sind, 
Jass  aber  ebenso  wie  bei  den  übrigen  thermoelektrischen  Mineralien 
die  Inlensitüt  der  auftretenden  elektrischen  Spannungen  je  nach  dem 
Fundorte  und  der  Beschaffenheit  der  Krystalle  sehr  verschieden  ist. 
Während  viele  Apatite  nur  eine  sehr  geringe  elektrische  Erregung  zei- 
gen, gjebt  es  andere,  bei  welchen  dieselbe  eine  ziemliche  Stürke  erreicht, 
und  endlich  noch  andere,  welche  in  ihren  elektrischen  Spannungen  den 
Tunnalinen  und  Topasen  gleichkommen.  Es  würe  daher  allerdings  nicht 
absolut  unmöglich,  dass  Jameson  eine  wirklich  thermoelektrische 
Krregungauf  einem  Apatite  beobachtet  hlUte;  indess  ist  bei  dem  dama- 
lisen  Zustande  der  zur  Wahrnehmung  der  Elektricitilt  üblichen  Vorrich- 
tungen eine  solche  Beobachtung  höchst  unwahrscheinlich. 

Der  Apatit  besteht  aus  drittelphosphorsaurem  Kalk  mit  Fluorcal- 
cium,  wobei  aber  ein  Theil  des  Fluors  durch  Chlor  vertreten  sein  kann. 


*)  Bd.  J,   S.  2H. 

*;   Traile  de  mineraL;   2.  Aufl.  1822,   Bd.  \,  S.  505. 

^;  The  Edinb.  Journ.  of  Science ,  conduotod  by  David  Brewsler.  <824. 
Heft  i :  übersetzt  im  Jahrbuch  der  Chemie  u.  Phifs.  von  S  o  li  w  e  i  g  g  e  r ,  1825.  Bd.  i3, 
S.  87. 
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Die  Krystalle  desselben  geliören  zum  hexagonalon  Systeme,  und 
scheinen  je  nach  der  in  ihnen  vorliandenen  Menge  Chlor  etwas  ver- 
schiedene Winkel  zu  besitzen,  dergestalt  dass  mit  der  Zunahme  des 
Chlorgehaltes  der  Polkantenwinkel  stumpfer  und  also  die  Hauptaxe  klei- 
ner wird.  Die  Winkel  zwischen  einer  Flilche  von  P  und  OP  beträgt  nach 
G.  Rose  bei  den  Krystallon  von  Khrenfriedersdorf  139"  42'. 

Die  an  den  Apatiten  beobachteten  Gestalten  sind:    J  P,  P,  |  P,  2P, 
3P;  P2,2P2,  4P2;  3P|,  2PS,  4P5;  ooP,  ooP2;  ooP?,  ooPf ;  und 
OP.  Jedoch  kommen,  wie  zuerst  Haidinger  1824anden  Krystallen  vom 
St.  Gotthardt  nachgewiesen,  die  dihexagonalen  Pyramiden  und  Prisme 
3 PI,  2P  J,  4P^,  ooPj  und  ooP^  gewöhnlich  nur  mit  der  Hälfte  ihroi 
Flachen  vor,  so  dass  die  dihexagonalen  Pyramiden  als  hexagonale  Py 
ramiden  dritter  Art  und  die  dihexagonalen  Prismen  als  hexagonale  Pris 
men  der  dritten  Art  erscheinen  "*). 

Am  Wildkreuzjoche  fmden  sich  übrigens  die  dihexagonalen  Pyra 
miden  nicht  hemiedrisch,  sondern  vollzählig,  und  ebenso  sind  diesel 
ben,    sowie  auch  die  Prismen  cwP^    an    Krystallen    von  Pfitsch  ai»fa--s 
dem  Sulzbachthale  und  von  Schlaggenwald  vollzHhIig  beotmchtet. 

Nach  Baumhauer^^)  entstehen  auf  den  Flächen  des  Pri.smasoo  P 
beim  Anätzen  in  Bezug  auf  rechts  und  links  unsymnietrische  Aetzügurei  i, 
weshalb  man  dieselben  als  die  eine  Hälfte  der  Flachen  eines  zwölfseit  i- 
gen  Prismas  ooPn,    bei  welchen  n=1  geworden  ist,  auffassen  kan^^. 

Die  Krystalle  des  Apatites  sind,  wenn  auch  nicht  sehr  vollkon:: — i- 
men,  spaltbar  nach  den  Flachen  OP  und  ooP. 

Werden  Bruchstücke  von  Apatit  erhitzt,  so  phosphoresciren  sie  n^^it 
grUner  Farbe;  bei  stärkerem  Erhitzen  verschwindet  dieser  Lichtschei  "«i, 
und  lasst  sich  dann  nicht  wieder  hervorrufen.    Hauv  bemerkt  darüb^^r, 
dass  das  Pulver  von  Krystallen,  welche  die  Flachen  0  P  tragen  (mit  Ai*  ^- 
nahme  einer  dunkelgrünen  Varietät  aus  Grönland)  leuchtet,  dass  da^ 


*)   Quensledl  bemerkt  in  seinem  Handbuche  ihr  Mineralogie,  dass  die  Fläclm^n 
der  Prismen   dritter  Art   die  von   den  Flächen  ooP  und  ooP  2   gebildeten   vertical^n 
Kanten  nur  auf  der  Seite  abstumpfen^  auf  welcher  die  PHichen  der  Pyramiden  der 
dritten  Art  nicht  auftreten;    dagegen  bihlet  v.  Kokscharow  in  seinen  Maierial*^^ 
zur  Mineralogie  Russlands  Taf.  t9,  Fig.  9  und  t3,  sowie  Taf.  20,  Fig.  t7  an  den  5*^* 
der  Kupfergrube  KirUhinsk  stammenden  KrysUdleu  die  Flächen  der  Prismen  und  Pyr^^' 
miden  auf  einer  und  derselben  Seite  der  zuvor  genannten  verticalen  Kante  ab. 

**)   Sitzungsberichte   der  math. -physik.   Classe  der  k.  b.  Akad.   der  Wiss.        ^s*^* 
München.   1875.   S.  <69. 
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FIftchen  des  verticalen  Prismas  ooR,  sowie  in  einzelnen  Fällen  die  Fla- 
chen des  Rhoniboeders  R  und  —  2R  Innzutretcn,  eine  gerade  entgegen- 
gesetzte Vertheilung  der  elektrischen  Polaritäten:  auf  den-Theilen  der 
SkalenoederflHchen ,  welche  die  Enden  clor  Hauptaxe  umgeben,  findet 
sich  negative  Elektriciiat,  wahrend  auf  den  um  die  skalenoedrisch  ver- 
laufenden Seitenkanten  liegenden  Theilen,  sowie  auf  den  Flächen  ooR 
die  positive  erscheint. 

Ich  habe  damals  hervorgehoben,  dass  diese  Unterschiede  zwischen 
den  Schneeberger  und  Derbyshirer  Krystallen  mit  Verschiedenheiten  in 
ihrer  Form  verbunden  seien:  bei  den  Schneeberger  Krystallen  ist  die 
Hauptaxe  kürzer,  bei  den  Derbyshirer  verhältnissmässig  länger;  bei  den 
Schneeberger  Kalkspäthen  bilden  stumpfe  Rhomboeder  ( — il^R),  bei  den 
Derbyshirer  spitze  Skalenoeder  (R3)  die  Begrenzung  an  den  Enden  der 
Hauptaxe;  bei  den  ersteren  haben  die  Rhomboeder  ( —  J^R)  eine  um  60" 
gegen  die  Grundgestalt  R  gedrehte  Stellung,  während  die  bei  den  Derby- 
shirer Krystallen  auftretenden  Skalenoeder  in  ihrer  Stellung  dem  Grund- 
rhomboeder  ents[>rechen. 

Eine  ebensolche  Umkehrung  in  der  elektrischen  Polarität  habe  ich 
s(Klann  bei  den  B(»ryllen  von  Elba  beobachtet.  Bei  den  russischen  Be- 
ryllen sind  die  Endflächen  positiv,  die  Seitenflächen  im  Allgemeinen 
negativ.  Eben  dieses  Verhalten  zeigen  die  meisten  Krystalle  von  Elba, 
doch  kommen  auf  dieser  Insel  auch  einzelne,  den  soeben  genannten  an 
Gestalt  und  Oberflächenbildung  gleichende  Individuen  vor,  bei  welchen 
die  Endflächen  negative  und  die  Seitenflächen  positive  Polarität  be- 
sitzen*). 

Auch  unter  den  Idokrasen  von  Ala  giebt  es  Krystalle  mit  utogf^' 
kehrten  Polaritäten.  Während  bei  einem  Theile  derselben  die  Endfläche, 
wie  bei  den  VViluiten,  positiv  ist,  erscheint  sie  bei  anderen  negativ***)- 

Wahrscheinlich  iindet  sich  bei  den  Apophylliten  derselbe  GegCin- 
satz ;  wenigstens  deuten  die  Beobachtungen  an  einem  aus  dem  Fast»»' 
thale  stammenden  Bruchstücke  auf  einen  solchen  hin^*^}. 

Zuletzt  möge  noch  erwähnt  werden,  dass  auch  beim  Turmalin  die- 
selbe Erscheinung  und  hier  sogar  als  eine  Umkehrung  in  der  Polari^^ 


♦^    Diese  Abh.  Bd.  <8,   S.  235. 
**)   Diese  Abh.  Bd.  <8,   S.  2Ö7. 
*♦*)   Diese  Abh.  Bd.  18,   S.  276  und  Taf.  HI,   Fig.  22. 
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der  an  ihren  Enden  mit  enlgegengesetzten  Polen  versehenen  Hauptaxe, 
auflritt. 

Nach  G.  Rose"^)  ist  beim  Turmaiin  gewöhnlich  das  Ende,  an  wel- 
chem die  Flächen  des  Hauptrhomboeders  auf  die  Kanten  des  gewöhn- 
lichen dreiseitigen  Prismas  aufgesetzt  erscheinen,  das  positive;  das 
andere,  wo  jene  Flächen  auf  die  Flächen  dieses  Prismas  aufgesetzt  sind, 
das  negative.  Jedoch  kommen  auch  Krystalle  vor,  bei  welchen  diese 
Regel  nicht  zutrifft,  sondern  die  Polarität  gerade  die  entgegengesetzte 
ist.  G.  Rose  glaubte  anfangs,  das  an  diesen  letzten  Krystalien  autlre- 
leode  Rhomboeder  nicht  als  das  Grundrhomboeder ,  sondern  als  sein 
Gegenrhomboeder  betrachten  zu  dürfen,  um  ihre  elektrische  Vertheilung 
wieder  mit  der  obigen  Regel  in  Einklang  zu  bringen.  Später,  in  seiner 
mit  Ries s  veröffentlichten  Abhandlung ^^)  neigt  er  sich  mehr  zu  der 
Ansicht,  an  diesen  von  der  obigen  Regel  abweichenden  Krystalien  sei 
das  dreiseitige  Prisma  nicht  als  das  gewöhnliche,  sondern  als  das  unge- 
wöhnliche (jenes  erste  zu  einem  sechsseitigen  Prisma  ergänzende)  auf- 
zufassen. 

Ob  an  dem  weiterhin  in  dieser  Abhandlung  angeführten  Brucit, 
welcher  dem  hexagonalen  Systeme  angehört,  auch  solche  Umkehrungen 
vorkommen,  habe  ich  aus  Mangel  an  Krystalien  nicht  feststellen  können. 

1d  gleicherweise,  wie  bei  den  vorher  genannten  Mineralien,  cxisti- 
ren  oun  auch  beim  Apatit  zwei  einander  gerade  entgegengesetzte  elek- 
trische Vertheilungen.  Bei  den  meisten  Krystalien  sind  die  Endflächen 
OP positiv,  und  die  Seitenflächen  im  Allgemeinen  negativ;  bei  anderen 
dagegen  liegen  die  Polaritäten  umgekehrt  veilheilt,  die  Endflächen  sind 
negativ^  die  Prismenflächen  positiv. 

Soweit  also  bis  jetzt  die  Beobachtungen  reichen,  tritt  die  Umkeh- 
niDg  der  Polaritäten  fast  an  allen  von  mir  untersuchten  Mineralien  des 
letragonalen  und  hexagonalen  Systems  ein.  Ich  unterlasse  aber  gegen- 
v^ärtig  ein  weiteres  Eingehen  auf  den  Grund  dieser  Umkehrungen,  da 
in  einer  späteren  Abhandlung  die  Beobachtungen  der  elektrischen  Vor- 
gänge auf  den  ebenfalls  zum  hexagonalen  Systeme  gehörenden  Krystalien 
des  uDterschwefelsauren  Kalis  Veranlassung  geben  werden,  auf  diese 
eigenthumlichen  Erscheinungen  zurückzukommen. 


*)  Abb.  der  BerJ.  Akad.  der  Wiss.  1836,   8.  215. 
**)  Abb.  der  Berl.  Akad.  der  Wiss.  1843,  S.  70. 
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A.  Erystalle  mit  positiven  Endflächen  and  im  Allgemeinen  negativen 

Seitenfiäohen. 

i.  Krygtall  ats  itn  SMaragdgralieM  an  UnK 

Uebcr  dieses  Vorkoramen  bemerkt  von  Kokscharow*)  :  „Hier 
(in  den  Smaragdgruben  am  Flusse  Tokowaia,  85  Werst  nordöstlich  von 
Katharinenbiirg)  findet  man  den  schön  krystallisirten  Apatit  im  Glimmer- 
schiefer eingewachsen,  in  Begleitung  von  Smaragd,  Phenakit,  Chryso- 
beryll und  anderen  hier  vorkommenden  iMineralien.  Die  Krystalle  dieses 
Apatites  sind  ziemlich  gross  und  fast  immer  lang.  Ihre  Farbe  ist  gelblich- 
weiss,  grünlichgelb  und  auch  ganz  weiss.  Grösslentheils  sind  sie  sehr 
rissig,  durchscheinend  und  nur  an  einigen  Stellen  durchsichtig.  Farblose 
und  ganz  durchsichtige  Krystalle  sind  äusserst  selten.  Gewöhnlich  bieten 
sie  das  Ansehen  des  hexagonalen  PrismasooP  dar,  an  dessen  einem  oder 
an  dessen  beiden  Enden  sich  die  Flüchen  P,  2P,  P2  und  2P2  und  OP 
von  verschiedener  Ausbildung  finden.  Nicht  selten  begegnet  man  den 
Flächen  ooP2  und  der  Hülfle  von  ooP»." 

Krystall  No.  1.     Taf.  J,  Fig  1. 

Der  einzige,  durch  meinen  Collegen  Herrn  Prof.  Zirkel  mir  zur 
Verfügung  gestellte,   dem  hiesigen   mineralogischen  Museum  gehörige 
und  Taf.  I,  Fig.  1  in  seinem  Netze  abgebildete  Krystall  des  oben  bezeich- 
neten Fundortes  stellt  eine  Combination  von  ooP,  ooP2,  OP,  P  und  2P 
dar.    Die  Flachen  ooP  sind  vorhanden  bis  auf  die  Fläche  6,  jedoch  di<^ 
Flächen  4  und  5  nur  unvollkommen,   während  die  Fläche  6  in  dein 
mangelhaft  ausgebildeten  Theile  dieses  Krystalles  nicht  wahrzunehmen 
ist.  Die  Flächen  1  und  namentlich  2  sind  viel  schmäler  als  die  Fläche  3- 
In  der  Fig.  1 ,  Taf.  I  sind  die  einzelnen  Flächen  getrennt  neben  einander 
gezeichnet  und  mit  ihren  krystallographischen  Symbolen  versehen.  Vao 
den  Flächen  des  Prismas  ooP2  sind  die  Flächen  VI,  I  und  11**)  vollkonn- 
u)en  ausgebildet,  während  die  Flächen  III,  IV  und  V  fehlen.  Die  FläcliBfi 
des  Prismas  ooP  zeigen  stärkeren  Glanz  als  die  Flächen  des  PrisDi3S 

*)  Materialien  zur  Mineralogie  Russlands  Bd.  2,  S.  47. 

**)  Behufs  leichlerer  Unterscheidung  in  der  Zeichnung  sind  die  Mächen  des  Pris- 
mas OoP  mit  I,  2,  3,  4,  5,  die  Flächen  des  Prismas  ooP2  mit  den  Zeichen  I,  II  i^«^ 
VI  bezeichnet.  Eben  diese  Bezcichiumg  ist  auch  bei  den  folgenden  Krysiallen  bei  13^ 
halten. 
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00 P  2.  Von  den  Pyramiden  P  und  P2  sind  nur  die  oberhalb  der  Prismen- 
fläche  1  liegenden  deutlich  vorhanden.  Am  oberen  Ende  wird  der  Kry- 
slall  durch  eine  sehr  glatte  Fläche  OP  begrenzt;  auch  das  untere  Ende 
trägt  eben  diese  Fläche  0  P,  nur  in  mangelhafter  Ausbildung. 

Die  Masse  des  Krystalles  ist  in  dem  vollkommen  ausgebildeten 
Theile  ziemlich  durchsichtig;  dagegen  in  dem  mangelhaft  ausgebildeten, 
wo  die  Flüchen  4  und  5  liegen,  undurchsichtig.  Seine  Farbe  ist  theils 
graulich,  theils  graugrUnlich. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  der  Oberflache  dieses  Krystalles 
ist  im  Allgemeinen  sehr  einfach :  die  beiden  Endflächen  0  P  sind  beim 
Erkalten  positiv,  die  prismatischen  Seitenflächen  negativ.  Der  Apatit 
gleicht  darin  also  den  früher  behandelten  einaxigen  Krystallen  des  Be- 
rylles,  des  Kalkspathes,  des  Idokrases  (Vesuvians)  und  des  Apophyl- 
liles*).  Die  negative  Spannung  auf  den  gut  ausgebildeten  und  eine 
reinere  Masse  einschhessenden  Prismenflächen  ist  grösser  als  auf  den 
mangelhaft  ausgebildeten  und  eine  unreinere'  Masse  bedeckenden.  Im 
Ganzen  nimmt  die  Durchsichtigkeit  und  Reinheit  der  Masse  von  oben 
nach  unten  ab ,  und  dem  entsprechend  werden  auch  die  elektrischen 
Spannungen  in  derselben  Richtung  geringer. 

Auf  dem  nächstfolgenden  Krystallo  No.  2  tritt  in  der  Vertheilung 
der  negativen  Elektricität  auf  den  Flächen  der  beiden  Prismen  oo  P  und 
00P2  eine  Ei^enthümlichkeit  stark  hervor:  auf  den  Prismenflächen 00  P 
wächst  die  negative  Spannung  in  der  Richtung  vom  linken  Rande  zum 
rechten  in  beträchtlichem  Grade  und  nimmt  dann  auf  der  anliegenden 
Fläche  ooP2  in  derselben  Richtung,  also  auch  vom  linken  Rande  nach 
dem  rechten  hin  ab.  Auch  auf  dem  vorliegenden  Krystalle  No.  1  findet 
i»ich  auf  der  Fläche  1  des  Prismas  00  P  und  den  Flächen  1  und  II  des 
Prismas  00 P2,  wenn  auch  in  geringerem  Grade,  ein  solches  Ver- 
halteo.  Die  Fläche  2  des  Prismas  00 P  ist  zu  schmal,  um  einen  Untor- 
jjchied  in  der  elektrischen  Spannung  auf  den  beiden  Rändern  nachwei- 
^^n  zu  können.  Auf  der  Fläche  3  erscheint  am  linken  Rande  in  der 
Mitte  und  unten  die  elektrische  Spannung  grösser  als  auf  den  übrigen 
Theilen  der  Fläche;  da  dieselbe  aber  in  den  oberen  Theilen  nicht  auf- 
Irill,  wo  sie  auf  den  übrigen  Flächen  am  stärksten  ist,  so  dürfte  die 
i^hwaebe  Intensität  am  rechten  Rande  durch  den  besonderen  Umstand, 


*]  Diese  Abli.  Bd.  18,   S.  tO\. 
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dass  die  Masse  des  Krystalies  gegen  die  Fläche  4  hin  undurchsichtig  za 
werden  beginnt,  veranlass!  worden  sein ;  was  auch  dadurch  wahrschein- 
lich gemacht  wird,  dass  die  Flüche  4  und  ebenso  5  nur  sehr  geringe 
Spannungen  zeigen. 

ii.  KrysUlle  van  Ehrenfriedersdarf  in  Sachsen. 

Krystall  No.  2.  Taf.  1,  Fig.  2. 

Der  sehr  durchsichtige,  aber  von  mehrfachen  Rissen  du rchsclzle 
und  einzelne  sehr  kleine  grauliche  Massen  enthaltende  Krystall  No.  i, 
dessen  Benutzung  ich  der  Güte  des  Herrn  Professor  Weisbach  ver- 
danke, gehört  der  Freiberger  Sammlung  und  stellt  eine  Combination  der 
Gestalten  OP,  ooP,  ooP2,  i  P,  P2,  und  2P2  dar.  Ausserdem  sind  noch 
die  Fluchen  eines  sechsseiligen  Prisma  dritter  Art  vorhanden ,  welche 
bei  der  in  Fig.  2,  Taf.  1  gewühlten  Stellung  am  Hnken  Rande  der  Flä- 
chen des  Prismas  oo  P  liegen ;  die  streifige  Beschaffenheit  dieser  Pris- 
menflächen lässt  eine  genauere  Bestimmung  nicht  wohl  zu. 

Fig.  2,  Taf.  1  stellt  das  Netz  dieses  Krystalies  in  natürlicher  Grösse 
dar;  jedoch  sind,  um  die  auf  den  nur  niedrigen  Seitenflächen  ausgc- 
führten  Messungen  in  dasselbe  bequenier  eintragen  zu  können,  die  ein- 
zelnen Flächen  getrennt  von  einander  gezeichnet  worden.  Auf  der 
unteren  Seite  ist  der  Krystall  von  einer  ziemlich  ebenen,  mit  0  P  parallelen 
Durchgangsfläche  begrenzt. 

Vollständig  ausgebildet  sind  von  den  Prismenflächen  oo  P  nur  die 
Flächen  1,  2,  5  und  6.  An  die  Stelle  der  Fläche  3  und  ebenso  dei 
Fläche  4  ist  ein  Bruch  getreten ;  jedoch  haben  die  Krystallflächen  sehi 
nahe  über  den  lx;iden  Bruchflächen  gelegen,  weil  am  oberen  Rande 
beider  Bruchflächen  sich  noch  Reste  der  Pyramidenflächen  J  P  finden 
auch  scheint  am  rechten  Rande  des  Bruches  4  bei  «  bereits  ein  Theil 
der  Krystallfläche  4  wieder  sichtbar  zu  werden.  Von  den  Flächen  de? 
Prismas  ooP2  sind  nur  die  Flächen  I,  V  und  VI  vorhanden. 

Der  Krystall  stimmt  in  Betreff  seiner  elektrischen  Vertheilung  im 
Allgemeinen  mit  dem  vorhergehenden  überein :  die  beiden  gegen  dit 
Axe  senkrechten  Flächen  (die  obere  Fläche  0  P  und  die  auf  der  untere! 
Seite  vorhandene  mit  0  P  paraflele  Durchgangsfläche)  sind  positiv,  di< 
seitlichen  Prismenflächen  negativ.  Auf  die  untere  Durchgangsfläch< 
greift  an  einer   Stelle  die  negative  der  Seitenflächen   etwas  hinüber 
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Eigenthümlich  gestaltet  sich ,  \\  ie  schon  bei  dem  vorhergehenden  Kry- 
stalle  hervorgehoben  wurde,  die  Vertheilung  der  negativen  Elektricitilt 
auf  den  prismatischen  Seitenflächen.  Auf  allen  ausgebildeten  Flächen 
des  Prismas  ooP,  also  auf  1,3,5  und  6,  nimmt  die  Intensität  sehr  ent- 
schieden in  der  Richtung  von  links  nach  rechts  hin  zu;  dagegen  auf  den 
ausgebildeten  Flächen  des  Prismas  ooPSI,  also  auf!,  V  und  VI,  in  eben 
dieser  Richtung  ab,  so  dass  das  Maximum  der  elektrischen  Spannung 
auf  die  in  Bezug  auf  die  Flächen  ooP  rechts  liegenden  Durchschnitts- 
kanlen  von  ooP  und  ooP2,  das  Minimum  aber  auf  die  in  Bezug  auf  ooP 
lioks  liegenden  Durchschnittskanten  von  ooP  und  ooP2  fällt.  Jedenfalls 
hängt  diese  eigenthlimliche  Lage  des  Maximums  und  Minimums  mit  den 
Prismen  dritter  Art  zusammen;  das  Minimum  liegt  nämlich  an  denje- 
nigen Durcbschnittskanten  von  ooP  und  ooPSI,  welche  durch  das  Prisma 
dritter  Art  abgestumpft  werden. 

Auffallend  ist  das  Auftreten  von  positiver  Klektricität  auf  dem  rech- 
j  leo  Rande-der  Bruchfläche  4  (bei  «),  obwohl  daselbst  ein  Rest  der  Kry- 
stallfläche  4  zu  liegen  scheint;  dieselbe  ist  wahrscheinlich  durch  den 
henachbarien  Bruch  oder  die  daselbst  vorhanden  gewesene  Anwachsung 
hervorgerufen. 

Die  Pyramidenflächen  4^P  sind  entweder  ganz  negativ,  oder  nur 
io  ihren  unteren  an  ooP  grenzenden  Theilcn  negativ ,  in  den  oberen  der 
Fläche  OP  benachbarten  Theilen  aber  positiv,  wobei  jedoch  bisweilen 
auf  dem  rechts  liegenden  Ende  die  negative  Polarität  bis  zur  Kante  von 
1 P  und  ü  P  geht. 

Die  elektrische  Erregung  dieses  Krystalles  zeigt  eine  ziemlich  starke 

Intensität. 

Krystall  No.  3.     Taf.  I,  Fig.  3. 

Der  Krystall  No.  3  gehört  gleichfalls  der  Freiberger  Sammlung. 
Seine  Masse  ist  ziemlich  durchsichtig,  aber  rissig;  ihre  Farbe  hat  einen 
vbletten  Schein.  Der  Krystall  ist  nur  an  den  beiden  Enden  seiner 
Hauptaxe  und  auf  einem  Theile  seiner  seitlichen  Beg[renzung  mit  Kry- 
stallflächen  versehen.  Fig.  3,  Taf.  I  stellt  das  Netz  desselben,  soweit 
dies  möglich  ,  in  natürlicher  Grösse  dar.  Wie  die  Abbildung  der  oberen 
Endfläche  zeigt ,  ist  der  Krystall  ein  Aggregat  von  mehreren  in  paralle- 
ler Stellung  verwachsenen  Individuen.  Von  Krystallgestalten  treten  auf 
OP,  |P,  2P2,  ooP,  ooP2  und  eine  matte  Fläche  eines  hexagonalen 
Prismas  dritter  Art  bei  a ,  deren  Lage  eben  ihrer  matten  Beschaffenheit 


12  W.  G.  Haskel, 

wegen  sich  nicht  wohl  beslimmen  lässt.  Dagegen  erscheinen  auf  dem 
links  liegenden  kleineren  Krystall  bei  d  die  beiden  Flachen  eines  zwölf- 
seitigen  Prismas,  wenn  auch  die  eine  nur  sehr  schmal.  Die  Flächen 
oo  P2I  zeigen  weniger  Glanz  als  die  Flächen  oo  P  und  die  bei  «  auftretende 
Flache  des  Prismas  dritter  Art  erscheint  sogar  matt  Die  Flache  j^y  ist 
eine  ziemlich  ebene  mit  den  Krystallflachen  3  und  6  parallele Durchgaogi»- 
flache,  entspricht  also  der  Krystallflache  3,  wahrend  das  unter  /d  ge- 
zeichnete Stück  der  seitlichen  Begrenzung  theils  von  Durchgangen  ent- 
sprechend den  Krystallflachen  4  und  5,  theils  (am  unteren  Ende')  von 
Resten  von  Krystallflachen  gebildet  wird.  Zwischen  a,  fr,  c,  d  liegen 
kleinere  Massen  von  Braunspalh  und  Arsenikkies. 

Diebeiden  Endflachen  OP  sind  positiv  elektrisch,  die  seitlicheo 
Krystallflachen  negativ  mit  Ausnahme  des  oberen  Theiles  der  Flache  I 
des  Prismas  c»P2,  welche  schwach  positiv  ist.  Ob  letztere  dieser  Stelle 
llberhaupt  angehört,  oder  nicht  vielmehr  durch  den  Einfluss  der  anlie- 
genden positiven  Durchgangsflache  f^/  hervorgerufen  ist,  lasst  sich  an 
dem  vorliegenden  Bruchstücke  nicht  entscheiden ;  ebensowenig  ist  es 
möglich,  ein  Wachsen  oder  Abneluuen  der  elektrischen  Spannung  io 
der  Richtung  von  links  nach  rechts  zu  erkennen.  Die  grosse,  ziemlich  - 
ebene,  den  Flachen  3  und  6  parallele  Durchgangsflache /d^;^  ist  |)0sitiv, 
ebenso  auch  die  oberen  von  den  mit  den  Flachen  4  und  ö  parallelen 
Durchgangen  gebildeten  Flachenstücke  von  yö^  wahrend  die  unteren 
Theile  von  yd,  welche  theils  Bruch-,  theils  kleine  Krystallflachen  sind, 
negativ  erscheinen. 

Krystall  No.  4.     Taf.  I,    Fig.  4. 

Das  Herrn  Chemiker  Sachsse  in  Leipzig  gehörige  Krystallbrucli- 
stück  gleicht  dem  vorhergehenden ,  nur  ist  seine  Masse  etwas  weniger 
durchsichtig.     Fig.  4,  Taf.  I  bildet  das  Netz  desselben  ab.    Am  ol>eren 
Ende  tragt  es  eine  gut  ausgebildete  Flache  0  P,  am  unteren  scheint  die 
Begrenzung  kein  Bruch,   sondern  eine  sehr  mangelhaft  ausgebildet^^ 
Endfläche  zu  sein.  Die  seitlichen  Begrenzungen  werden  von  den  Reste«^ 
zweier  Krystallflachen  ooP   und  von  einer  Flache  ooP2,    ausserdem 
aber  von  den  mit  den  Flachen  c»  P  parallelen  Durchgangen  gebildet 
Die  vorhandenen  Prismenflachon  1  von  ooP  und  I  von  c»P2  sind  star* 
gestreift  und  es  rührt  diese  Streifung  von  einer  oscillatorischen  Comb 
nation  der  beiden  genannten  Flachen  mit  den  Flachen  zweier  sechsse  - 
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^ögen  Prismen  dritter  Art  hur.  Pyramidenfläclien  sind  niclil  zu  erkennen ; 
die  Flüchen  ooP  und  oo  P!2  lassen  sich  aber  durch  ihren  Glanz  und  duirli 
die  l.agc  der  Durchglinge  unlersiclieidon. 

Üas  obere  und  untere  Ende  zeigen  positive,  die  scilliclicn  Krystall- 
nMchen  aber  negative  Spannuni;.  Auf  den  seitliehen  BriKrhflilrhcn  tindet 
sich  tbeils  negalive,  iheils  positive  Eleklricitilt.  Auf  den  Kliiclien  1  und 
I  nimmt  die  nei;iili\p  Spannung  nach  der  vnn  ihnen  ^eliildeten  Kante 
hin  zu. 

Kry stall  No.  5.  Taf.  I,  Fii«.  5. 
Der  dem  liiesigen  Museum  gehiirige  Kryslall  sass  zur  Hülfte  im 
Gestein  und  wurde  in  diesem  Zustande  untersucht.  Dicht  neben  ihm 
lagen  noch  andere  glciehgeslallele  Apatitkry .stalle.  Fig.  fi,  Taf.  I  i^tcllt 
die  Abbildung  der  freien  FUlchen  und  Klilchonstücke  des  grösseren ,  am 
besten  ausgebildeten  Kiystalles  dar.  Die  Masse  ist  grilnlirli  und  wonig 
dutrhsichtii-.  Von  Krvstallformen  linden  sicli  an  ihm  nur  OP,  ooP 
und  oo!'2. 

Die  KndHiicIicn  OP  sind  positiv,  die  freien  Seilen  fluchen 'negativ 
elektrisch.  Ebenso  vertialleii  sich  die  entsprechenden  fielen  Flüchen 
'/er  idirigen  anliegemlen  Knstiille.  Ein  Unlerschied  in  der  hilensilHI 
•iernegali^<'n  EIckiririliil  aurdetii  rechten  und  linken  Uandi-  hin  nirhl 
Ji^rvor. 

P  Kryslall  N  o.  6.     Taf.  I,  Fig.  G. 

Das  kleine,  Fig.  6,  Taf.  I  in  natürlicher  Gr(isse  abgebildete  und  der 
Pfeilierger  SanmiUing  geliörige  Stück  wird  wahrscheinlich  überall  von 
f^iirchgJingen  begrenzt.  Es  bildet  ein  niedriges  sechsseitiges  Prisma. 
Öie  gradweise  Masse  desselben  erscheint  etvias  unrein. 
^  Die  obere  Flache  0  P  entwickelt  positive,  die  unlere  negative  Elek- 
'Wciiat;  eben  diese  letztere  findet  sich  auch  vorzugsweise  auf  den  Sei- 
*<^(lilcheii ,  unter  denen  nur  die  rechte  Seile  der  Dui'chgangsllitche  2 
l«wiiivo  Spannung  zeigt;  die  Flllche  ,1  ist  nnr  sehr  sihwach  elektrisch. 


III,   krystallf  TOI)  Siilzharh  in  Tyrol. 

Krystall  No.  7.    Taf.  I.  Fin-  7. 

Der  kleine  Apalilkryslall    No.  7    ist    vollständig  durchsichtig   und 
*  gelblich  von  Farbe.     Er  wird  seitlieh  begrenzt  von  den  Flachen 
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des  Prismas  ooP  und  zwei  sehr  schmalen  Flachen  ooP2,  oben  von  den 
Flächen  der  Pyramide  P  und  am  unteren  Ende  von  einer  unregelmä^ 
sigen  Bruchfluche  b.  Von  dem  Prisma  ooP  sind  die  Flachen  2  und  3 
vollständig,  1  und  6  zum  grössten  und  5  nur  zum  kleinsten  Theile  vor- 
handen, wahrend  an  Stelle  der  Flache  4  ein  Bruch  getreten  ist.  Die 
Flache  2  ist  sehr  schmal,  wie  aus  Fig.  7,  Taf.  I  hervorgeht,  welche  das 
Netz  in  doppelt  linearer  Vergrösserung'*)  darstellt.  Von  dem  Prisma 
cx)PSI  sind  allein  die  Flachen  1,  11  und  V  in  geringer  Breite  sichtbar.  Un- 
ter den  Pyramidenfladien  P  zeichnen  sich  die  Flachen  2  und  3  durch 
ihre  Grösse  aus. 

Die  elektrische  Erregung  tritt  in  ziemlicher  Starke  auf  und  gloichl 
der  bisher  beschriebenen.  An  den  Enden  der  llauptaxe  liegen  die  posi- 
tiven Pole,  wahrend  die  negatixe  Polarität  auf  den  prismatischen  Sei- 
tenflachen vertheilt  ist.  Ein  Unterschied  in  der  Intensität  des  rechten 
und  linken  Randes  der  Prismenfladien  ooP  liess  sich  nicht  nachweisen. 

iV.   Krystalle  vom  St.  Gatthardt. 

Krystall   No    8.    Taf.  I,  Fig.  8. 

Der  dem  Museum  der  hiesigen  Universität  gehörige  Krystall  No.  8 
ist  nur  auf  seiner  oberen  Flache  OP  und  drei  Flachen  des  Prisma  ooP 
frei.  Von  der  Flache  3  des  Prisma  ooP  und  von  der  unteren  Endfläche 
sind  nur  kleine  Theile  sichtbar,  wahrend  der  Rest  derselben,  sowie  die 
Prismenflachen  4  und  5  von  einer  kleinen  Gesteinsmasse  bedeckt  wer- 
den. Fig.  8 ,  Taf.  1  stellt  die  freien  Theile  der  Oberflache  in  doppelt 
linearer  Vergrösserung  dar. 

Die  an  sich  farblose  und  klare  Masse  des  Krystalles  enthalt  un- 
durchsichtige Nadeln  oder  Fasern  eingesprengt.  Die  Seitenflachen  des- 
selben werden  nur  von  den  Flachen  des  Prismas  c»  P  gebildet.  An  den 
von  OP  und  ooP  gebildeten  Kanten  Hnden  sich  die  Flachen  der  Pyra- 
nuden  J  P  und  P,  sowie  an  den  Enden  der  Prismenkanten  die  Flachen 
der  Pyramide  2P2  und  rechts  daneben  die  Flachen  der  beiden  Pyrami- 
den dritter  Art  ^^  und  -^'• 

*)  Auf  den  Tafeln  wird  stets  durch  das  Zeichen  |  angedeutet  dass  die  Ahhildun^i 
in  natürliclier  Grösse  (gezeichnet  ist;  dagegen  durch  das  Zei(*hen  ^,  dass  alle  linearen 
nimensionen  doppelt ,  und  durch  das  Zeichen  \  ,  dass  sie  lialh  so  gross  genommen 
sind. 


Elektris€HB  Untersuchungen.  1 5 

Die  elektrische  Vertheilung  stimmt  mit  der  auf  den  vorhergehen- 
len  Krystallen  beobachteten  überein;  die  Endfläche  OP  ist  positiv,  die 
^itenfldchen  6 ,  1  und  2  negativ,  und  zwar  nimmt  bei  der  gewählten 
Stellung  die  negative  Spannung  von  dem  linken  Rande  nach  dem  rech- 
ten hin  zu ;  sie  ist  also  an  demjenigen  Rande ,  an  welchem  oben  und 
unten  die  Pyramidenflächen  dritter  Art  auftreten,  am  geringsten ;  ja  auf 
der  Fläche  1  scheint  am  linken  Rande  (da  wo  in  der  Zeichnung  0  steht) 
sogar  eine  schwache  positive  Polarität  aufzutreten. 

Die  elektrische  Erregung  dieses  Krystalles  ist  übrigens  nur  schwach. 

Krystall  No.  9.     Taf.  I,  Fig.  9. 

Das  ebenfalls  der  hiesigen  Universitätssammlung  gehörige,  sehr 
kleine,  Fig.  9,  Taf.  1  in  doppolt  linearer  Vergrösserung  dargestellte 
Bruchstück  ist  vollkommen  klar  und  durchsichtig,  und  trägt  dieselben 
Kryslallgestalten  wie  No.  8.  Von  den  Prismenflächen  ooP  sind  nur  vor- 
handen die  Flächen  6,  1  und  ein  Theil  von  2 ;  die  übrigen  Flächen  sind 
düK'h  einen  unregelmässigen  Bruch  ersetzt.    Bei  der  gezeichneten  Stel- 

lung  liegen  die  Flächen  der  Pyramide     ^-    und  -  ^  ^  ebenfalls  am  linken 
Rande  der  Prismenflächen  oo  P. 

Von  den  Seilenflächen  erscheint  nur  die  Fläche  6  und  der  rechte 
Band  der  Bruchfläche  sehr  schwach  negativ;  auf  den  Flächen  1  und  2, 
besonders  aber  auf  der  Bruchfläche,  und  zwar  auf  deren  linkem  Rande 
und  der  Mitte,  tritt  positive  Spannung  auf. 

V,  Krystall  aus  Norwegen. 

Krystall  No.  10.     Taf.  I,  Fig.  10. 

Das  kleine  Fragment,  welches  Fig.  10,  Taf.  I  in  doppelt  linearer 
'Vergrösserung  in  seinem  Netze  dargestellt  ist,  hatte  ich  von  dem  Ge- 
jJtein,  an  welchem  es  sich  als  einzelner  Krystall  befand,  abgebrochen.  Die 
Masse  i.st  kaum  durchscheinend  und  schmutzig  grün.  Es  wird  seitlich 
von  den  Prismenflächen  ooP  und  ooP2,  oben  und  unten  aber  von  zwei 
gol  ausgebildeten  Flächen  0  P  begrenzt.  Auf  jeder  der  beiden  End- 
flächen liegt  eine  ungefähr  0,5™"'  dicke  Schicht  von  einer  mehr  grau- 
lichen Masse,  die  auf  den  Seitenflächen  sich  scharf  von  der  übrigen 
Masseabhebt.  Von  den  Flächen  des  Prismas  ooP  sind  vollständig  voVhan- 
den  die  Flächen  1  und  2,  von  den  F'lächen  3  und  6  erscheinen  nur  sehr 
geringe  Reste,  während  an  die  Stelle  der  Fläche  4  eine  mit  ihr  parallele 
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ebene  Diirchgangsnucbe ,  an  die  Stelle  der  Fläche  5  aber  ein  sehr  unre- 
gelmässiger  Bruch  getreten  ist,  auf  welchem  ein  Rest  einer  quarzartigen 
Masse  liegt.  Von  den  Flüchen  des  Prismas  ooP2  sind  nur  die  Flächen  I, 
II  und  VI  sichtbar. 

Die  elektrische  Vertheilung  bietet  ein  ganz  besonderes  Interesse 
durch  den  Umstand  dar,  dass  die  Verschiedenheiten  in  der  Intensiläl 
der  negativen  Polarität  auf  den  Seitenflächen,  wie  wir  sie  bei  den  Krj- 
stallen  No.  I  und  i  beobachtet  haben,  bei  dem  vorliegenden  Kryslalle 
sogar  so  weit  geht,  dass  sie  sich  in  dem  Auftreten  der  l>eiden  entgegen-, 
gesetzten  Elektricitillen  ausspricht. 

Die  obere  Kndflüche  ist  positiv,  die  untere  zum  grössten  Theile 
negativ;  nur  an  dem  der  Bruc^hflllche  zugewandten  Rande  erscheint 
positive  Spannung.  Auf  den  Flilchen  I  und  2  ist  der  linke  Rand  negih 
tiv,  der  rechte  Rand  positiv;  auf  den  Flachen  I,  II  und  VI  dagegen  um- 
gekehrt der  linke  Rand  positiv ,  der  rechte  negativ.  Es  fallen  also  die 
negativen  Pole  auf  die  von  den  Flachen  ooP  links  liegenden  Durch- 
schnittskanten  der  Flachen  ooP  und  ooP2,,  und  die  positiven  auf  die 
von  dens(^lb(^n  Flachen  oo  P  aus  re(*hts  liegenden  Durchsehnittskanten 
der  Prismen  ooP  und  ooP2  '^). 

Auf  einem  vollständig  ausgebildeten  Krystalle  dieser  Art  würden 
also  auf  den  prismatischen  Seitenflächen  zwölf  elektrische  Zonen  liegen 
und  zwar  sechs  positive  abwechselnd  mit  sechs  negativen.  Die  Maxima 
derselben  würden  auf  die  von  den  Flachen  c»P  und  ooP2  gebiklolen 
Kanten  fallen' ''i. 

VI.  Krystallf  ¥od  Sttiistiorf  bei  DipiitMiswalile. 

Der  Apatit  fand  sich  in  der  Kupfergrube  bei  Sadisdorf  in  lang- 
sauligen  blauli(*hweissen  oder  grünlichen  Krystallen  in  Begleitung  von 
Kupferkies  und  violblauem  Flussspath. 


*     Die  negative  Spannung  nimmt  also  bei  der  gewählten  Stellung  des  Kr^*stalles 
auf  der  Prismenfläche  oo  P  von  reclils  nach   links  ab ;  lialle   ich  den  Kr^^slall  unige* 
kehrt  gestellt  [die  obere  Endfläche  zur  unteren  gewählt  ,  so  würde  dies  Abnehinef* 
in  der  Kichtung  von  links  nach  rechts  auf  der  Prismeniläche  ooP  erfolgen,  wie  dit?^ 
bei  den  Krvstallen  No.  I  und  2  beobachtet  wurde.     Die  im  Texte  und  in  der  Abbil-^ 
düng  als  obere  betrachtete  Fläche  wurde  ihrer  starken  positiven  Spannung  wegen  i^ 
diese  Stellung  gebracht. 

*']   Aehnliche  Vorgänge  werden  wir  in  einer  späteren  Abhandlung  über  die  thcr- — 
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Kryslalle  No.  11.     Taf.  I,  Fig.  11 

lliinh  die  Gilte  des  Heiiii  Chemiker  Saelisse  i 
ieh  eine  Drusp  ApalilkrysUille  von  Saiiisclorf.  Durcli 
selben  braclien  zwei  kleine  Nadeln,  deren  Netz  in  Fig.  1  I  und  12  dar- 
gestellt ist,  ab.  Die  Oberflilclien  derselben  sind  /um  Tlieil  seil r  starb 
gerieft,  so  das«  sieb  namentlich  bei  No.  1 1  die  einzelnen  Seilen  fluchen 
nicht  wohl  unterscheiden  lassen.  Nach  einer  ungefähren  Schätzung 
sind  dieselben  flli'  dieses  grössere  Stück  in  Fig.  11,  Taf.  I  in  natürlicher 
tirösiie  abgebildet.  Am  oberen  Ende  fiudel  sich  eine  vollkommene 
Krystallfladie  flP.  wülirenil  das  nnlero  Knde  von  einer  Bnichlliiche 
begrejizt  ist. 

Die  obere  Endflüche  ist  sehr  stark  positiv ,  die  untere  Bruchflache 
sehr  schwach  negativ,  Dass  wir  auch  bei  diesen  Apatitkryslallen  von 
Sadisdorf  keinen  polaren  Gegensatz  in  Jer  Richtung  von  unten  nach 
oben  hüben,  wie  beim  Tuniialin.  beweist  die  Vertlieilung  auf  den  Sei- 
lenfltlchen  und  die  positive  Beschafl'enheit  der  unteren  BruchflUche  beim 
folgenden  Krystalle.  Auf  den  Seitenflächen  herrscht  im  Allgemeinen 
die  negative  Kleklriciiai  vor;  jedoch  ist  die  eine  Fläche  5  positiv,  und 
lusserdem  zieht  sich  von  dem  unleren  Ende  der  Fläche  I  eine  [lositive 
pone  über  die  .Mitte  der  Fläche  S  nach  der  Mille  und  dem  unteren 
fherle  der  Flache  3.  Aufl"allend  ist  die  Abnahme  der  positiven  Span- 
nung auf  der  Fläche  5  gegen  das  untere  Ende  hin.  während  diese  Span- 
nung an  letzterem  selbst  wieder  steigt. 

Der  Apatit  gleicht,  wie  schon  oben  erwähnt,  in  seiner  eleklrischen 
Vertheilung  dem  Beryll;  auch  bei  diesem  habe  ich  ebenfalls  die  Er- 
scheinung nachgewiesen,  dass  die  positive  Elektncilüt  sich  nicht  blos 
auf  den  Kndflilchen  findet,  sondern  sehr  oft  aucli  llber  eine  oder  zwei 
;der  Prismenflachen  ausdehnt'). 

Ob  diese  EigenthUmlichkeit  nur  in  dem  Umstände  begründet  ist, 
dass   beim  Beryll   ebenso   wie  beim  Apatit  die  beiden  positiven  End- 
flächen im  Verhältniss  zu  den  langen  Seilenflachen  eine  sehr  geringe 
Ausdehnung  halwn,  oder  ob  etwa,  namenllich  beim  Apatit,  Flächen  des 
'eilen  Prismas  <x>P 2  dabei  eine  Holle  spielen,   vermag  ich   für  jetzt 


aoelek Irischen  Eigenschaften  der  gldchfnlls  di?tr 
Kr^slatle  des  unterscIiwerdsHurcn  Kalis  anlrelfen. 
■)   Diese  Abli.  Bd.  ii,  S.  23S. 
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Kry Stall  Nr.  13.     Tüf.  1,  Fig.  13. 

Der  durch  seine  Grösse  ausgezeichnete  Krystall  No.  1 3  stanunt  von 
Bbreofriedersdort*.  Fig.  1 3  Taf.  1  stellt  sein  Netz,  so  gut  dies  eben  thiin- 
Seh  iüt,  in  natürlicher  Grösse  dar.  Er  ist  fast  ringsum  von  mehr  oder 
W8Di{^  ausgebildeten  KrystallflUchen  begrenzt,  welche  den  Gestalten 

eP,  JP,  P,  2P,  P2,  2P2,  ?^^^,  ooP,  ooP2  angehören;  indess  treten 

die.  Gestalten  P2,  -J  und  ooP2  nur  mit  einer  Fläche  auf  und  zwar  an 

z 

einer  Stelle,  wo  die  Ausbildung  des  Hauptkrystalls  durch  das  Auftre- 
len  und  Hineinwachsen  eines  zweiten  Krvstalls ,  der  nicht  vollkommen 
L^geoau  mit  seinen  Axen  denen  des  Hauptkrystalls  parallel  liegt,  gestört 
worden  ist.  Mit  den  Zahlen  1  bis  6  sind  die  Flüchen  des  Prismas  ooP 
'bezeichnet,  während  den  Pyramidenflächen  und  der  Endfläche  ihre  kiy- 
Mallographischen  Symbole  beigel'ügt  sind. 

Am  oberen  Ende  sind  die  Endfläche  und  die  Pyramidenflächen  gut 
;  tisgebildet,  dagegen  ist  das  untere  in  AB  dargestellte  Ende  sehr  man- 
..gelliaft  krystallisirt.  Von  dem  Prisma  ooP  sind  die  Flächen  1  und  6 
;'  ^tztere  jedoch  von  geringer  Breite)  vollständig  vorhanden ;  links  an 
-'  der  Fläche  6  erscheint,  freilich  zum  grössten  Theile  bedeckt  durch  den 
.  emgeschobenen  Krystall  «/^,  ein  Theil  der  Fläche  V  des  Prismas  ooP2. 
L  EiDigeraiassen  ausgebildet  ist  auch  noch  die  Flädie  2;  von  den  Flächen 
^  3  und  4  existiren  nur  kleinere  Theile,  und  noch  geringer  sind  die  von 
i  i»  Fläche  5  eischeinenden  Stücke. 

k         Wie  schon  in  den  vorangeschickten  allgemeinen  Bemerkungen  über 
[   diese  Abtheilung  der  Apatitkrystalle  hervorgehol>en ,  ist  die  elektrische 
Verlheiiung  gerade  die  entgegengesetzte  als  bei  den  Krystallen  der  er- 
sten Abtheilung.  Die  beiden  Enden  der  Hauptaxe  zeigen  negative  Pola- 
[  ritalt  und  zwar  das  untere  mangelhaft  ausgebildete  eine  stärkere  als  das 
obere;  die  Seitenflächen  1,2,3  und  6  und  zum  Theil  auch  4  sind 
positiv,  wäiirend  sich  über  die  sehr  mangelhaft  ausgebildete  Fläche  5 
iad  den  rechten  Theil  der  Fläche  4  eine  negative  Region  vom  oberen 
Bach  dem  unteren  Ende  herabzieht.    Die  Spannung  der  positiven  Elek- 
tricität  auf  den  Flächen  2  und  3  ist  nicht  unbeträchtlich ;  auf  der  Fläche 
I  ist  sie  schwächer,  was  wohl  in  der  von  dem  oberen  Ende  über  die 
rechte  Seite  der  oberhalb  der  Fläche  1  liegenden  Pyramidenflächen  her- 
aMaofenden  und  auch  noch  in  den  oberen  Theilen  des  rechten  Randes 
der  Fläche  1  selbst  auftretenden  negativen  Elektricität  seinen  Grund  hat 
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Krystall  No.  14.     Taf.  I,  Fig.  14. 

Der  vom  St.  Gotthardt  stammende  Krystall  gehört  gleichfalls  der 
Freiberger  Sammlung.  Er  gleicht,  wie  schon  oben  bemerkt,  in  seiner 
Masse  dem  vorhergehenden.  Seine  Begrenzungen  werden  vorzugsweise 
von  den  Flachen  OP,  4P,  P  und  ooP  gebildet,  zu  denen  noch  einzelne 
kleine  Flächen  von  P2,  2P2,  und  00 P 2  hinzutreten.  Das  obere  Ende 
ist  vollkommen,  das  untere  aber  mangelhaft  gebildet. 

Die  auf  seiner  Oberfläche  beobachteten  elektrischen  Spannungen 
sind  nur  gering;  die  Enden  der  Hauptaxe  tragen  die  negativen,  die  Sei- 
tenflächen die  positiven  Pole. 


Bnicit 

Der  Brucit  oder  das  natürliche  Magnesiahydrat '(Talkhydrat)  kommt 
meistens  in  schaaligen  Massen  vor,  welche  einen  sehr  deutlichen  Blät- 
terdurchgang  besitzen.  Selten  finden  sich  Krystallflächen.  Nach  Hes- 
senberg ist  die  Krystallform  rhomboedrisch  und  misst  der  Polkanteo- 
winke!  83^  22',5 ,  woraus  das  Verhältniss  der  Nebenaxen  zu  der  Haupt- 
axe 0,5208  :  1  folgt.  Der  zuvor  erwähnte  vollkommene  Durchgang  ist 
parallel  mit  OP. 

Die  vier  im  Nachfolgenden  beschriebenen  und  auf  Taf  I  in  halber 
linearer  Grösse  abgebildeten,  blätterigen  BrucitstUcke,  von  welchen 
zwei  mehr  oder  weniger  grosse  Theile  von  Krystall  flächen  zeigten,  stam- 
men sämmtlich  von  Texas  in  Pennsylvanien ;  sie  sind  farblos  und  mehr 
oder  weniger  durchsichtig. 

Der  Brucit  besteht  aus  69  Theilen  Magnesia  und  31  Theilen 
Wasser ;  erträgt  aber  eine  Erhitzung  bis  zum  Siedepunkt  des  Wassers, 
ohne  sichtbar  zersetzt  zu  werden.  Trotz  seines  hohen  Wassergehaltes 
hat  er  ein  ausserordentlich  grosses  Isolationsvermögen.  In  optischer 
Beziehung  gehört  er  zu  den  positiv  einaxigen  Krystallen. 

Brucit  No.  1.  Taf.  I,  Fig.  1. 

Die  Brucilmasse  No.  1 ,  welche  Fig.  1  Taf.  I  in  halber  linearer 
Grösse  in  A  von  der  oberen ,  in  B  von  der  unteren  Seite  abgebildet  ist, 
gehört  dem  mineralogischen  Museum  der  hiesigen  Universität.     C  ist 
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iine  ungefähre  Darstellung  des  in  A  links  liegenden ,  D  des  in  A  rechts 
liegenden ,  und  E  des  in  der  Zeichnung  A  vorn  liegenden  Randes  oder 
der  betreffenden  seitlichen  Begrenzung.  Auf  der  oberen  Seite  erhebt 
sich  zwischen  aßy  eine  pyramidal  aufsteigende  Masse;  bei  ihrer  Bil- 
dung ist  sie  in  der  Richtung  von  der  unteren  Fläche  B  nach  der  oberen 
A  bin  gewachsen.  Auf  den  Seiten  der  pyramidal  sich  erhebenden  Masse 
smd  einzelne  Reste  von  Rhomboederflächen  erkennbar. 

Beim  Erkalten  zeigt  die  obere  Fläche  A  überall  negative  Spannung, 
ebenso  die  untere,  nur  tritt  auf  letzterer  an  dem  einen  Rande  eine 
schwache  positive  Elekricität  hervor;  dagegen  sind  sdmmtliche  seitliche 
Begrenzungen  positiv. 

Hiernach  würde  sich  also  die  normale  Vertheilung  der  Elektricität 
auf  einem  vollkommenen  Brucitkrystalle  so  gestalten ,  dass  beim  Erkal- 
ten die  beiden  Enden  der  Hauptaxe  nebst  den  sie  umgebenden  FlUchen- 
siücken  negativ,  die  Kanten  an  der  Basis  nebst  den  ihnen  anliegenden 
Flächenstücken  aber  positiv  elektrisch  werden.  Die  Vertheilung  ent- 
spricht der  auf  dem  Skalenoeder  der  Derbyshirer  Kalkspäthe  beobach- 
teten*). 

Auf  dem  vorliegenden  Bruchstücke  ist  die  StUrke  der  erregten 
Elektricität,  wie  die  in  die  Figuren  eingetragenen  Zahlen  nachweisen, 
auf  der  oberen  Seite  nicht  unbeträchtlich;  auf  der  unteren  dagegen  er- 
i)Cheint  sie  wesentlich  schwächer  und  geht  an  dem  einen  Rande  bereits 
io  die  positive  über. 

Je  nach  der  Lage,  welche  ein  solches BrucitstUck  in  Bezug  auf  den 
ganzen  Krystall  einnimmt,  kann  aber  auch  die  untere  Seite  (Brucit  No.  !2, 
3  und  4)  positiv  werden,  wie  ich  dies  beim  Topase**)  nachgewie- 
sen habe. 

Wenn  ein  Gypskrystall  parallel  seinem  vollkommensten  Durchgange 
zerspalten  wird ,  so  zeigen  die  beiden  Spaltungsflächen ,  die  zuvor  an 
einander  gelegen  haben,  entgegengesetzte  Polaritäten,  wofern  nicht  die 
Spaltung  gerade  die  Mitte  des  Kry Stalles  trifft,  in  welchem  Falle  beide 
Flächen  gleichartig  erscheinen.  Auch  dieser  Vorgang  lässt  sich  an  den 
Brucitmassen  beobachten,  wie  die  in  Fig.  4,  Taf.  il  abgebildeten  Brucit- 
bldUer  zeigen. 


*]  Diese  Abh.  Bd.  U.  S.  141. 
**]  Diese  Abh.  Bd.  18.  S.  494. 
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Brucit  No.  2.     Taf.  I,  Fig.  2. 

Die  in  Fig.  2,  Taf.  i  abgebildete  Brucilmasse  gleicht  sehr  der  vor- 
hergehenden. A  stellt  die  obere,  D  die  untere  Seit«,  C  den  in  der 
Zeichnung  A  links,  D  den  rechts  und  E  den  vorn  liegenden  Rand  (Sei- 
tenfläche) dar.  Auf  der  oberen  Seile  erhebt  sich  die  Masse  ähnlich  wie 
bei  No.  1  pyramidenartig,  während  sie  auf  der  unteren  Seite  voii  einer 
ebenen  Durchgangsfläche  begrenzt  wird,  die  nur  an  einigen  ftandstellen 
Reste  von  Krystallflächen  trägt.  Auf  der  oberen  Seite  finden  sich  bei 
fc,  ft\  rt"  und  y,  und  auf  der  unteren  Seite  bei  {i  und  ß*  Theile  von  Kry- 
stallflächen.  Die  bei  «,  «',  «"  und  ß  und  ß'  sichtbaren  gehören,  wenn 
wir  den  Kiystall  rhoniboedrisch  nehmen,  den  beiden  Rhomboedern 
-4-  J  R  und  —  1- R,  oder  einer  \  ollständigen  hexagonalen  Pyramide 
an ,  während  das  bei  y  hervortretende  Flächenstuck  von  dem  Rhomboe- 
der  R  selbst  herrührt. 

Auf  der  oln^ren  Seite  sind  die  pyramidal  sich  erhebenden  Theile 
stark  negativ  elektrisch;  auf  den  niedrigen  Theilen  des  linken  und  de^ 
vonieron  Randes  ^oiler  der  seitlichen  Begi-enzungen)  erscheint  aber 
(Kisitivo  Spannung,  die  auch  auf  der  ganzen  unteren  Seite  und  den  Bdn- 
dorn  sich  tindel. 

Brucil  No.  3.     Taf.  1,  Fig.  3. 

Die  ziemlich  durchsichtige,  blätterige  Masse,  No.  3,  hatte  ich  von 
eiDoni  srtissere«!  Stucke  al>srebrochen.  In  Fis;.  3  Tat  I  habe  ich  die 
obere  und  untere  Seite  in  halber  linearer  Grösse  abcebildel.  Die  eine 
Seite«  die  ich  im  Anschluss  an  die  vorhergehenden  Beobachtungen  als 
die  obere  bezeichnen  w  ill «  ist  überall  negativ «  die  entgegengesetzte  uß- 
len*  aber  (losiliv. 

Rrucit  No.  4.     Taf.  IL  Fig.  i. 

Von  dem  hiesigen  niinerakigischen  Museum  halle  ich  zwei  Brucil- 
plalkHi  erhalten «  weiche  ölten  und  unlen  \  on  ebimen  Durchgangsflicben 
hiMrrmzl  waivn  und  früher  eine  einzige  Platle  gebiidcl  hallen.  Auch 
der  DurrlMsaw«  in  welchem  sie  getrennt  warvn «  bildete  eine  fast  voll- 
Lomvieiie  Ebene«  so  dass  sich  nach  dem  ZusanuiK^ntegen  beide  genau 
a»etiiander  an>)rhlie>^HH)en  Platten  wie  eine  einzi^^e  behandeln  liesseo. 
Die  Kde  der  oberen  Plane  betrug  S.5  bi^^  l"" .  die  Dicke  der  unteren 
ibi>3~. 
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In  Fig.  4  Taf.  II  habe  ich  die  oberen  und  unteren  Flüchen  beider 
nalten  in  halber  linearer  Grösse  abgebildet  und  die  auf  ihnen  beobach- 
teten elektrischen  Spannungen  in  diese  Abbildungen  eingetragen.  Die 
oberen  Seiten  beider  Platten  A  und  C  sind  negativ ;  die  unteren  B  und 
0  positiv.  Ebenso  verhielten  sich  die  obere  und  untere  Begrenzungs- 
ttcbe  A  und  D,  als  beide  Platten  genau  zusammengelegt  und  als  eine 
einzige  Platte  von  5,5  bis  7""  Dicke  untersucht  wurden. 

Vor  der  Spaltung  hatten  die  beiden  Flächen  B  und  C  zusammen 
gelegen;  nach  ihrer  Trennung  zeigte  B  positive  und  C  negative  Polarität. 
Die  Maxima,  sowohl  der  positiven  als  auch  der  negativen  Spannungen 
li^eo  auf  allen  vier  Flächen  nahe  an  derselben  Stelle. 


Cölestin. 

Die  Krystalle  des  Cölestins  sind  mit  denen  des  Schwerspaths 
ii^oiDorph  und  theilen  mit  ihnen  das  gleiche  Geschick,  bei  ihrer  Be- 
schreibung seitens  der  Krystallographen  auf  sehr  verschiedene  Weise 
gestellt  worden  zu  sein.  Aus  den  bereits  beim  Schwerspathe"*)  ausge- 
sprochenen Gründen  nehme  ich  im  Folgenden  den  Hauptdurchgang, 
ebenso  wie  beim  Schwerspathe ,  senkrecht  gegen  die  verticale  Axe 
(Hauptaxe)  und  die  beiden  etwas  weniger  vollkommenen  Durchgänge 
parallel  mit  den  Flächen  des  Prismas  ooP.  Nach  dieser  Stellung  finden 
sich  bei  den  weiterhin  beschriebenen  Individuen  überhaupt  die  Goslnl- 
len:  OP,  ooP,  Poo,  ^^Poo  und  ein  sehr  stumpfes  Brachydoma,  sehr 
wahrscheinlich  ^Poo. 

Nimmt  man  den  Winkel ,  unter  welchem  die  Flächen  des  Prismas 
tPoo  am  Ende  der  Brachydiagonale  zusammenstossen,  zu  78**  50'  und 
den  Winkel  des  Prismas  ooP  ebenfalls  an  dem  Ende  der  Brachydiago- 
nale zu  104^6',  so  ergeben  sich  daraus  die  Verhältnisse  der  Brachydia-^ 
gonale  zur  Makrodiagonale  und  zur  Hauptaxe  =s  0,6083 : 0,7801  :  \  **). 

Wie  beim  Schwerspathe  zeigen  auch  die  von  verschiedenen  Fund- 
orten stammenden  Krvstalle  des  Cölestins  ein  verschiedenes  Wachs- 
thom.     Die  Krystalle   von  Stroütian  Island  im   Huronsee  sind  in  der 


*i  Diese  Abh.  Bd.  15,  S.  274. 
•*)  Beim  Schwerspalh  sind  diese  Verhältnisse  0,6210  :  0,7688  :  4. 
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Richtung  der  Makrodiagonale  gewachsen   und  haben  mit  eineiB  finde 
derselben  angesessen ;  sie  bilden  gleich  den  Przibramer  Scb werspätheo 
flache  Tafeln,  die  besonders  von  den  Flächen  OP,  ooP  und  4^ Poo  be- 
grenzt werden.  Andrerseits  gleichen  die  im  Wadi  el  Tih  in  Egypten^ vor- 
kommenden Cölestinkrystalle  bezüglich  ihres  Anwachsens  den  Schwer- 
spfithen  aus  der  Auvergne :  sie  sitzen  wie  diese  mit  dem  einen  Ende  der 
Brachydiagonate  fest,  sind  also  in  der  Richtung  dieser  Diagonale  gewach- 
sen und  bilden  Sdulen,  welche  von  den  Flächen  Poo  und  OP  b^;renzt 
werden  und   am   freien  Ende    der  Brachydiagonale  die  Flächen  ooP 
und  4^  P  oo  tragen.     Ebenso  sind  die  Cölestinkrystalle  von  Girgenti  in 
der  Richtung  der  Brachydiagonale  gewachsen  und  bilden  oft  stänglicbe 
Aggregate,  aus  welchen  nur  das  eine  Ende  der  Brachydiagonale  frei 
hervorragt. 

Die  Beobachtungen  an  den  verschieden  gestalteten  Schwerspalh- 
krystallen  hatten  sehr  merkliche  Unterschiede  in  der  Stärke  der  durch 
Temperaturänderungen  erregten  elektrischen  Spannungen  ergeben;  na- 
mentlich traten  dieselben  im  Allgemeinen  stärker  auf  denjenigen  Kry- 
stallen hervor,  welche  in  der  Richtung  der  Makrodiagonale  gewachsen 
sind,  als  bei  den  in  der  Richtung  der    Brachydiagonale  verlängerten 
Säulen.    Ich  war  daher  gar  nicht  erstaunt,  als  ich  zur  Zeit  der  Unter- 
suchung der  Schwerspäthe  auf  kleinen  Bruchstücken  von  Cölestiokry- 
stallen  von  Girgenti  nur  sehr  schwache  elektrische  Erregungen  wahrzu- 
nehmen  vermochte.     In  der  letzten  Zeit  habe  ich  durch  Herrn  Tb- 
Schuchardtin  Görlitz  ziemlich  grosse  Cölestinkrystalle  von  Strontia^ 
Island  erhalten;  auf  diesen  erlangen  die  elektrischen  Polaritäten  eic^^ 
grössere  Stärke*).  Uebrigens  gleicht  die  elektrische  Vertheilung  auf  d^" 
Cölestinkrystallen  im  Allgemeinen  der  von  mir  auf  den  Schwerspäthe^ 
beobachteten. 

A.  Erystalle  von  Strontian  Island  im  Huronsee. 

Krystall  No.  1.  Taf.  II,  Fig.  1. 
in  Fig.  1 ,  Taf.  il  ist  der  Krystall  No.  1   in  einer  Ansicht  von  obe^ 
und  von  unten  in  naturlicher  Grösse  abgebildet ;  neben  die  Ansicht  vo^ 
oben  sind  die  zwei  am  ausgebildeten  Sndo  der  Makrodiagonale  vorhan-- 


*]  Sehr  leicht  eteLtrisch  erregbar  waren  auch  die  Durchgangsflächen  an  dei 
unter  No.  4  beschriebenen  Bruchstücken  von  Montecchio  niaggiore ;  s.  weiter  unten. 
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(lütien  Kläclien  ooP.    sowie  die  Bruch fljl che  AH  und  eine  iiiimgulliatl 
aiisgobildele  Fläche  CD  gezeiclinel. 

Der  Kryslall  wird  von  deu  Gestalten  -0  P,  oo  P,  i  P  und  ^4  l'oo  ') 
l>egreazl.  Die  Masse  desselben  ist  zicuilieli  klar,  aber  von  /.alilrci- 
chnn  mit  oop  parallelen  SprUngen  durchsolzt.  Aul'  der  oberen  Flüche 
liegen  an  zwei  Stellen  kleinere  Lhonige  Massen. 

Die  äussersle  Schicht  der  Substanz  auf  den  Ixuden  Tladien  ooP  iüt 
in  einer  fast  l"""  grossen  Dicke  undurchsichtig.  Durch  diese  Schicht  wird 
jedenfalls  das  Hervortreten  der  elektrischen  Spannung  auf  diesen  Flüchen 
licciotriichligt.  Auf  der  rechten  Seile  {bezogen  auf  die  linksstehende  Zeich- 
nung, welche  die  Ansicht  von  oben  darstellt)  ist  der  Kryslall  durch  eine 
nicht  »ichr  unebene  Bruchfladie  A  It  begrenzt,  an  welche  sich  nach  vorn 
eine  wahrscheinlich  durch  Anliegen  fremder  Massen  in  ihrer  Ausbildung 
gehemmte  Flache  DC  anschliesst. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  diesem  ('üleslinkryslalle  gleicht 
der  beim  Scliwerspathkrystalle  No.  5**}  beobachteten;  es  sind  also  die 
Flächen  ÜP  samnit  den  beiden  Filichen  des  Prismas  ooP,  sowie  die  Bruch- 
Qüche  am  rechten  Kndc  positiv,  die  Flachen  {  Poo,  sowie  die  an  ihre 
Stelle  getretene  Anlegetläche  dagegen  zeigen  negative  Polarität.  Bei  dem 
»en  erwähnten  Schwerspathe  No,  5  tritt  ausserdem  noch  eine  negative 
lone  an  dem  freien  Ende  der  Makrodiiigonale  auf,  die  bei  {lern  vorlie- 
|endeu  Cölestinkrystalle  nicht  wahrzunehmen  war,  vielleicht  gehindert 
urch  die  zuvor  beschriebene  Auflagerung  einer  undurchsichtigen  Masse 
laf  die  Flachen  ooP. 

Kryslall  No.  2.  Taf.  11,  Fig.  2. 

Der  Kryslall  No.  2  tragt  dieselben  Krystallgestallen  wie  der  vor- 
liergehcnde;  auf  der  unleren  Seite  findet  sich  selbst  eine  matte  Flache 
von  t'j  t^oo.  Indess  ist  seine  Masse  weniger  rein  und  sind  die  Flachen 
der  oberen  und  unteren  Seite  minder  vollkommen  gebildet,  als  bei  dem 


•1  Ua  die  Flflche  des  Brarhydoinas  ^  Poo  matt  war.  so  konnto  ihr  Winket  mit 
der  anliegenden  Fläche  OP  nur  mit  Jcni  AnlcgegonioDictur  gemessen  wurden.  Eine 
g«KiiJere  fiestimtnung  dussrlben  licss  sich  nber  bei  der  Hegelmäasigkcit  des  Krystolles 
durch  itic  Abmessungen  der  Üickc  und  Llinge  des  bctrcITenden  Stuckes  nrlungea ; 
Jaraiis  crgnb  sich  der  Winke!  zwischen  jener  matten  Fläche  und  der  anliegenden 
•■'läclie  0  I*  zu  ns*  6',   woraus  rliinii  das  Zeichen   t'jP''^  "^"'Bt- 

")    Diese  Abb.   Bd.  IS.  Tat.  1.    Fig.  5. 
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vorhergehenden.  I)ic  Zeichnung  Fig.  2,  Taf.  11  siellt  die  Än»iebl  von 
oben  (links)  und  von  unten  (rechts)  dar;  neben  die  Ansicht  von  oben 
sind  die  vier  Flüchen  des  Prismas  ooV  gezeichnet;  die  mit  1  und  4  be- 
zeichneten Flachen  sind  eben ,  aber  wie  bei  No.  1  mit  einer  undurch- 
sichtigen, fast  i™  dicken  Schicht  belegt.  Die  FlUche  3  ist  ziemlich  eben, 
die  Flache  2  dagegen  unvollkommen  ausgebildet  und  zum  Theil  mit  fest 
ansitzenden  Thonmassen  bedeckt. 

^  Die  Flachen  0  P  sind  positiv ;  ebenso,  wenn  auch  schwacher,  die 
beiden  Flachen  1  und  4  des  Prismas  ooP;  die  Flächen  J  Poo  zeigen  sich 
negativ  und  ebenso  n  erhalt  sich  die  Flache  3.  Die  Polarität  der  mangel- 
haft ausgebildeten  Prisinenflache  2  Hess  sich  nicht  bestimmen. 


B.  Erystalle  von  Girgenti. 

Krystall  No.  3.   Taf.  11,  Fig.  3. 

Wie  bereits  oben  bemerkt,  sind  die  Cölestinkr\ stalle  von  Uirgenti 
stets  mit  dem  einen  Ende  der  Brachydiagonale  angewachsen  und  haben 
sich  von  da  aus  zu  mehr  oder  weniger  freien  Säulen  entwickelt,  oder 
sind  mit  den  benachbarten  Individuen  zu  einem  stanglichen,  etwas  strab- 
ligen  Aggregate  verwachsen,  aus  welchem  nur  die  Enden  der  Brachy- 
diagonale heraustreten.  Die  in  der  Richtung  der  Brachydiagonale  ver- 
längerten Säulen  werden  von  den  Flächen  Poo  gebildet,  zu  denen  ge- 
wohnlich  noch  schmale  Flächen  von  OP  hinzutreten.  Am  Endo  der 
Brachydiagonale  erscheinen  die  Flächen  oo  P  und  J  Poo,  und  bilden  je 
nach  ihrer  Grösse  eine  vertikale  Kante  (Durchschnitt  von  ooP)  oder  eine 
horizontale  (Durchschnitt  von  4^ Poo). 

Die  elektrische  Erregung  dieser  Krystalle  ist  meistens  sehr  gering 
und  erreicht  nur  auf  dem  vorderen  freien  Ende  der  Brachydiagonale 
eine  etwas  grö.sscre  Stärke.  Dieses  vordere  Ende  (die  von  oo  P  gebil- 
dete vertikale,  oder  die  von  J  Poo  gebildete  horizontale  Kante)  samnit 
den  anliegenden  Flächenstucken  zeigt  negative  Spannung ;  dieselbe  be- 
herrscht auch  bei  dem  Fig.  3  gezeichneten  Krystall  die  Flächen  OP, 
sodass  nur  auf  den  makrodiagonalen  Seitenkanten  desselben  und  den 
ihnen  anliegenden  Theilen  der  Flächen  Poo  die  positive  Elektricität 
erscheint. 

Fig.  3  stellt  einen  Krystall  von  Girgenti  in  zwei  Ansichten  von  der 
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Andren  und  unteren  Seite,  nebst  der  Abbildung  der  beiden  am  freien 
Ende  der  Brachy diagonale  belindlichen  Flüchen  ooP  dar. 

0.  Erjstalle  von  Monteochio  maggiore  bei  Yicenza. 

1d  der  mineralogischen  Sammlung  der  hiesigen  UniversitiU  linden 
^ich  zwei  krystallinische  Bruchstücke  eines  bliiulichen  Colestins  des 
eben  genannten  Fundortes,  welche  ehemals  ein  Ganzes  gebildet  haben 
und  parallel  dem  vollkommenen  Blätterdurchgange  auseinander  ge- 
sprengt  worden  sind.  Ich  habe  dieselben  in  Fig.  ia  und  ii,  so  glit  es 
ging,  abgebildet.  A  B  und  A  B  sind  die  beiden  Durchgangsflächen,  nach 
Avelchen  die  Stücke  gesprengt  wurden.  Wenn  das  Fig.  4  a  dargestellte 
Slück  als  oberes  und  das  Fig.  4  h  als  unteres  Stück  betrachtet  wird,  so 
stellt  die  Fläche  AB  die  untere  Flache  des  oberen  Stückes  und  AB 
die  obere  Flüche  des  unteren  Stückes  dar.  Wird  das  obere  Stück  auf 
auf  das  untere  gelegt,  sodass  wieder  das  ursprüngliche  Ganze  sich  her- 
stellt, so  bilden  die  Flachen  C,  C,  D,  //,  £",  E^  Fund  F'  die  seitlichen 
Begrenzungen,  die  aber  sehr  unregelmassig  verlaufen;  es  liegt  dann  C 
oberhalb  C\  Ü  oberhalb  IT,  E  oberhalb  E  und  F  oberhalb  F.  Die 
kleine  Durchgangsflache  G  bildet  an  diesem  Ganzen  dann  die  obere, 
und  die  grössere  Durchgangsfläche  17  die  untere  Seite.  Die  Flachen  A', 
f,  D  und  C  sind  Durchgangsflachen,  welche  mit  den  Prismenflachen 
ooP  parallel  gehen. 

Die  obere  und  die  untere  Flache  6'  und  G'  sind  in  erheblichem 
Crade  positiv,  ein  Hinweis,  dass  dieselben  im  ursprünglichen  Gebilde 
nahe  an  den  KrystalJflachen  OP  gelegen  haben.  Die  unregelmassigen 
Seilenflächen  an  dem  mit  A  bezeichneten  Ende  der  Makrodiagonale 
«eigen  negative,  an  dem  anderen  mit  B  bezeichneten  Ende  positive 
Spannung.  Die  beiden  auf  einander  gelegen  habenden  Durchgange  A  B 
und  AB  sind  negativ,  und  zwar  AB  starker  als  AB.  Bei  den  in  den 
i^ichnungen  eingetragenen  Messungen  waren  die  Kiyslalle  bis  gegen 
JT'^C.  erhitzt;  es  genügen  aber  schon  Temperaturerhöhungen  bis  gegen 
lO®  oder  40**  C,  um  bei  der  Abkühlung  einen  Ausschlag  von  einigen 
ikalentheilen  zu  erhalten.  Ja  es  genügt,  z.  B.  die  Spaltungsflache  A  B 
Fig.  4  6)  einige  Mintiten  in  die  Sonne  zu  stellen ,  um  sogleich  darauf 
inen  der  steigenden  Temperatur  entsprechenden  positiven  Ausschlag 
:)n  2  Skalentheilen  zu  erhalten. 


28  W.  G.  Hankel, 


Prehnit 

s 

Den  Prehnit  lernte  man  zuerst  in  einer  Varieldt  kennen,  welche  der 
Physiker  Rochon  177i  vom  Cap  der  guten  Hoffnung  mitbrachte. 
Später  wurde  er  an  derselben  Oertlichkeit  vom  holländischen  Obersten 
von  Prehn,  von  welchem  er  den  Namen  trägt,  aufgefunden.  Man  hieb 
ihn  anfangs  fUr  einen  Smaragd,  wies  ihn  nachher  dem  Prasem,  daoD 
dem  Chrysolith  und  später  den  Zeolithen  zu ,  bis  er  schliesslich  nach 
den  Analysen  Ilassonfratz's  und  Klaproth's  von  Werner  als eioe 
selbstständige  Gattung  unl^^r  dem  Namen  Prehnit  aufgestellt  wurde. 

Die  Krystalle  des  Prehnits  gehören  dem  rhombischen  Systeme  an; 
der  stumpfe  Winkel  des  Prismas  ooP  beträgt  99"  58'*).  Die  Krystalle 
bilden  gewöhnlich  niedrige,  von  den  Flächen  ooP  begrenzte  Prismen, 
die  oben  und  unten  die  Fläche  OP  und  an  den  Enden  der  Makrodiago- 
nale kleine  Flächen  ooPoo  tragen.  Diese  Tafeln  erscheinen  meistens  ao 
den  Enden  der  Brachydiagonale  etwas  aufgeblättert  und  verdickt,  so- 
dass auf  den  Endflächen  0  P  eine  mit  der  Makrodiagonale  parallel  lau- 
fende Vertiefung  entsteht;  bisweilen  ist  dieses  Aufblättern  so  Start, 
dass  die  brachydiagonalen  Seitenkanten  nicht  gerade,  sondern  bogen- 
förmig gekrümmte  Linien  bilden.  Ausserdem  kommt  der  Prehnit  auch 
kugelig  und  nierenförmig  vor,  wobei  diese  Kugeln  eine  schaalige  und 
radial  faserige  Zusammensetzung  zeigen. 

Der  Prehnit  ist  bisv^'eilen  farblos,  gewöhnlich  aber  grünlich  (weiss- 
lichgrün  bis  lauchgrün)  gefärbt;  seine  Härte  ist  sehr  beträchtlich,  6 bis 7. 
Die  Bestandtheile  desselben  sind  Kieselsäure,  Thonerde,  Kalk  und 
Wasser,  zum  Theil  auch  etwas  Eisenoxyd. 

Nach  einer  in  der  ersten  Ausgabe  seines  Traite  de  mineralogie  von 
H  a  u  y  gemachten  Angabe,  die  aber  sonderbarerweise  in  der  zweiten 
Ausgabe  fehlt,  ist  die  Eigenschaft  des  Prehnits,  durch  Temperaturände- 
rung  elektrisch  zu  werden,  von  Dr^,  entdeckt  worden.  In  der  zweiten 
Ausgabe  des  Traile  führt  Hauy  nur  an,  dass  die  elektrische  Axe  die 
Richtung  der  kurzen  Diagonale  der  Kerngestalt  habe,  und  fügt  dano 
befangen  in  der  Ansicht,  dass  alle  thermoelektrischen  Krvstalle  nolb 


*)   Genaucrc  ßcstimnuingen  über  die  Krystallfonncn  des  Prehnits  gibt  Slrc'' 
(Neues  Jahrb.  für  Min.  1870,   S.  316). 
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iveodig  hemimorph  gebildet  sein  müssen^  hinzu  :  L'analogie  semble  exi- 
ger  qiie  Ics  parties,  dans  lesquelles  resident  les  poles  ^lectriques  d(^r(>- 
gent  ä  la  Symmetrie  par  une  diff^rence  de  configuration :  j'ai  d^jä  quel- 
ques aper^us  ä  cet  ^gard  etc. 

Wegen  Mangels  an  geeigneten  Kryslallen  konnte  ich  bei  meinen 
früheren  Untersuchungen  *)  nur  das  elektrische  Verhalten  des  einen, 
gewöhnlich  freien  Endes  der  Brachydiagonale  bestimmen^  und  dasselbe 
ab  beim  Erkalten  positiv  erkennen. 

Riess  und  G.Rose**)  haben  12  verschiedene  Prehnite  (Prismen, 
Tafeln  und  kugelförmige  Stücke)  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  geprüft 
und  aus  den  auf  ihnen  gemachten  Beobachtungen  folgende  Schlüsse 
gezogen:  „Alle  diese  Beobachtungen  stimmen  mit  einander  überein 
ODd  lehren  eine  eigenthümliche ,  bisher  unbekannte  Vertheilung  der 
elektrischen  Pole  an  Krystallen  kennen.  Bei  den  bisher  angeführten 
Krystallen  (den  terminalpolarischen)  mündete  nUmlich  jede  einzelne 
elektrische  Axe.  an  der  Oberfläche  des  Krvstalles,  und  es  fand  sich  da- 
her  stets  eine  gerade  Anzahl  von  Polen  vor.  Der  Prehnit  hingegen  hat 
zwei  gegen  einander  gekehrte  elektrische  Axen,  deren  analoge  Pole  zu- 
sammenfallen, und  erscheint  daher  dreipolig.  Die  kurze  Diagonale 
der  Basis  des  Prismas  giebt  die  Richtung  beider  Axen,  dereil  gemein- 
schaftlicher analoger  Pol  in  der  Mitte  liegt,  während  die  zugehörigen 
beiden  antilogen  Pole  an  den  Enden  dieser  Linien  liegen.  Da  diese  Ver- 
theilung durch  die  Masse  des  ganzen  Krystalles  geht,  so  müssen  die 
scharfen  Seitenkanten  unelektrisch  sein ;  eine  Abstumpfung  der  schar- 
fen Seitenkante  trilTt  immer  den  analogen  Pol,  eine  Abstumpfung  der 
stampfen  Kante  nur  dann,  wenn  sie  durch  die  lange  Diagonale  der  Basis 
geht  Wir  nennen  diese  Art  der  pyroelektrischen  Vertheilung  central- 
polarisch." 

Genau  dieselbe  centralpolarische  Vertheilung  glaubten  Riess  und 
G.  Rose  beim  Topas  annehmen  zu  müssen.  Ich  habe  aber  bereits  in 
nieiner  Abhandlung  „über  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  desTo- 
[Äses"***)  nachgewiesen,  dass  eine  solche  centralpolarische  Vertheilung 
heim  Topase  nicht  existirt;  und  ebensowenig  ist  dieselbe  beim  Prehnit 


*]  De  thermoelectricitate  crystallorum,  Hai.  1839,  S.  32. 
**)  Abb.  der  Akad.  d.  Wiss.  zu  Berlin  4  813,  S.  88. 
***)  Diese  Abb.  Bd.  18.  S.  355. 
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.  t/f  Ii^ihI^mi  irli  kciriii  iiiir  wi<nlprlioi(;ii ,  WHb  icL  ilerali^  it\  ä^  xui^ig 
//  ii«jfiijU'ti  AliliüiuJlijiif:  ul>(;i  dt'u  Jofia>  au^eäfirciriieii .  cliti»  4cUf  via 
h  t  IT  .^  ijiiij  </  llo^«'  ^|MH'iell  aufsefiilirlen  BetibaeliUiiifceii  nrliUf  «i^ 
'!.^  .  j(  ilorli  iIjk'I  rih'i>uf'liijii;|:snjHijcHJe  dit*  Wdliruetifuuui:  t^cijujKriidRr 
'  .'iuir«  Ik'i  /</ii<Mi  iijrljt  p^Nlallele  imü  hierduirii  dii-  voUaläudiff^ £r- 
/«  oo<if«^,  <l<'i  i'lt'kiriM'htfii  iiii'M'lieiiiuiigeu  uurnüidicij  niacliif. 

Iii<  f-i<'kli<M'li<{  \<*illi(filuiig  auf  deuj  Pi-ehuile  gleicbt  der  aiddoi 

t'/}/.^.<    v'iii  lim  l>('oii;irtit4fU'n.   Nf^liüieD  wir  z.  B.  ein  Slüui  eioerifui- 

'^<'..'  hl  II  |o|lil^k^\^(al](^s    \\i('  M^iclie  Fig{;.  CO  uud  ü±  Taf.  IV  der  zbiot 

*' /' /<//<  iH-ii  AiiliJiidluii^  ab^Hiildet  sind-,  desrseu  oberes^  und  mUst^ 

'/''.*    .*tu  ili'ii  Ulli  OP  parailclcii  iJurch^diigen  iiftgi-enzt  werden.  SdÄd 

'  l'.h'lll.ii  lull  i)iirrli;^aii^>l1üclM'n  uelist  den  uiakrodiagonaleu  S 
y  t,  .»hi*  tt  liciiii  l'iikallni  iK^^ativ.  dir  hraclix diagonalen  Seile 
.^'.'  1  |/o.  jijv  iKi  jt'ilorh  die  ni'^ali\r  Kk^klricitüt  auf  den  Endflächen  ei 
•'  '  '/.'  *t*  imh'  l'iiil\%M'k«*liiii^  hat.  so  Irin  sie  nur  auf  den  uiaki-odiagcfiiaksi 
•  '  i'MibiH^ii  II  M'lh^l  uimI  ih*ii  ihiMMi  /jiniirhj^t  gelegenen  Theilen  der]tfT!i- 
ti  .;i»  i  h'  II  o«  ih  iilliirhrii  auf.  \viihr(*ml  die  |Xisitive  sich  von  den  brsK'hy- 
<i  '^'/'/liril' II  :>i  tii'iikiiiih'ii  weil  liiii  iiIhm'  die  prismatischen  Flächen  aus- 

<;'  iiiih-  t'\^rw^t^  ^f^iahrl  sich,  wie  die  im  Nachfolgenden  mitgeüwil- 
I'  !•  H'  '/l/>H  hhiM|.;iii  ihiiihuii,  die*  chtklrisrlie  Verthcilung  auf  den  Prehoil- 
i  i .'  i./ihii      Ihr   lii'id«*!!  riiidilikrhcn  siiui  beim  Erkalten  negativ,   oad 
'  J/' n  f/  <|ji    hl  KJi-ii  iiiiikiiMliii(^(iiiJil('n,  gewöhnlich  durch  kleine  Ftecbea 
'1'^'  .ii/j|i  .iiiiii|iMi'ii  Si*ih>iikaii(('n,  während  die  brachydiagonalen  Sei- 
lt ijl.iiihu  ^n|,^i\\\r  Pohiiiiai  he.sit/en,  um!  diese  Polarität  weithin  über 
dl«  fiiilji  |;i  ihIi'ii  I  hii  hi'iiMiiii'kr  \nn  no  P  ausdehnen.  Auf  den  durch  Bruch 
« iji.  i.iiiijiiii  II  ijihi  diinh  Aiiwai'hstMi  iiiangeihafl  ausgebildeten  seitlichea 
Ih-t^H  ii/uii^.lliirhrii  /i*ih1  Ni«-h  iie^alixe  S|mnnung,  doch  ist  auch  meistens 
fMil  ihm  M  iliiirh  ihn  Suiik«'  d«M'  IUI  den  einzelnen  Punkten  beobachteten 
i^li-kiiif  iijii  IHK  h  dm  drill  iioniial«Mi  /uslande  zukommende  Vertheiluog 
aii|^rdriihi ,    iinlnii  dii^  iii'f;ali\o  Spannung  \on  den  makrodiagonalen 
St^iU^iikiiuh'ii   iiiirh  dni  hiarliji diagonalen  hin  abuimmt,   während  die 
poMiivr  in  (In   llirhhitig  n«mi  den  hrach> diagonalen  Seitenkanten  nach 
den  iiiakroiliagoiiali^ii  hm  geringer  wird. 

Hie  auf  drii  Piehiiiikr) .stallen  antretenden  elektrischen  Spannun- 
gen sind  iiii'ht  uiilieharlillirli,  weNlialb  sie  auch  mit  den  früheren  un- 
vollkoiiniieneri^n  Heoharhlungsmiiieln  aufgefunden  wenlen  konnten.  Um 


Elektrische  Untersuchungen.  31 

das  Anschlagen  des  Goidbiültcheng  meines  Elektrometers  an  die  zur 
Seile  stehenden,  mit  den  Polen  der  Volta'schen  Sttule  verbundenen  Mos- 
singplatten  zu  verhindern,  musste  die  Empfindlichkeit  desselben  auf  ein 
Drittel  von  der  sonst  gewöhnlich  gebrauchten  verringert  werden. 

Ich  werde  die  Beobachtungen  an  vier  Krystallen  oder  vielmehr 
Bruchstücken  solcher  mitüieilen.  Trotz  der  Unvollkommenheit  derselben 
werden  die  an  ihnen  angestellten  Beobachtungen  doch  hinreichen,  um 
die  oben  von  mir  ausgesprochene  Vertheilung  der  Elektriciiat  in  voller 
Bestimmtheit  nachzuweisen.  Sammtliche  Krystalle,  die  ich  der  Güte 
meines  Collegen  Zirkel  verdanke,  waren  von ' HandstUcken  aus  Rat- 
fichinges  in  Tyrol  abgebrochen. 

Die  Zeichnungen  stellen  bei  allen  vier  Krystallen  die  einzelnen 
Flächen  und  Kanten  in  doppelt  linearer  Grösse  dar.  Alle  von  Kryslall* 
flächen  gebildeten  Kanton  sind  durch  ausgezogene  Linien,  dagegen  alle 
durch  Bruch  entstandenen  nur  durch  punktirtc  Linien  dargestellt. 

Kr y stall  No.  1.  Taf.  II,  Fig.  i. 

Am  vollständigsten  unter  den  vier  Krystallen  ist  die  in  Fig.  1  ge- 
zeichnete dünne  Tafel.  Von  den  Flüchen  des  Prismas  oo  P  sind  voll- 
ständig die  Flächen  1  und  2  vorhanden ;  von  der  Flüche  i  ist  nur  ein 
Iheil  in  der  Nahe  des  vorderen^)  Endes  der  Brachydiagonale  sichtbar, 
während  an  Stelle  der  Flüche  3  ein  Bruch  die  Begrenzung  bildet.  An 
diesem  Bruche  finden  sich  auf  der  oberen  Flüche  einige  kleinere  Kry- 
stillmassen  eingewachsen. 

fha  Endflächen  0  P  sind  im  Allgemeinen  negativ ;  nur  erscheint  in 
der  Nahe  des  vorderen  Endes  der  Brachydiagonale  positive  Spannung, 
die  sich  auf  der  unteren  Flüche  eine  Strecke  weit  neben  dem  einen  Rande 
hinzieht.  Die  schwache  positive  Elektricität  am  linken  Ende  der  iMakro- 
diagonale  ist  dnnch  die  daselbs(  aufgewachsenen  kleinen  Krystallmassen 
httUngt.  Die  stärkste  negative  Spannung  erscheint,  namentlich  auf  der 
utferen  Flache,  an  dem  ausgebildeten  rechten  Ende  der  Makrodiagonale. 
Die  vordere  Kante  am  Ende  der  Brachydiagonale,  welche  von  zwei  Kry- 
stailflachen  gebildet  wird,  ist  stark  positiv  und  diese  positive  Elektricität 
dehnt  sich  auch  über  die  Flüchen  1  und  4,  sowie  ein  wenig  auf  die  Fla- 
chen OP  aus.    Diese  Ausbreitung  ist  eine  noth wendige  Folge  der  gerin- 


*]  Diese  Benennung  isl  auf  die  Lage  der  oberen  Flache  0  P  bezogen. 
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jpKk  iirißf^  der  Kri>ii»enlIächeo  im  Vendeich  zu  den  Flachen  0  P,  auf  wel- 
«iMw  Mipcitive  PolariUlt  ik\%  entwickelt.  An  dem  hinteren  Ende  der  Bra- 
dif^dci^iDale  t^  die  Kante  nicht  von  Kr\^tallfl9clien  gebildet;  die  Kn- 
Aiaillbcbe  2  ii4  daselbst  durch  den  an  Stelle  der  Fläche  3  vorhandeneii 
BnMrb  b^^srenzt.    Daher  erscheint  an  diesem  hinteren  Ende  der  Brachy- 
diaiierjnale  nur  eine  schwache  positive  Spannung.  Das  ausgebildete  rechte 
KnrJe  &fir  Makrodiagonale    schwach  abgestumpft  durch    eine  Flaobe 
-x^P-x.   i»t  stark  negativ.   Auf  der  Bruchflache  3  zeigt  sich  in  der  Nähe 
de*  linken  Endes  der  Makrodiagonale,  also  nach  der  Flache  4  hin,  ebon- 
U\U,  wenn  auch  schwächere,  negative  Elektricitat. 

K*  IreU'n  an  diesem  Kr\stalle  also  sSrnmlliche  vier  Pole  auf  den 
iVrfU^kaoU^i  auf,  und  zwar  auf  den  von  Kr^stallflachen  gebildeten  Kan- 
U^  kVtAar,  als  auf  den  durch  Bruch  entstandenen. 

Krystall  No.  2.  Taf.  0,  Fig.  2. 

Ad  ilU^tfu  kl(*inen  Bruchstücke  ist  die  Fläche  4  vollständig,  die 
lrh^:Utr$$  f  und  3  aller  nur  (heilweise  vorhanden,  und  an  Stelleder 
f^Ui/rlM;  i  ^^in  Bruch  getreten.  Das  linke  Ende  der  Makrodiagonale  trägt 
^f¥',  Ati^tiifnpfung  durch  die  Fläche  oot^oo. 

U'w  Vertheilung  der  Elektricität  stimmt  mit  der  auf  dem  Krystall 
So,  I  \Mi^ßlt»i:hU*ien  titierein,  bis  auf  die  Bruchfläche  2,  welche  negativ 

Krystall  No.  3.  Taf.  II,  Fig.  3. 

Ili^r  etwas  grOsMTe  Kristall  No.  3  ist  an  dem  vorderen  Ende  der 
Krar'hydiagonale  stark  aufgeblättert  (verdickt),  wie  aus  der  Abbildung 
iler  Prismenflächen  1  und  4  ersichtlich  wird.  Die  Prismenfläche  1  ist 
vollständig,  die  Fläche  4  zum  grössten  Theil  vorhanden ;  an  die  Stelle 
der  Flächen  2  und  3  sind  Bruchflächen  getreten.  Jedoch  erscheint  am  rech- 
ten Ende  der  Makrodiagonale  noch  eine  schmale  Krystallfläche  oo^oo. 

Die  elektrische  Verthoilung  auf  den  Kiystallflächen  ist  die  normale. 
Dagegen  tritt  auf  den  beeiden  Bnichnächen  2  und  3,  wie  bei  dem  vorher- 
gehenden Krystalle  auf  der  Bnichfläche  2,  nur  negative  Spannung  auf, 
jedoch  in  abnehmender  Stärke  gegen  das  hintere  Ende  der  Brachy- 
diagonale  hin  *) . 

*)  Die  Zeichen  :^  und  =  in  den  Abbildungen  bedeuten  eine  so  starke  positivi 
und  resp.  negative  Elektricität,  dass  das  Goldblättchen  des  Elektrometers  ganz  aus  dec 
Gesichtsfelde  des  Mikroskops  verschwand. 
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Krystall  No.  4.  Taf.  II,  Fig.  4. 

Das  kleine  Krystallbruchstück  No.  4  besitzt  nur  die  Krystallflftche  1 
und  ein  sehr  kleines  Stück  der  Fläche  4.    Ausserdem  zeigt  es  noch  am 
rechten   Ende  der    Makrodiagonale    eine  kleine  Fläche  ooPoo.     Der 
übrige  Theil  seines  Umfanges  wird  von  Bruchflächen  begrenzt. 

In  seiner  elektrischen  Vertheilung  gleicht  dieser  Krystall  den  frü- 
heren; auf  den  Bruchflächen  waltet  die  negative  Elektricität  vor. 


Natrolith  und  Skolezit 

Unter  der  von  C  r  o  n  s  t  e  d  t  eingeführten  Bezeichnung  Zeolith  waren 
vpi"schiedenc  Mineralien  zusammengefasst  worden.  II  a  u  y  schied  davon 
eine  Gattung  unter  dem  Namen  Mesotyp  aus.  Dieser  Name  sollte  an- 
deuten, dass  ihre  Kernform  ungeführ  zwischen  den  Kerngestalten  des 
SlilbiL*5  und  des  Anaicims  die  Mitte  hält.  Diese  von  Hauy  aufgestellte 
Gattung  Mesotyp  trennten  Gehlen  und  Fuchs  in  die  drei  Gattungen 
Natrolith,  Mesolith  und  Skolezil,  für  deren  Zusammensetzung  sie  nach 
der  alteren  Schreibweise  die  Formeln 

Nä  Si     +  AI  Si  +  2Ö  (Natrolith)  • 

2^^g!J  +  Äl§i  +  2|Ö  (Mesolith) 

Ca  Si     +  AI  Si  +  3  H  (Skolezit) 

aufstellten  *) . 

Während  nun  der  Natrolith  und  der  Skolezit  als   selbstständige 
Gattungen  feststehen,  ist  zur  Zeit  noch  nicht  völlig  entschieden,  ob  der* 
Mesolith  gleichfalls  als  eine  solche  zu  betrachten  ist,  oder  ob  die  zu  ihm 
l^rechneten  Mineralien    nur  kalkhaltige  Natrolithe  oder  natronhaltige 
Skolczite  sind. 

In  den  nachfolgenden  Untersuchungen  kommen  nur  die  beiden 
Gattungen  des  Natroliths  und  Skolezits  in  Betracht. 

Die  Eigenschaft  des  Mesotyps,  durch  Temperaturänderungen  elek- 
trisch zu  werden,  wurde  von  Hauy  entdeckt*-) ;  jedoch  fand  er  diese 
Eigenschaft  nicht  bei  allen,  sondern  nur  bei  einem  Theile  der  von  ihm 


*)  Jahrbuch  der  Chemie  u.  Phys.  v.  Schweigger,  Bd.  48.  S.  8  fT.   1810. 
"i   Hauy,    Traite  de  mineraL   %.  edil.   T.  3.   p.  179. 

AVkaadl.  d.  K.  S.  UeKellvib.  der  WiBnensch.  XX.  3 
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zum  Mesotyp  gerechneten  Ki  ystallen.  Ueber  die  specielle  Veriheilung 
der  beiden  elektrischen  Polaritäten  auf  den  Oberflächen  dieser  Krystalle 
schweigt  er,  und  setzt  nur  hinzu,  dass  er  in  der  Beschreibung  der  Va- 
rietuten ,  weiche  jene  Eigenschaft  besitzen ,  die  KrystaHe  als  symme- 
trisch annehmen  werde,  bis  es  gelungen  sein  würde,  in  bestimmter 
Weise  die  Unterschiede  in  der  Ausbildung  derjenigen  Theile,  in  welchen 
die  beiden  elektrischen  Pole  ihren  Sitz  haben,  anzugeben.  Uauy  er- 
wartet also,  dass  iihnlicho  llnsymmetrien  wie  beim  Turmalin  gefunden 
werden  würden. 

Fuchs  bemerkt  in  der  oben  citirten  Abhandlung  vom  Jahre  1816, 
dass  der  Natrolith  durch  Erwärmen  nicht  elektrisch  werde ;    über  den 
Skolezit  gibt  er  an,  dass  die  Krystalle  desselben  sehr  dünn  und  nur  an 
dem  einen  Ende  auskrystallisirt  sind,  an  welchem  Ende  sie  durch  das 
Erwürmen  positiv  elektrisch  werden.     Fuchs  will  hiermit  ausdrücken^ 
dass  diese  ausgebildeten  Enden  der  Skolezitkrystalle  bei  dem  auf  das=^ 
ErwUrmen  folgende  Erkalten  positive  Elektricität  zeigen.    Der  Mesolill  ^ 
stimmt  nach  Fuchs  in  seinem  Verhalten  mit  dem  Skolezite  überein. 

Brewster*)  führt  in  dem  Verzeichnisse  der  von  ihm  elektrisch  i 
befundenen  Krystalle  den  Skolezit  und  Mesolilh  an,  ohne  jedoch  nliherc? 
Angaben  über  die  elektrische  Vertheilung  zu  machen. 

R  iess  und  G.  Rose*")  fandenden  Natrolith,  selbst  den  von  Brevi^ 
in  iNorwegen  (den  sog.  Radiolith  Esmark's)  unelektrisch,  dagegen  dewi 
Mesolilh  und  Skolezit  von  Island  sehr  stark  elektrisch,  und  zwar  ware«:^, 
entsprechend  den  Angaben  von  Fuchs,  die  freien  oder  divergirend&n 
Enden  beim  Erkalten  positiv,  die  verwachsenen  oder  convergirendeM^ 
Enden  negativ  elektrisch.  Sie  schliessen  ihre  Untersuchungen  über  dc30 
Skolezit  mit  folgenden  Sätzen :  „Der  Skolezit  hat  demnach  eine  elektri- 
sche Axe,  die  mit  der  Hauptaxe  seines  vertikalen  Prismas  zusammeis- 
Pallt,  und  das  Ende,  an  welchem  sich  die  vorderen  schiefen  Prismen 
linden,  oder  das  freie  divergirende  Ende  (denn  er  kommt  stets  nur  io 
excentrisch  zusammengehäuflen  Krystallen  vor)  ist  antilog  (d.  h.  beiin 
Erkalten  positiv),  das  aufgewachsene  convergirende  Ende  analog  (d.  h- 
beim  Erkalten  negativ).  Die  Vertheilung  der  Elektricität  ist  demnach  g3D2 
wie  beim  Turmalin  und  Kieselzinkerz.  Da  aber  die  Krystalle,  wie  frtth^ 


^]   Jahrbuch  der  Chemie  u,  Phys.   von  Schweigge  r,  1825.   Bd.  43,   S.  94 
**:   Ahhandl.  der  Berliner  Akad.    1843. 
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gezeigt  ist,  stets  Zwillingskryslalle  sind  und  an  den  Enden  jedes  dieser 
Krysialle  sieh  also  die  FlUchen  der  entgegengesetzten  Enden  des  ein- 
fachen Krystalles  vereinigt  finden,  so  kann  man  fragen,  wie  die  Verthei- 
lung  in  den  einfachen  Krystallen  ist.   Erschiene  sie  auch  hier  wie  beim 
Turmahn,  so  kUmen  bei  denZwillingskrystallen  an  beiden  Enden  positive 
ond  negative  Elektricitiit  zusammen,   die  sich  auftiebon  müssten.    Es 
scheiol  daher  kein  anderer  Ausweg  möglicli  zu  sein,  als  anzunehmen, 
dass  die  einfachen  Krystalle,  die  man  bis  jetzt  nicht  beobachtet  hat, 
unelektrisch  sind  und  die  ElektricitHt  bei  dem  Skolezite  erst  (hirch  die 
Zwillingsbildung  entsteht,  und  der  Zwillingskrystall  si(*h  mm  in  Bezug 
aufVertheilung  der  Elektricitüt  wie  ein  einfacher  Ki-ystall  verhält.  Daraus 
folgt  nicht,  dass,  wenn  man  bei  dem  Skolezit  durch  Abschleifen  den  einen 
Kryslall  ganz  fortschafft.,  der  andere  nun  unelektrisch  würde"  u.  s.  w. 

Die  vorstehend  über  den  Natrolith    berichtete  Angabe,    wonach 

derselbe  durch  Temperaturilftderung  nicht  elektrisch  werden  soll,  ent- 

j^pricht  der  Wirklichkeit  nicht;    ich  werde  nachherzeigen,  dass  seine 

Krjsialle  thermoelektrisch  sind,  wenn  auch  beträchtlich  schwUcher,  als 

die  Krystalle  des  Skolezits. 

Die  oben  gemachten  Mittheilungen  von  Fuchs,    Riess    und   fJ. 
fiose  über  die  elektrischen  Polaritäten  an  den  beiden  Enden  der  Sauleu- 
^xe  des  Skolezits  (freies  Ende  beim  Erkalten  -j-,  verwachsenes  Ende — ) 
*5iiid  allerdings  richtig,  genügen  aber  nicht  zu  einer  genaueren  Einsicht 
^n  die  I^ge   der  verschiedenen  elektrischen  Poh».     Alle  von    Hauy, 
Hiess  und  G.  Rose  ausgesprochenen  Ansichten  basiren  auf  der  allen 
^  <)rstellung  des  nothwendigen  Vorhandenseins  einer  einzigen  mit  der 
^^ülenaxe  zusammenfallenden  elektrisi^h  |)ülaren  Axe.  Eine  solche  e\i- 
^tirl  aber,  wie  ich  mit  Bestimmtheit  nachweisen  werde,  bei  den  Kry- 
stallen das  Skolezits  nicht;   die  elektrische  Vertheilung  auf  denselben 
^teichl  vielmehr  der  von  mir  beim  Topas,   Aragonit,   Gyps,   Diopsid, 
^>rlhoklas  u.  s.  w.  beobachteten,  und  die  Zwillingsbildung  hat,  wie  ich 
*lorch  meine  Untersuchungen  über  die  Zwillinge  und  mehrfach  zusam- 
^tiengesetzten  Krystalle  des  Aragonits,  des  Gypses,  Orthoklases,  des  Al- 
Wls  and  Periklins  nachgewiesen  habe,  auf  die  elektrische  Vertheilung 
keinen  maassgebenden  Einfluss. 

Die  nahe  Verwandtschaft  des  Natrolilhs   und  Skolezits  hat  n)ich 
"klimmt,  beide  Mineralien  hier  in  eine  Abtheilung  zusammenzufassen. 

3» 
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A.  Natrolith. 

Der  Natrolith  kommt  zu  Brevig  in  Norwegen  in  isolirlen  Kryslal 
len  von  ziemlicher  Grösse  vor  und  es  standen  mir  vier  solche  in  d^i 
hiesigen  Universilätssammlung  befindliche  Krystalle,  fur  deren  Dar 
leihung  ich  meinem CoUegen,  Herrn  Professor  Zirkel,  zu  Dank  verpflich 
tet  bin,  zur  Verfügung« 

Die  Krystalle  des  Natroliths  gehören  zum  rhombischen  Systeme 
die  Winkel  des  verticalen  Prismas  ooP  nHhern  sich  sehr  dem  rechten 
sie  betragen  9 1  ^  und  89^  Die  Winkel  der  Grundpyramide  P  sind  ii 
den  Polkanten  143^20'  und  142»  40'  und  in  den  Mittelkanten  53"  20 
woraus  sich  das  Verhältniss  der  Brachy-,  der  Makrodiagonale  der  Basi 
und  der  verticalen  Axe  =  0,9827  :  1  :  0,3521  ergiebt.  Ausser  dei 
genannten  Formen  oo  P  und  P  finden  sich  an  den  von  mir  untersuchte) 
Krystalien  noch  die  Fluchen  von  ooPoo  und  ooPoo,  jedoch  meisten 
nur  in  geringer  Breite. 

Die  Substanz  der  von  mir  untersuchten  Krystalle  ist  weisslich;  die 
selben  erscheinen  ge\visseru)aassen  aus  Fasern,  welche  mit  der  vorli 
calen  Axe  parallel  laufen,  zusanuiiengesetzt. 

Auf  Taf.  II.  Fig.  1 ,  2  und  3  habe  ich  drei  der  untersuchten  Krystal 
in  natürlicher  Grösse  in  zwei  Projectionen  (von  der  vorderen  und  vc 
der  hinteren  Seite  gesehen,  wobei  die  Brachydiagonale  nach  dem  Beol 
achter  hin  gerichtet  ist)  abgebildet.  Von  den  mit  den  Zahlen  1,  2, 
und  4  bezeichneten  Flachen  des  Prismas  ooP  schneiden  sich  also  4  ur 
1,  ebenso  2  und  3  in  den  brachydiagonalen  (d.  h.  in  den  an  den  Ende 
der  Brachydiagonale  liegenden) ,  I  und  2  und  ebenso  3  und  4  in  de 
makrodiagonalen  (d.  h.  in  den  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  li< 
genden)  Seitenkanten.  Die  unregelmüssig  verbrochenen  Flächen,  we 
che  das  untere  Ende  begrenzen ,  sind  unter  jedem  Krystalle  besonde 
abgebildet  worden.  In  die  Zeichnungen  sind  die  auf  den  Kanten,  d( 
Pyramidenflächen  und  der  unteren  Bruchfläche  beobachteten  Ausschlag 
des  Goldblättchens  im  Elektrometer  eingetragen  worden. 

Die  Krystalle  wurden  in  der  gewöhnlichen  Weise  bis  auf  die  : 
prüfenden  Ecken  oder  Kanten  oder  Flächen  in  Kupferfeilicht  eingeha 
bis  97**  C.  erhitzt  und  dann  nach  dem  Bestreichen  mit  einer  Alkohc 
flamme  der  Abkühlung  überlassen.  Die  elektrischen  Spannungen  c 
langen  übrigens  nirgends  eine  betiüchtliche  Starke,  was  ihr  Uebersehi 
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bei  den  TrUher  angestellten,  oben  mitgetheilten  Untersuchungen  hinrei- 
chend erklärt.  Die  grösste  Stärke  der  auf  den  Natrolithen  beobachteten 
elektrischen  Spannungen  erreicht  nicht  ein  Hundertstel  der  grössten  auf 
den  Skoleziten  gemessenen  Spannung"^). 

Das  thermoelektrische  Verhalten  der  Natrolithkrystalle  ist  sehr  ein- 
fach.   Die  an  den  Endpunkten  der  Brach  yd  iagonale  liegenden  (soge- 
naonlen  brachydiagonalen)  Seitenkanton  nebst  den  auf  ihnen  auftreten- 
den Flächen  ooPoo  sind  beim  Erkalten  negativ,  die  an  den  Enden  der 
Makrodiagonale  liegenden  (makrodiagonalen)   Seitenkanten  nebst  den 
auf  ihnen  auftretenden  Flächen  ooPoo  dagegen  positiv  elektrisch.    Auf 
den  Flächen  des  Prisma's  ooP  geht  also  die  eine  Polarität  in  die  andere 
über.    Die  sämmtlichen  vier  von  mir  untersuchten  Krystalle  waren  nur 
andern  einen  Ende  der  Hauptaxe  ausgebildet,  am  anderen  aber,  mit 
welchem  sie  angewachsen  gewesen,  verbrochen.     Das  ausgebildete, 
die  Flächen  der  Pyramide  P  tragende  Ende  ist  beim  Erkalten  positiv, 
die  am  unteren  Ende  vorhandene  unregolmässige  Bruchfläche  an  einem 
.  Krystalle  positiv,  an  den  drei  anderen  aber  negativ.    Ob  diese  Bruch- 
teche  positiv  oder  negativ  erscheint ,  hängt  von  ihrer  Lage  im  ganzen 
Krystalle  ab,  wie  ich  dies  bereits  beim  Topas**)  gezeigt  habe,  wo  die 
parallel  mit  der  Hauptaxe  angeschlagenen  Durchgänge  je  nach  ihrer 
Lage  im  ganzen  Krystalle  ebenfalls  positiv  oder  negativ  erscheinen  kön- 
nen.   Liegen  die  angeschlagenen  Durchgänge  etwas  von  den  ausgebil- 
deten Enden  entfernt,  so  zeigen  sie  negative  Elektricität,  die  also  bei 
Topasbrucbstilcken  auf  den  Durchgangsflächen  am  häufigsten  sein  wird, 
ebenso  wie  sie  auch  beim  Natrolith  auf  den  Bruchflächen  dreier  Kry- 


*)   Um  eine  ungefähre  Vorstellung  von  der  Stärke  der  auf  den  Natrolithen  beob- 
achteten und  mit  ihren  Zahlenwerthen  in  die  Zeichnungen  Fig.  1,  i  und  3  cingetrage- 
Qen  elektrischen  Spannungen  zu  gewinnen  ,  wird  folgende  Angabc  dienen.  Wenn  die 
Spitze  des  Platindrahtes  (vergl.  diese  Abhandlungen  Bd.  1 4.  S.  380),   welche  den  ver- 
schiedenen Punkten  des  zu  untersuchenden  Krystalles  möglichst  genähert  wird ,    der 
Hitte  einer  isolirten  und  durch  Verbindung  mit  dem  Pole  einer  Volta' sehen  Säule  elek- 
trisirten  Kupferplatte  von  95™"  Durchmesser  bis  auf  gleich  geringen  Abstand  wie  der 
Kr^'staiifläche  oder  Kante  nahe  gebracht  wurde,  so  entstand  ein  Ausschlag ,  der  für 
I  Element  Wasser ,  Kupfer  und  Zink  ,  welches  mit  der  Kupferplatte  verbunden  war, 
nahe  1  Skalentheil  betrug ;   der  grösste  bei  gleicher  Annäherung  der  Spitze  des  Platin- 
<lnhtes  an  die  Seitenkanten  der  Natrolithkrystallc  beobachtete  Ausschlag  erreichte  nur 
4  Skalentheile. 

^)  Diese  Abhandl.  Bd.  41,  S.  139. 
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stalle  auflriU.  Üass  die  Bmchfläclie  an  dem  eiDcn  Krystall  (No.  1,  Fig. 
|>08iliv  ist,  könnte  auch  vielleicht  durch  das  An-  und  Hineinwacbsi 
mehrerer  kleiner  Natrolithkrystalle  in  den  unteren  Theil  der  Fläche 
dieses  Krystalles  hervorgerufen  sein. 

B.   Skolezit. 

Die  Krystiille  des  Skole/Jts  gehören  zum  monoklinoedrischen  S; 
Sterne;  der  schiefe  Axenwinkel  betrügt  aber  noch  89^6',  nähert  sk 
also  sehr  einem  rechten.  Auch  das  Prisma  ooP  nSihertsich,  ebenj 
wie  beim  Natrolith,  sehr  einem  quadratischen,  indem  der  im  klinodiagi 
naien  Hauptschnitt  liegende  Kantenvvinkel  9r'35'  beträgt.  Die  Polkai 
ten  der  Grundpyramide  P,  welche  im  klinodiagonalen  Hauptschnitte  li* 
gen,  messen  144^20'  und  144^40'  und  die  beiden  anderen  gleiche 
143«  29'.     Das  VerhUltniss  der  Axen  ist  hiernach  0,9726  :  1  :  0,338 

weicht  also  nur  wenig  von  den  Axcnverhaltnissen  des  Natroliths  a 

p  p 

Als  gewöhnliche  (>>mbination  wird  angeführt  cx>P,  y  und  — y  ;    sei 

häuKg  sind  Zwillinge,  bei  welchen  die  Verticalaxe  die  Zwillingsaxe  m 

ooPoo  die  Zusauuuensetzungsfliiche  bildet,  und  beide  Individuen  scheii 

bar,  ahnlich  wie  beim  Gy|)s,  einen  einfachen  Krystall  darstellen. 

Zu  den  folgenden  Untersuchungen  über  das  thermoelektrische  Ye 

halten  des  Skolezits  dienten  zunächst  drei  Krystalle,  die  ich  von  Hen 

Th.  Schucliardt  in  Görlitz  mit  der  Angabe  des  Fundortes  Kandaih 

erhallen  hatte.    Der  dickere  derselben  ist  an  beiden  Enden  verbreche 

und  seitlich  von  den  Flüchen  ooP  und  ooi?oo  begrenzt.     Die  beid< 

anderen  sehr  dünnen  na(l(»lformigen  Krystalle  sind  nur  an  dem  ein 

Ende  verbroclum  und  tragen  an  dem  anderen  gegen  die  Säulenaxe  g 

neigte  Flüchen,  von  denen  die  grösseren  einem  (Jrthodoma,  jedenfe 

JPoo,  angehören.     Ausser  sehr  kleinen  Flüchen  P  sind  auch  noch  sc 

kleine  Flächen  eines  Klinodomas,  wiihrscheinlich  4?oo  wahrzunehmi 

Das  thermoelektrische  Verhalten  dieser  Skolezite  ist  nun  einfii 
folgendes:  Die  klinodiagonalen  Seitenkanten  und  die  in  sehr  gering 
Breite  auftretenden  Flüchen  ooPoo  nebst  den  anliegenden  Prisnu 
fluchen  ooP  sind  beim  Erkalten  |)ositiv,  dagegen  die  an  den  Enden  c 
Orthodiagonale  liegenden  ziemlich  breiten  Flüchen  ooi^oo  negativ.  I 
ausgebildete  Ende  der  Verticalaxe  zeigt  beim  Erkalten  sehr  starke  po 
tive  ElektricitUt;  dieselbe  geht  aber  durch  Uebergreifen  der  negativ 
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Polarität  von  dea  Flächen  oo^oo  bei  zwei  Krystallen  nach  längerer  Zeit 
(nach  einer  halben  oder  auch  erst  nach  einer  Stunde)  zum  Theil  in  eine 
schwache  negative  über ,  während  sie  bei  dem  dritten  bis  zuletzt  in 
positivem  Zustande  verbleibt.  Das  untere  verbrochene  Ende  ist  beim 
Erkalten  negativ  und  behält  auch  diese  Polarität  bis  zum  Verschwinden 
aller  Polarität  bei. 

Die  elektrische  Erregung  der  untersuchten  Skolezite  ist  so  beträcht^- 
lich,  dass  sie  der  des  Turmalins  und  brasilianischen  Topases  gleich- 
kommt, dieselbe  öfters  sogar  übertrifft.  Wiederholt  wurde  die  Unter- 
suchung durch  den  Umstand  gestört,  dass  während  des  Erhitzens  in- 
folge der  elektrischen  Anziehung  zahlreiche  Theilchen  des  Kupferfei- 
licbts,  in  welches  die  Krystalle  eingebettet  waren,  auf  die  frei  liegenden 
Rächen  oder  Kanten  gesprungen  waren. 

Um  eine  specielle  Untersuchung  der  einzelnen  Flächen  zu  ermög- 
lichen, musste  die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  beträchtlich  ver- 
ringert werden,  weil  sonst  bei  Annäherung  der  Spitze  des  Platindrahtes 
an  den  Krystall  das  Goldblättchen  gegen  die  seitlichen  Messingplatten 
getrieben  wurde.    Die  in  Fig.  I — 5  Taf.  II  und  III  eingetragenen  Zahlen 
sind  daher  nicht  mit  den  bei  den  anderen  Mineralien  verzeichneten  Aus- 
schlägen zu  vergleichen.    Während  bei  der  Untersuchung  dieser  letzte- 
ren (mit  Ausnahme  des  Prehnits  und  eines  Axinites)  die  Empfindlichkeit 
des  Instrumentes  so  gross  war,  dass  ein  Element  Zinn-Kupfer-Wasser 
einen  Ausschlag  von  20  bis  25  Skalentheilen  gab,  wurde  die  Empfind- 
lichkeit desselben  bei  den  Beobachtungen  auf  den  Skolezilen  durch  Ver- 
ringerung der  Anzahl  der  kleinen  Elemente  Zink-Kupfer- Wasser,  welche 
die  Messingplatten  zur  Seite  des  Goldblättchens  elektrisch  erhalten ,  so- 
vveit  geschwächt,  dass  das  eben  genannte  Kllement  Zinn- Kupfer- Wasser 
nur  einen  Ausschlag  von   1,5  Skalentheilen  hervorrief;   die  Empfind- 
lichkeit war  jetzt  also  ungeföhr  1 5  Mal  geringer  als  bei  den  übrigen 
Alessungen. 

Krystall  No.  1.     Taf.  II,  Fig.  1. 

Der  Krystall  No.  i  war  zwar  an  beiden  Enden  verbrochen  (die 
Bruehnäche  am  oberen  Ende  erschien  etwas  convex,  die  am  unteren 
dagegen  etwas  concav) ;  ich  stelle  ihn  aber  voran,  weil  seine  grösseren 
Dimensionen  eine  genauere  Untersuchung  seiner  Seitenflächen  ermög- 
lichten.   In  Fig.  1  Taf.  II  sind  die  einzelnen  Flächen  oo  P  (i  bis  4)  und 
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die  beiden  FlSIchen  ooi^oo  in  geringem  Abstände  neben  einander  in  na- 
türlicher Grösse  abgebildet.     Oberhalb    und   unterhalb   einer   Fbiciie 
oo-Poo  ßndet  sich  die  Projection  der  BruchflUche  am  oberen  und  oote- 
ren  Ende. 

Die  in  die  Zeichnungen  eingetragenen  Beobachtungen  weisen  die- 
selbe Vertheilung  der  Eiektricitilt  nach,  wie  ich  sie  bei  den  Krystalieo 
des  Aragonits,  Gypses  u.  s.  vv.  beobachtet  habe.  Sie  ist  vollständig  eol- 
scheidend  dafür,  dass  wir  es  beim  Skolezit  durchaus  nicht  mit  eioeiD 
in  der  Richtung  der  verticalen  Axo  hemimorph  gebildeten  Krystalle  und 
infolge  dessen  mit  einer  nur  an  den  Enden  der  verticalen  Axe  mit  ent- 
gegengesetzten Polaritäten  auftretenden  elektrischen  Vertheilung,  wie 
beim  Turmalin ,  dem  Kieselzinkerz ,  dem  Zucker  u.  s.  w.  zu  thun  haben. 
Weder  beim  Turmalin  noch  beim  Zucker  lassen  sich  auch  nur  ange- 
nähert ähnliche  Verhältnisse  m  der  Vertheilung  der  Elektricität  auf  den 
Seitenflächen  wahrnehmen.  Ferner  hat  auch  die  Zwillingsbildung  nichts 
mit  der  Erzeugung  der  Elektricität  durch  Temperatui*veränderungen  zu 
thun.  Es  gleichen  die  Zwillinge  des  Skolezits  iii  ihrer  Bildungsweise  I 
den  analog  gebildeten  Zwillingen  des  Gypses;  ich  habe  aber  gezeigt, 
dass  die  Vertheilung  der  Elektricität  auf  diesen  Zwillingen  genau  die- 
selbe ist,  wie  auf  den  entsprechenden  Flächen  der  einfachen  Krj- 
stalle  *) . 

Auch  lässt  sich  der  Umstand,  dass  an  Bruchstücken  die  beiden 
Enden  der  Ilauptaxe  entgegengesetzte  Elektricität  zeigen,  ja  dass  sell>2= 
beim  Zerbrechen  einer  Skolezitnadel  die  eine  der  zuvor  in  BerühruC^ 
gewesenen  Flächen  positiv  und  die  andere  negativ  auftritt,  in  kein^ 
Weise  als  Beweis  für  eine  nach  der  verticalen  Axe  eines  vollständig^^ 
Krystalles  auftretende  polar-elektrische  Vertheilung  aufstellen.  Denngac:^ 
analoge  Erscheinungen  habe  ich  bereits  ausführlich  beim  Topas  **)  un 
beim  Gypse"*^**)  beschrieben.  Wird  ein  sächsischer  Topas  nahe  de^ 
Mitte  oder  in  der  Nähe  des  unteren  angewachsen  gewesenen  Ende-^ 
nach  seinem  Hauptdurchgange  zersprengt,  so  sind  beide  Durchgangs- 
flächen,  die  zuvor  miteinander  verbunden  gewesen,  heim  Erkalter 
negativ ;  liegt  der  angeschlagene  Durchgang  dagegen  nahe  einem  aus- 
gebildeten Ende,  so  zeigt  die  Durchgaugsfläche  am  kleinen  Stücke  nega- 


♦)   Diese  Abhandl.  Bd.  18,  S.  487.  **)   Diese  Abhandl.  Bd.  13,  S.  439. 

♦**)  Diese Abhaudi.  Bd.  \S,  S.  490. 
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l\\e,  am  grossen  aber,  ebenso  wie  die  ausgebildete  matte  Endfläche,  po- 
sitive Spannung.  Beim  Gyps  treten  analoge  Vorgänge  beim  Spalten  paral- 
lel seinem  Hauptdurchgange,  also  parallel  mit  den  Flächen  ooPoo  auf. 
liegen  die  angeschlagenen  Durchgänge  nahe  der  iMitte,  so  sind,  weil 
die  äusseren,  ihnen  parallelen  Krystallflächen  negative  Elektricität  tra- 
gen, die  beiden  Durchgangsflächen  positiv;  liegt  die  Stelle,  an  welcher 
der  Krystall  zersprengt  wird ,  weiter  nach  aussen,  so  ist  der  Durchgang 
am  äusseren  dünneren  Stücke  positiv,  am  anderen  dickeren  Stücke  aber 
iM^liv,  wenn  auch  schwächer,  als  die  äussere  mit  ihm  parallele  Fläche 
oo^oo.  In  gleicher  Weise  entsteht,  wenn  eine  Skolezitnadel  zerbrochen 
wird  (wie  ich  mich  durch  einen  speciellen  Versuch  überzeugt  habe), 
auf  der  unteren  Bruchfläche  des  oberen  nach  dem  freien  Ende  hin  gele- 
geuen  Stückes  negative,  und  auf  der  mit  ihm  verbunden  gewesenen 
Brachfläche,  also  am  oberen  Ende  des  unteren  Stückes  positive  Span- 
nung. Das  Anwachsen  des  unteren  Endes  wirkt  wie  eine  Verlängerung 
dieses  unteren  Endes  in's  Unbestimmte. 

Die  Umkehrung  der  positiven  Elektricität  auf  der  oberen  Bruch- 
fläche beim  Erkalten,  welche  man  nach  Verlauf  einer  halben  Stunde 
beobachtet,  wird  durch  das  Hinübergreifen  der  sehr  starken  negativen 
Spannungen  auf  den  Flächen  ooi^oo  herbeigeführt;  die  in  die  Zeich- 
iiung  der  oberen  Fläche  eingetragenen  Zahlen  weisen  auf  dieser  Bruch- 
O^che  in  der  Nähe  der  eben  genannten  Flächen  oo?  oo  die  geringste  posi- 
tive Spannung  nach,  Üebrigens  vermag  die  negative  Elektricität  zu  dieser 
Cell  auch  nicht  die  ganze  Bruchfläche  einzunehmen;  der  Versuch  ergab, 
dass  bei  dem  vorliegenden  Krystalle  auf  der  rechten  Seite  (also  in  der 
Nahe  der  rechts  gezeichneten  orthodiagonalen  Kante,  wo  in  der  Abbil- 
dung die  Zahl  +16  steht)  ,  die  positive  Elektricität  unausgesetzt  bis 
zum  Verschwinden  aller  elektrischen  Spannungen  fortbestand. 

Krystall  No.  2  und  3.     Taf.  II,  Fig.  2  und  3. 

Die  sehr  dünnen  nadeiförmigen  Krystalle  No.  2  und  3  tragen  am 
oberen  Ende  gegen  die  verlicalc  Axe  geneigte  Flächen;  sind  daneben 
aber  auch  zum  Theil  etwas  verletzt.  Ich  habe  dieselben  in  Fig.  2  und 
3  in  einer  Ansicht  von  der  vorderen  und  hinteren  Seite  (den  klinodia- 
gonalen  Hauptschnitt  nach  dem  Beschauer  hin  gerichtet)  abgebildet  und 
nur  die  auf  den  Seitenkanten ,  sowie  die  auf  dem  oberen  und  unteren 
Ende  beobachteten  Polaritäten  durch  die  Farbe  (die  positive  durch  die 


bräunliche,  die  negative  diircli  die  grünliche)  angedeutet.  Auch  dies 
beiden  Kryslalle  zeigen  trotz  ihrer  Kleinlieit  ausserordentlich  starlc:^  ^ 
elektrische  Spannungen.  Auf  dem  oberen  Ende  des  Krystalles  No.  ^ 
bleibt  die  positive  Spannung  dauernd  bestehen ,  während  auf  dem  ob^^^ 
ren  Ende  beim  Krystall  No.  2  nach  Verlauf  einer  Stunde  eine  schwackr^  ^ 
negative  ElektricitUt  erscheint. 

Krystall gruppe  No.  4  und  5.    Taf.  III,  Fig.  4  und  5. 

Schliesslich  will  ich  noch  die  elektrische  Vertheilung  auf  zwei  de«  J 
hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörigen  radial  stänglichen  Skolezit- — 
massen  angeben,  die  sich  ebenfalls  durch  slarke  elektrische  Erregungen^ 
auszeichneten.  Ich  habe  versucht,  durch  die  Zeichnungen  in  Fig.  4  uncÄ 
5  Taf.  III  eine  ungefähre  Ansicht  derselben  zu  geben.   Die  Zeichnunge 
sind  übrigens  nur  in  halber  linearer  Grösse  ausgeführt.     Die  abgebild 
ten,   durch  Bruch  entstandenen  Flächen   sind  selbstverständlich  kein 
ebenen,  sondern  durch  die  auf  ihnen  hervortretenden  Seitenflächen  de 
einzelnen  stängelförmigen  Krystalle  gefurcht  und   überhaupt  uneben 
Die  einzelnen  Krystallstängel  oder  Fasern  sind  öfter  auch  schon  in  de 
Mitte  der  Flächen  abgebrochen.    An  dem  oberen  Ende,  nach  welchei 
hin  die  Fasern  divergiren,  finden  sich  auch  Parlieen  ganz  anders  g( 
richteter  Fasern ,  die  ich  in  der  Zeichnung  ungef^ahr  angedeutet  habe. 

Das  Stück  No.  i ,  Fig.  4  Taf.  111  bildet  fast  eine  dreiseitige  Pyrt 
mide,  deren  Spitze  in  K  liegt  und  deren  drei  Seilenflächen  die  Zeicl 

nungen  EA^  KB  und  EC  darstellen.    In  a  ist  eine  dunkelschwarzgri iin 

gellubte  amor|)he  Masse  von  zersetztem  Basalt  eingewachsen ;  kleine  wc? 
Partiecn  dieser  Substanz  finden  sich  auch  noch  an  einigen  anderen  Sl 
len.    Die  auf  den  gezeichneten  Flächen  beobachteten  elektrischen  Spj 
nungen  sind  in  diese  Abbildungen  eingetragen.    Die  positive  PolarL  MJ^\> 
tritt  auf  an  den  divergirenden  Enden  A,  B  und  C,  und  zieht  sich  Ukjp€3r 
die  Mitte  hinab  bis  gegen  die  Spitze  £',  an  welcher  negative  Elektricm  tMi 
erscheint. 

Das  Vorwalten  der  positiven  Eleklricität  auf  diesen  Flächen  ha»:»4it 
jedenfalls  von  dem  Umstände  ab,  dass  die  einzelnen  Krystallstängel  w'C->'*- 
zugsweise  mit  den  Flächen  ooP  au  die  Oberfläche  treten. 

Bei  den  mannichfachen  Verwachsungen  der  Arragonitkrystalle,  wel- 
che in  der  Vertheilung  der  Elektricität  auf  ihren  Seitenflächen  ^ijfxBik 
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deo  KrystalleD  des  Skolezite  gleichen,  habe  ich  gezeigt '^),  dass  überall 
da^  wo  die  positiven  Flachen  ooP  die  Oberflache  bilden,  die  positive 
Elektricitat ,  dagegen  übiTali,  wo  Theile  der  Flächen  ooPoo  an  der 
Oberfläche  sichtbar  sind,  die  negative  £lektricität  erscheint.  Hiernach 
steht  zu  erwarten ,  dass  auch  die  durch  den  Bruch  in  den  radialstäng- 
Kchen  Massen  des  Skolezits  entstandenen  Flächen  negative  Spannung 
zeigen  können,  wenn  nämlich  die  in  dem  Bruche  liegenden  Flächen  der 
eiozeloen  Krystalle  den  negativen  Flächen  oofoo  angehören. 

Dieses  Verhalten  zeigt  nun  in  der  That  das  aus  ähnlichen  stäng- 
lichen  Massen  gebildete  Handstück  No.  5.  Dasselbe  bildet  ungefähr  eine 
vierseitige  Pyramide,   von  deren  Seitenflächen  zwei,  A  und  D  breiter 
aad,  als  die  beiden  anderen,  B  und  C;  Fig.  5  Taf.  111  stellt  dieselben  in 
Über  linearer  Grösse  dar.    Zwei  dieser  Flächen  AE  und  B  E  sind  an 
den  divergirenden  Enden,  in  der  Mitte  bis  gegen  das  Centrum  der  Fasern 
iuD  positiv,  und  nur  ganz  in  der  Nähe  dieses  Centrums  (der  Spitze  A^)  fin- 
det sich  schwache  negative  Spannung,  die  namentlich  auf  der  Fläche 
BEnvLV  dann  deutlich  hervortritt,  wenn  alle  übrigen  Fiächenstücke  mit 
Ausnahme  des  an  der  Spitze  E  gelegenen  Theiles  mit  Kupferfeilicht  be- 
deckt werden.     Dagegen  erscheinen  die  beiden  anderen  Flächen  CE 
und  ÜE  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  negativ. 


Datolith. 

Der  Datolith  wurde  1806  von  Esmark  (daher  auch  Esmarkit}  auf 
^n  Magneteisensteinlagern  bei  Arendal  entdeckt  und  nach  seiner  kör- 
nigen Beschaflenheit  benannt.     Seine  Krystalle  gehören  zum   mono- 
Idinoedrischen  Systeme;  indess  ist  die  Abweichung  des  Winkels  zwi- 
^hen  der  Hauptaxe  und  der  Klinodiagonale  von  einem  rechten  ausser- 
ordentlich gering;  sie  beträgt  nur  9',  sodass  von  manchen  Krystallo- 
Sraphen  der  Datolith  dem  rhombischen  Systeme  zugezählt  wird.    Aber 
siuch  bei  dieser  letzteren  Annahme  muss  zugestanden  werden ,  dass  das 
Auftreten  der  verschiedenen  Gestalten  nicht  dem  rhombischen,  sondern 
^m  Dionoklinoedrischen  Typus  entspricht. 


*]  Diese  Abhandl.  Bd.  15,  S.  383, 


Die  gewöhnlich  auftretenden  Krystallgestalten  sind:  OP,  oo  I>^ 
ooJP2,  ooPoo;  —  JP,  P2;  Poo  und  i -P c».  Dazu  kompnen  noch (»"Pc^o, 
•Poo,  und  mehrere  Pyramiden  '^4?2,  4>2  u.  s.  w. 

Aus  den  gemessenen  Winkeln  ergeben  sich  die  Verhältnisse  der 
Klinodiagonale  zur  Orthodiagonale  und  zur  verticalen  Axe  s=:  4,2690  : 
1  :  l,265ö,  wahrend  der  schiefe  Axenwinkcl  89" 51'  betrögt.  Auf- 
ftillig  ist  die  angenäherte  Gleichheit  der  verticalen  Axe  und  der  Klino- 
diagonale, sodass,  wenn  man  die  beiden  ebengenannten  Axen  als  gleich 
und  den  Axenwinkcl  als  rechten  nimmt ,  und  die  Orthodiagonale  auP— 
recht  stellt,  das  Axenkreuz  dem  tetragonalen  Systeme  entsprecher» 
würde  ^). 

Der  Datolith  besteht  aus  37,50  Kieselsaure,  21,88  Borsäure,  35,00 
Kalk  und  5,62  Wasser,  welches  letztere  erst  in  starker  Gltihhitze  ent— 
weicht. 

Ich  habe  sieben  aus  Andreasberg  stammende  Kryslalle  auf  ihm.  r 
thermoelcktrisches  Verhalten  untersucht.  Bei  der  Uebercinstimmun^ 
der  erhaltenen  Resultate  wird  es  genügen,  nur  drei  derselben  naher  2su 
beschreiben.  Von  diesen  letzteren  erhielt  ich  No.  1  und  2  von  Hemi 
Professor  Weisbach  aus  den  Freiberger  Sammlungen,  und  No.  3  von 
Herrn  Professor  Karsten  aus  der  Universitatssammlung  in  Kiel. 

Die  Vertheilung  der  Elektricitat  auf  einem  vollständig  ausgebild 
ten  Krystalle  gestaltet  sich  sehr  einfach :  die  Endflachen  sammt 
klinodiagonalen  Seitenkanten  und  den  diesen  anliegenden  Theilen  d 
Prismenflachen  sind  negativ ,  die  orthodiagonalen  Seitenkanten  net>st 
den  ihnen  benachbarten  Theilen  der  Prismenflächen  aber  positiv.  Is^* 
das  eine  Ende  der  verticalen  Axe  verbrocheft,  so  kann  es  je  nach  s^*^ 
ner  Lage  zum  ganzen  Krystalle  noch  negativ  oder  auch  positiv,  od^^ 
theils  negativ,  theils  positiv  sein. 

Es  ist  merkwürdig,  dass  diese  Vertheilung  auch  mit  der  oben  £fcO" 
geführten  Auffassung  der  Krystalle  als  dem  tetragonalen  Systeme  angf^> 
hörig,  nicht  im  Widerspruch  ist.  Bei  einer  solchen  Annahme  wüi~<^^ 
der  Datolith  den  Krystallen  des  Apophyllites,  des  Wiluites  u.  s.  w.  g'^'' 
chen;  die  Hauptaxc  trüge  an  ihren  Enden  die  positive  Polaritlit,  >vöti- 
rend  die  negative  den  Nebenaxen  angehörte. 


*)  Dana  glaubt  auch,  die  im  Tunnel  \ua  Bergen  Hill  in  New  Jersey  vorkoW" 
inenden  sehr  fVachenreirlieu  Kry^^talle  so  stellen  zu  müssen,  dass  die  oben  als  OrtfiO- 
diagonalc  betraclilele  Axe  zur  verticalen  Axe  genommen  wird. 
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Krystall  No.  1.     Taf.  III,  Fig.  1. 

Der  Fig.  1 ,  Taf.  III  in  natürlicher  Grösse  abgebildete  Krystall  ist 
an  seinem  oberen  Ende  und  an  den  Seiten  von  Krystallfl^chen  begrenzt, 
die  ziemlich  gut  ausgebildet  sind;  nur  an  der  (in  der  Zeichnung  der  obe- 
ren Endfläche)  durch  (iß yd  bezeichnete  Stelle  ist  ein  Mangel,  indem 
das  eben  angedeutete  Stück  ungefähr  S""""  tiefer  liegt,  als  der  übrige 
Theil  der  Endfläche.  Es  sieht  aus ,  als  ob  ein  kürzerer  Krystall  in  den 
längeren  so  eingewachsen,  dass  er  am  oberen  Ende  um  die  angegebene 
Grösse  kürzer  ist,  dagegen  mit  seinen  Seitenflächen  genau  in  die  Ebe- 
nen der  Seitenflüchen  des  grösseren  Krystalles  ftlllt.  Am  unteren  Ende 
ist  der  Krystall  verbrochen.    Seine  iMasse  ist  nur  durchscheinend. 

Die  Hauptbegrenzung  bilden  die  Fluchen  0  P  und  oo  P ;  dazu  treten 
noch  kleine  Flächen  von  ooP2,  *oo,  ooPoo,  4?2,P2. 

Während  die  eine  negative  Zone  auf  der  einen  klinodiagonalen 
Kante  ziemlich  ausgedehnt  ist,  erscheint  sie  auf  der  gegenüberliegen- 
den  nur  in  den  mittleren  und  unteren  Theilen.  Die  untere  unebene 
Bruchfläche  ist  zum  grössten  Theile  positiv,  und  nur  in  der  Nähe  der 
schwächeren  negativen  Seitenkante,  gewissermassen  zur  Ergänzung, 
negativ;  die  negative  Zone  scheint  auf  dieser  Seite  abwärts  gedrückt. 

Krystall  No.  2.     Taf.  III,  Fig.  2. 

Der  in  Fig.  2,  Taf.  III  in  natürlicher  Grösse  dargestellte  Krystall 
gleicht  in  seiner  Masse  dem  vorhergehenden;  doch  finden  sich  darin 
auch  kleinere  durchsichtige  Partieen.  Er  wird  hauptsächlich  begrenzt 
Von  den  Flächen  OP,  ooP  und  ooP2,  welche  letzteren  Flächen  bei  ihm 
ausgedehnter  sind,  als  bei  dem  vorhergehenden.  Ausserdem  trägt  er 
noch  die  Flächen  Poo,  ooPoo,  9oo  und  ^P. 

Die  unregelmässige  Bruchfläche  am  unteren  Ende  ist  in  ihrer  gan- 
zen  Ausdehnung  positiv;  die  Intensität  dieser  positiven  Spannung  ist 
jedoch  geringer,  als  die  der  negativen  auf  der  oberen  Flüche  OP. 

Krystall  No.  3.     Taf.  III,  Fig.  3. 

Das  Krystallbruchstück  No.  3  ist  seitlich  nur  in  der  einen  in  Fig.  3 
Taf.  III  in  natürlicher  Grösse  abgebildeten  Hälfte  von  Krystallflächen 
öoP  und  ooP2)  begrenzt,  während  die  andere  Hälfte  verbrochen  ist, 
^ie  dies  auch  die  Abbildung  der  oberen  Endfläche  zeigt.    Das  untere 


46  W.  G.  Hankel, 

Endo  trägt  eine  sehr  unebene  Bruchfläclie.  Die  Flächen  oo  P  2  sind  an 
diesem  Krystalle  giösser,  als  bei  den  l)eiden  vorherbescfiriebenen  Kry- 
stallen.     Sehr  schmal  sind  die  Flächen  ooPoo. 

Auf  dem  ausgebildeten  Theile  findet  sich  die  Elektricilät  in  nor- 
maler Weise  vertheilt;  dagegen  ist  der  von  Bruchflächen  gebildete,  in 
der  Zeichnung  nicht  dargestellte  Theil  der  seitlichen  Begrenzung  nberali 
positiv,  wenn  auch  schwächer  gegen  diejenigen  Stellen  hin,  wo  die 
klinodiagonalen  Seitenkanlen  liegen  würden.  Die  Bruchfläche  am  unte- 
ren Ende  ist  gleichfalls  positiv,  während  die  Fläche  OP  am  oberen  Ende 
eine  starke  negative  Spannung  besitzt. 


Axinit 

Der  Axinit  wurde  1781  von  Saussure  in  den  Gängen  der  Horn- 
blendeschiefer an  der  Bahne  d'Auris  bei  Bourg  (fOisans  (siidöstiicli 
Non  Grenoble  im  Dep.  der  Isere)  enldeekl.  Seine  Krystalle  beschrieb 
zuerst  Rome  de  Tlsle  und  führt  sie  als  schorl  laUiculaire  auf.  Werner 
nannte  ihn  nach  seinem  Fundorte  Thum  in  Sachsen  Thumerstein;  den 
Namen  Axinit  hat  Ilauy  eingeführt. 

Die  Krystalle  des  Axinits  gehören  zum  triklinoedrischen  Systeme, 
und  in  Betreff  ihrer  Stellung  und  der  Auffassung  ihrer  Flächen  sind  bis 
jetzt  sehr  verschiedene  Ansichten  ausgesprochen  worden  ,  so  dass  man 
in  Bezug  hierauf  nur  die  Worte  Hauy's  wiederholen  kann:  „Tout  con- 
court  a  offrir  un  de  ces  problemes  compliques,  qui,  apres  avoir  6[e  re- 
tournes  de  mille  manieres,  ne  laissent  pas  Tesprit  pleinement  salisfail 
des  resultats." 

Da  die  bisherigen  Untersuchungen  über  die  Therraoelektricität  der 
Krystalle  ausnahmslos  eine  enge  Beziehung  zwischen  der  I^ge  der  elek- 
trischen Pole  und  der  krystallographischen  Axen  gezeigt  haben,  so  liess 
sich  erwarten,  dass  das  elektrische  Verhallen  des  Axinits  über  die  Uge 
der  krystallographischen  Axen  Aufschluss  geben  würde.  Diese  Erwar- 
tung scheint  sich  in  der  Tliat  erfüllt  zu  haben,  indem  die  elektrische 
Vertheilung  sich  nur  an  eine  der  bisherigen  Auffassungen  anschliessl) 
und  zwar  an  die  von  Hauy  angenommene  "^^ .  Ich  werde  die  von  Hauv 

■*)    Wenn  der  Umstand,   dass  die  Flächen  P  und  u  oft  parallel  mit  ihren  Combi-' 
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gewählte  Stellung  daher  aiieli  sogleich  den  Abbildungen  der  Krystalle 
zu  Grunde  legen ,  und  die  einzelnen  Flächen  derselben  mit  den  ihnen 
von  Hauy  beigelegten  Buchstaben  bezeichnen. 

Ein  unüberwindliches  Hinderniss  für  die  richtige  Auffassung  der 

oleklrischen  Verlheilung  auf  den  Axiniten  bildete  für  mich  lange  Zeit 

iler  Mangel  an  ringsum  vollständig  ausgebildeten  Kryslallen,  und  erst 

nach  Erlangung  solcher  war  es  mir  möglich,  die  Lage  der  elektrischen 

Zonon  mit  Sicherheit  zu  bestinunen. 

Die  Eigenschaft  des  Axinils,  durch  Temperaturänderung  elektrisch 
zu  werden,  ist  von  Brard  entdeckt  und  in  dem  Manuel  du  Mineralogiste 
ei  du  Gvohgue  voyageur  beschrieben  worden*).    Nach  Hauy  soll  nur 
ein  Theil  der  Axinitkrystalle  elektrisch  sein;    ein  Ausspruch,   der  nur 
durch  die   damaligen  unvollkommenen  Hülfsmittel   zur  Wahrnehmung 
-schwacher  elektrischer  Spannungen  veranlasst  ist.  Befangen  in  der  An- 
•^icht,  dass  alle  elektrischen  Krystalle  Verletzungen  der  Symmetriegesetze 
zeigen  müssten,   fügt  Hauy  dann  noch  hinzu *^) :    „Ayant  observe  de- 
puis  avec  attention  les  cristaux  d'axinitc,  j'en  ai  trouve  plusieurs,  dont 
'es  formes  derogeaient  a  la  Symmetrie,   et  ils  etaient  precisement  de 
ceux,  qui  devienneul  electriques  par  la  chaleur."  Indess  ein  Hemimor- 
pbismus,  wie  ihn  Haihy  unter  der  Verletzung  der  Synmietrie  verstehl, 
nnd  wie  er  sich  beim  Turmalin,  Kicselzinkerz  u.s.  w.  findet,  existirt  beim 
Axinit  nicht;  seine  Krystalle  tragen  an  den  Enden  jeder  Axe  im  Allge- 
'"leineu  dieselben  Flächen,  wenn  auch  öfter  in  verschiedener  Ausdeh- 
nung; das  gänzliche  Fehlen  einer  Fläche  ist  nur  ein  zuföllig  eingetrete- 
ner Mangel,  wie  er  fast  bei  allen  Mineralien  vorkommt. 

Ueber  die  Art  der  elektrischen  Vertheilung  macht  Hauy  keine 
-Andeutung;  die  erste  bestimmte  Angabe  hierüber  lindet  sich  in  der 
*^l>handlung  von  Riess  und  G.  Kose  über  die  Pyroelektricilüt  der  iMi- 
"^^ralieu  "'^).  Es  heisst  daselbst:  „Stels  fand  sich  ein  antiloger  (d.  h. 
'^^iin  Erkalten  positiver}  Pol  auf  der  kleinen  gewöhnlich  dreieckigen 


^ationskanten  gestreift  sind,  eino  vertirale  Stellung  dieser  FlUchen  zu  fordern  .scheint, 
^^^Mi'ärde  doch  eine  solche  Stellung  den  uuf  den  Axinitkrystallen  beobachteten  clektri- 
'^hen  Yertheilungen  nicht  gut  entsprechen. 

*)  Hauy,    Tratte  du  mineraL   IL  Ed.  T.  IL   p.  560. 

**    Hauy,    Tratte  de  mineraL  U,  Ed.   T.  IL  p.  560. 

'**")  Abhandl.  der  Berl.  Akad.  4813.  S.  St. 
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Fläche  «*),  ein  analoger  (d.  h.  beim  Erkalten  negativer)  Pol  unter- 
halb der  steLs  sehr  glänzenden  Fläche  s,  an  der  scharfen  Ecke  zwischen 
den  Flächen  ?/,  o?  und  dem  hinteren  P,  und  ein  zweiter  an  der  ihr  paral- 
lelen oberen  Ecke.  Die  Krystalle  waren  alle  an  einer  Seite  verbrochen, 
so  dass  sich  keiner  unler  ihnen  fand,  welcher  beide  Flächen  u  zeigte, 
aber  an  einigen  fand  sich  die  linke  obere,  an  anderen  die  rechte  untere, 
und  beide  waren  stets  antilog  elektrisch;  im  Allgemeinen  die  antilogen 
Pole  stärker  als  die  analogen  Pole." 

Wie  hieraus  erhellt,  benutzten  Riess  und  G.  Rose  bei  ihrQo  Un- 
tersuchungen nur  abgebrochene  Krystalle;  dieselben  stammten  vorzugs- 
weise aus  den)  Dauphine.  Nach  ihrer  Angabe  konnten  zwei  unter  den 
15  von  ihnen  geprüften  Krystallen  nicht  elektrisch  gemacht  werden, 
darunter  ein  um  und  um  ausgebildeter  Krystall.  Es  ist  aber  aus  ihrem 
Ausdrucke  nicht  zu  ersehen,  ob  der  ringsum  ausgebildete  Krystall  auch 
dem  Dauphine  angehörte;  stammt  derselbe  von  einem  anderen  Fund- 
orte, z.  B.  vom  Scopi,  so  reichten  allerdings  die  damaligen  Elektmmeler 
nicht  hin,  um  die  elektrische  Spannung  auf  seinen  Flächen  mit  Sicher- 
heit zu  bestimmen. 

I.  Krystalle  Tom  Scopi. 

Ich  habe  sieben  ringsum  ausgebildete  Krystalle  vom  Scopi  unter- 
sucht, und  dieselben  in  zwei  Ansichten,  von  denen  die  erste  die  vorderd 
die  zweite  die  hintere  heissen  möge,  auf  Tafel  III,  Fig.  1  bis  7  in  dop- 
pelt linearer  Vergrösserung  abgebildet.  Die  Flächen  der  vorderen  Seit^ 
sind  mit  dem  Buchstaben  w,  r,  />,  s  und  a.\  und  die  parallelen  Fläche^ 
der  hinleren  Seite  mit  den  entsprechenden  Buchstaben  u\  p\  r\  s  ui»^ 
x'  bezeichnet. 

Die  Krystalle  sind  an  Grösse  und  Gestalt  fast  genau  gleich,  uim^ 
zeigen  nur  durch  die  mehr  oder  weniger  grosse  Entwicklung  der  FlS* 
chen  8  und  a?,  sowie  s  und  x  geringe  Unterschiede. 

Auf  beiden  Flächen  r  und  r  findet  sich  bei  sämmtlichen  Krystalle^n 
eine  Bildung,  als  ob  ein  anderer  dünner  Axinitkrystall  in  ein  wenig  a*>- 
weichender  Richtung  auf  der  Fläche  r  von  der  Kante  (rw')  durch  d^ö 
Krystall  hindurch  gesteckt  wäre,  so  dass  sein  anderes  Ende  auf  d^ 


*)    niese  Fläche  w  lieg!  da.  wo  ilie  Frächen  r,  P  und  «',   oder  r',  P^  und  u  aco- 
sanmienstosseii. 
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che  r  in  der  Nähe  der  Kante  (r  u)  wieder  hervortritt.  Ich  könnte 
;h  sagen,  der  Krystall  erscheint  auf  der  Fläche  r  in  der  Nähe  der 
Dte  {ru)  und  auf  der  Fläche  r'  in  der  Nähe  der  Kante  (r  u)  etwas 
[geblättert. 

Die  Krystalle  sind  durch  beigemengten  Chlorit  dunkelgrün  gefUrbt; 
3  Beimengung  ist  aber  so  fein,  dass  die  Flächen  meistens  stark  glänzen. 
if  den  Flächen  r  zeigt  sich  eine  schwache  vertikale,  und  auf  den  Flä- 
en  u  eine  schwache  der  Kante  up  parallele  Streifung,  während  auf 
)Q  Flächen  />,  s  und  x  eine  Streifung  nicht  wahrzunehmen  ist. 

Krystall  No.  1—6.  Taf.  III,  Fig.  1—6. 

Es  wird  zweckmässig  sein,  die  Beobachtungen  an  den  sechs  Kry- 
illeo  No.  1  bis  6  zusammenzufassen,  da  ja  im  Allgemeinen  bei  der 
st  völligen  Gleichheit  derselben  an  Gestalt  und  Grösse  sehr  wesentliche 
)weichungen  nicht  zu  erwarten  sind. 

Die  Krystalle  werden  vorzugsweise  von  den  Flächen  r,  u  und  jp, 
wie  von  den  mit  ihnen  parallelen  r^,  u  und  p  begrenzt.  Stellen  wir, 
e  dies  in  der  Zeichnung  geschehen  ist,  die  von  den  Flächen  r,  u,  r' 
d  u  gebildeten  Kanten  vertical,  so  bilden  die  eben  genannten  Flä- 
en  ein  verticales  Prisma  mit  rhomboidischem  Querschnitte,  auf  welches 
rnd  p  als  doppelt  schiefe  Endflächen  aufgesetzt  sind. 

Ausserdem  treten  noch,  wenn  auch  bei  den  meisten  nur  in  geringer 
eile,  die  Flächen  s  und  «'  auf,  welche  die  Kanten  ru  und  r'  u  abstum- 
m,  und  mit  p  und  resp.  p  eine  horizontale  Kante  bilden ;  sie  lassen 
h  also  als  die  Flächen  eines  Pinakoids  betrachten.  Bei  den  Krystallen 
I.  1,  2  und  3  sind  alle  Flächen  8  und  s  sehr  schmal,  bei  No.  4,  5  und 
dagegen  breiter,  bei  No.  6  sogar  breiter  als  die  benachbarten  Flächen 

QDd  t/. 

Die  kleinen  Flächen  x  und  x  bilden  mit  den  Flächen  s  und  jp',  so- 
ie  g'  und  p  gleichfalls  horizontale  Kanten ,  und  gehören  also  einem 
)ma  an.  Sie  fehlen  bei  dem  Krystalle  No.  1  gänzlich  und  sind  bei 
K  2  und  3  nur  sehr  klein.  Bei  No.  3  findet  sich  am  unteren  Ende  der 
lohe  u  eine  kleine  dreieckige  Fläche;  ihr  Durchschnitt  mit  u  ist  aber 
(ht  der  Kante  pu  parallel.  Ihre  matte  BeschatTenheit  lässt  keine  ge- 
lere  Bestimmung  zu. 

Die  zweite  rechts  abgebildete  Ansicht,  die  oben  als  die  Ansicht 

ibkaadl.  d.  K.  S.  Oesellsch.  d.  Wiitfensch.  XX.  4 
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der  hinteren  Seite  bezoichnet  ist.  entstebl,  wenn  der  Krystall  aus  der 
ersten  links  gezeichneten  Lage  um  die  Kante  ur  um  480®  gedreht  wird. 

Ich  habe  die  Zeichnungen  in  doppelt  linearer  Grösse  aosgefüfart, 
um  wenigstens  den  grössten  Theil  der  auf  den  einzelnen  FIttchen  ao^ 
gefilhrten  Messungen  eintragen  zu  können. 

Aus  der  Gesammtheit  der  auf  den  Krystallen  No.  1  bis  6  gemacli- 
ten  Beobachtungen  ergeben  sich  nun  folgende  Resultate: 

Die  schiefen  Endflächen  p  und  p  zeigen  beim  Erkalten  negative 
Elektricitüt,  und  zwar  liegt  die  grösste  Stärke  derselben  in  der  Mitte  die- 
ser Flachen,  und  nimmt  nach  den  Rändern  hin  ab.  Zwischen  den  beiden 
Rändern  der  Flächen  ;}  und  p\  welche  an  die  Flächen  r  und  r'  grenzen, 
ist  in  der  Stärke  der  elektrischen  Spannung  kein  wesentlicher  Unter- 
schied; die  kleinen  Differenzen  können  einfach  durch  den  Umstand  be- 
dingt sein,  dass  die  Spitze  des  Platindrahtes  der  Fläche  nicht  immer 
genau  in  gleichem  Abstände  von  ihrem  Rande  genähert  wurde.  Auch 
zwischen  den  beiden  an  die  Flächen  u  und  u  anstossenden  Rändern  ist 
kein  erhebPicher  Unterschied  in  der  Intensität  wahrzunehmen,  ausser 
beim  Krystalle  No.  6,  wo  die  negative  Spannung  auf  |>  gegen  u  und  auf 
p'  gegen  u  hin  etwas  grösser  ist  als  an  dem  gegenUberli^enden  Rande. 
Die  Endpunkte  der  verficalen  Axe  tragen  also,  wenn  ich  diesen  Aus- 
druck gebrauchen  darf,  die  negativen  Pole. 

Von  den  beiden  gegen  diese  verticale  Axe  schiefen  Axen  endigt 
die  eine  in  den  Kanten  ru  und  tir^,  die  andere  in  den  Kanten  ru  und  rtf- 

Die  verticalen  Kanten  ru  und  ur  sind  nun  positiv,  und  zwar 
nimmt  die  positive  Spannimg  sowohl  auf  den  Flächen  r  und  r^,  als  auch 
auf  den  Flächen  u  und  u  *)  gegen  die  Kanten  ru'  und  u'r  in  sehr  be- 
stinmiter  Weise  zu ,  so  dass  auf  ihnen  also  die  positiven  Pole  liegeo. 
Eine  genauere  Durchsicht  der  in  die  Figuren  eingetragenen  Messungen 
zeigt  aber  ferner,  dass  auf  sämmtlichen  Flächen  r  am  linken  (an  u'  gren- 
zenden) Rande  die  positiven  Spannungen  von  oben  nach  unten  bin 
wachsen,  während  sie  auf  den  Flächen  r  am  linken  (an  u  grenzenden) 
Rande  in  der  entgegengesetzten  Richtung  von  unten  nach  oben  hia 
wachsen.  Die  Maxima  der  positiven  Spannung  liegen  also  auf  der 
Kante  u  r  am  unteren  und  auf  der  Kante  ur  am  oberen  Ende;  ihre  Yer- 


*)  Auf  einigen  der  Fläclien  u  und  u    konnte  die  elektn5k;he  Spannung  nicht  mit 
Sicherheit  bestimmt  werden. 
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bindangslinie  steht  also  auflallender  Wqise  fast  senkrecht  auf  der  VQrü- 
calen  Axe.  Da  die  positive  Polarität  dieser  Kanten  der  negativen  der  End- 
lichen p  und  p  entgegengesetzt  ist,  so  tritt  sie  stai4  hervor;  wie  auch 
bei  allen  früher  untersuchten  Krystallcn  des  rhombischen  und  des  monokli- 
Doedrischen  Systemes  stets  beobachtet  wurde,  dass  diejenige  Polarität 
aaf  den  Seitenkanten  und  Seitenflächen,  welche  der  Polarität  der  End- 
flächen entgegengesetzt  ist,  besonders  kräftig  ist,  und  sich  so  beträcht- 
lich ausbreitet,  dass  dadurch  die  entgegengesetzte  (d.  h.  die  mit  der  auf 
den  Endflächen  gleichnamige)  Elektricität  auf  den  Seitenkanten  und  Sei- 
lenflächen nur  schwach  und  in  geringer  Ausdehnung  erscheint,  ja  öfter 
auf  den  ihr  entsprechenden  Kanten  ganz  unterdrückt  wird.  Als  Beweis  da- 
für mag  es  genügen,  auf  die  in  meinen  elektrischen  Untersuchungen  ange- 
führten Beobachtungen  an  den  sächsischen  Topasen  No.  1  bis  5  *) ,  und 
an  den  Orthoklasen  No.  1  bis  6  ^*)  zu  verweisen.  Da  bei  diesen  Kry- 
stallen  die  Endflächen,  entgegengesetzt  wie  beim  Axinit,  positiv  sind, 
äo  tritt  auf  den  Seitenflächen  und  Seitenkanten  die  negative  Elektricität 
in  grosser  Ausdehnung  auf,  während  die  positive  Zone  an  den  ihr  ent- 
sprechenden Seitenkanten  eine  nur  geringe  Breite  besitzt  oder  auch 
wohl  gar  nicht  oder  nur  in  einem  Theile  der  Kanton  sichtbar  wird. 

Da  beim  Axinit  die  Endflächen  negativ  sind ,  so  werden  wir  also 
auf  den  Seitenflächen  und  Kanten  keine  ausgedehnten  negativen  Zonen 
«u  erwarten  haben,  ja  wir  werden  sie  an  den  betreffenden  Stellen  bis- 
weilen gar  nicht  nachzuweisen  vermögen.  Diese  negativen  Pole  müssen 
beim  Axinit  an  den  Kanten  ru  und  /n  auftreten,  und  sie  finden  sich 
auch  daselbst  an  dem  Krystall  No.  1,  während  sie  am  Krystall  No.  !2 
nur  an  der  Kante  rt$^  und  beim  Krystall  No.  3  nur  an  der  Kante  ru 
wahrgenommen  werden. 

Einen  eigenthümlichen  Einfluss  scheint  die  Verbreiterung  der  Flä- 
cheo  s  und  s\  welche  die  negativen  Kanten  ru  und  r  ti  abstumpfen, 
aibzuüben,  indem  sie  die  negative  Polarität  daselbst  verstärkt.  Am  brei- 
lest'n  treten  diese  Flächen  s  und  s  am  Krystall  No.  6  auf;  infolge  dessen 
erscheint  nun  an'  diesen  Stellen  eine  so  starke  negative  Polarität,  dass 
«e  die  positive  der  Flächen  u  und  u  verdrängt  oder  wenigstens  ver- 
nichtet.   Das  Auftreten  einer  stärkeren  und  ausgedehnteren  negativen 


*)    Diese  Abh.   Bd.  U.   Taf.  I.   Fig.  \ — 5. 
*♦)   Diese  Ahh.  Bd.  4  8.  Taf.  IL   Fig.. 4 —6. 
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Zone  an  den  Kanten  ur  und  ur\  und  die  grössere  Ausdehnung  der  sie 
abstumpfenden  Fluchen  s  unds  entstammen  jedenfalls  derselben  Ursache. 
Die  normale  elektrische  Vertheilung  an  einem  vollkommenen  Axinil- 
krystalle  ist  also  die  folgende:  Auf  den  schiefen  Endflächen  p  und  p  so- 
wie an  den  stumpfen  Seitenkanten  ru  und  r  li  liegen  negative,  an  den 
Enden  der  scharfen  Seitenkanten  ru  und  /m  dagegen  positive  Zonen. 
Dass  das  Maximum  der  positiven  Spannung  bei  den  vorstehend  beschrie- 
benen Krvstallen  an  der  Kante  ru  am  unteren,  an  der  Kante  ru  aber 
am  oberen  Ende  liegt,  ist  wohl  eine  Folge  ihrer  S|>eciellen  Dirnen— 
sionsverhältnisse. 

Krystall  No.  7.  Taf.  III,  Fig.  7. 

Schon  öfler  habe  ich  darauf  hingewiesen,  dass  Fälle  vorkommen, 
wo  durch  innere  Vorgänge  bei  der  Bildung  der  Krystalle  eine  Verände- 
rung in  der  elektrischen  Vertheilung  bewirkt  wird,  ohne  dass  sich  atif 
der  äusseren  Oberfläche  der  Krystalle  irgend  ein  Anzeichen  für  eir^e 
solche  Abweichung  von  der  normalen  Vertheilung  der  Elektricität  an  f- 
finden  lässt.  So  ist  es  z.  B.  eine  ziemlich  häufige  Erscheinung  an  dt-^^t^ 
gelben  und  grünen  Bei-^ilen*),  dass  von  den  Seitenflächen,  welche 
normal  die  negative  Spannung  darbieten,  eine  oder  selbst  zwei  posit  i^ 
erscheinen. 

In  ähnlicher  Weise  ist  nun  auch  beim  Axinit  No.  7  eine  Störur^! 
eingetreten,  welche  sich  äusserlich  durch  kein  Anzeichen  verräth:    ^2 
erscheint  nämlich  die  Fläche  r'  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  negativ 
Während  auf  dieser  Fläche  sonst  die  positive  Elektricität  von  dem  link 
Rande  r'u  nach  dem  rechten  r'ii'  hin  abnimmt,  steigt  auf  der  negativ 
Fläche  /  No.  7   die  negative  Spannung   in  derselben   Richtung;  ih.«^ 
Aenderung  findet  also  in  demselben  Sinne  statt  wie  auf  den  positiv^^i 
Flächen  r ,  d.  h.  in  beiden  Fällen  geht  sie  in  der  Richtung  von  rechte 
nach  links  nach  der  negativen  Seite  hin.   Auch  auf  der  benachbarten 
Fläche  u  ist  wohl  durch  dieselbe  Ursache  die  positive  unterdrückt;  je- 
doch  steigt  auf  ihr  die  negative  vom  rechten  Rande  (u/)  zum  linken 
(fir  oder  us).  Auf  der  Kante  ur   liegt  also  ein  negatives  Minimum  als 
Anzeichen  der  hier  unterdrückten  positiven  Zone. 

Zum  Ersatz  für  die  auf  r   und  u  unterdrückte  positive  Zone  tritt 


♦)   Siehe  diese  Abh.  Bd.  4  8,  Taf.  H,   Beryll  No.  3—6,  und  No.  7 — iO. 


Elektrischb  Untersuchungen«  53 

nun  die  positive  Spannung  auf  der  Fläche  r  mit  einer  Stärke  auf,  wie 
sie  bei  keinem  der  früheren  sechs  Krystalle  beobachtet  worden  ist. 


II.  Krystalle  ?•■  ^wg  d'Oisus. 

Kr y stall  No.  8.    Taf.  III,    Fig.  8. 

Es  ist  mir  geglückt,  einen  ringsum  fast  ganz  vollkommen  ausge- 
bildeten Krystall  von  Bourg  d'Oisans  zu  erlangen.  Fig.  8  zeigt  seine 
beiden  Ansichten  in  natürlicher  Grösse.  Nur  an  der  durch  den  Buch- 
statjen  a  bezeichneten  Stelle  der  Kante  up  scheint  er  bei  seiner  Bil- 
dung mit  dem  Rande  aufgesessen  zu  haben.  Seine  Masse  ist,  so  weit 
liie  rein,  durchsichtig  und  fast  nelkenbraun. 

Die  ElektricitUt,  welche  nach  einer  Erwärmung  bis  120^  auftrat, 
war  so  starke  dass  die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  auf  l  der 
bei  den  vorhergehenden  Krystallen  benutzten  reducirt  werden  musste, 
um  überhaupt  vergleichbare  Messungen  ausführen  zu  können. 

Die  Flächen  jp,  r  und  u  besitzen  an  diesem  Krystalle  ganz  andere 
Ausdehnungsverhältnisse  als  bei  den  vorhergehenden ,  was  den  Abbil- 
dungen ein  ganz  anderes  Ansehen  giebt;  die  neben  dieselben  gesetz- 
ten Buchstaben  werden  inde.ss  das  Versländniss  derselben  leicht  ver- 
mitteln. 

Die  Aenderungen  in  der  Grösse  und  Gestalt  der  einzelnen  Flächen 
sind  nun  nicht  ohne  Einfluss  auf  das  Verhalten  der  elektrischen  Ver- 
iheilung,  und  es  dürfte  sehr  schwer  sein,  aus  diesem  Krystalle  allein 
das  Gesetz  der  elektrischen  Yertheilung  auf  den  Axiniten  herzuleiten. 
Nachdem  wir  jedoch  dasselbe  durch  die  vorhergehenden  Beobachtun- 
gen kennen  gelernt,  wird  sich  das  Yerständniss  für  die  auf  diesem  Kry- 
^le  auftretende  Yertheilung  jeicht  gewinnen  lassen. 

Die  beiden  Endflächen  p  und  p   sind  negativ,  jedoch  tritt  auf  dem 
ootem  linken  Theil  von  p  und  auf  dem  obern  rechten  Theil  von  p 
heteiis  die  positive  Spannung  der  gegen  früher  sehr  verkleinerten  Flä- 
chen r  und  r  hinüber.  Die  Flächen  r  und  r  sind  positiv;  ein  sehr  star- 
ker positiver  Pol  entwickelt  sich  auf  der  Kante  ru\  während  der  andere 
aof  ur  schwächer  ist.   Diese  Schwächung  des  letzteren  Poles  hängt  mit 
dem  Umstände  zusammen,  dass  auch  die  positive  Spannung  auf  der 
Fläche  u  durch  die  von  der  Kante  ru  sich  ausbreitende  negative  Zo*^' 
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unterdrückt  ist.  Dagegen  erscheint  der  negative  Pol  auf  der  Kante  r  \i 
nur  im  oberen  Theile  der  Flüche  «'. 

Riess  und  G.  Rose  geben  in  ihrer  oben  S.  47  erwähnteo  Ab- 
handlung keine  Abbildungen  der  von  ihnen  geprüften  Krystalle, 
sondern  tragen  die  Pole  einfach  in  eine  krysUllographische  Projection 
ein.  Wenn  nun  die  untersuchten  Krystalle  ähnlich  dem  Fig.  8  abgebil- 
deten Krystaile  gestaltet  waren,  so  ersieht  man,  dass  ihre  Angaben  über 
die  Lage  der  zwei  positiven  Pole  und  des  einen  Paares  der  negativen 
Pole  nahe  die  Stellen  treffen,  welche  sich  aus  den  vorstehenden  Beob- 
achtungen für  diesell)cn  ergeben  haben. 

Uebrigens  erleidet  die  elektrische  Vertheilung  durch  die  Art  der 
Anvvachsung  der  Krystalle  und  der  durch  Lostrennen  vom  Gestein  ge- 
bildeten Bruchflächen  oft  sehr  beträchtliche  Verechiebungen ,  wie  ich 
mich  durch  die  Beobachtung  derselben  auf  17  Krystafibruchstückeo 
und  aufgewachsenen  Krystallen  überzeugt  habe.  Es  mag  genügen,  die 
auf  zwei  derselben  ausgeführten  Messungen  mitzutheilen.  Beide  gehör- 
ten der  Freiberger  Sammlung. 

Krytall  No.  9.  Taf.  III,  Fig.  9. 

In  das  Fig.  9,  Taf.  111.  in  einer  Ansicht  dargestellte  Bruchstück, 
dessen  Flächen  durch  die  beigefügten  Buchstaben  leicht  erkenntlich  sind, 
habe  ich  die  beiden  Polaritäten  nur  durch  Farben  eingetragen.  Wie 
ersichtlich  stimmt  die  auf  ihm  beobachtete  Vertheilung  mit  der  auf 
der  entsprechenden  Stelle  der  hinteren  Ansicht  des  Krystalles  No.  \ 
überein. 

Krystall  No.  10.  Taf.  III,  Fig.  10. 

Der  Fig.  10,  Taf.  III.  in  einer  Ansicht  abgebildete  Kryst<ill  No.  10 
sass  mit  dem  unteren  Ende  bei  a^y  sowie  mit  einem  sehr  grossen 
Theile  der  nicht  abgebildeten  hinteren  Seite  noch  im  Gestein,  und  wurde 
in  diesem  Zustande  untersucht.  Auf  ihm  tritt  nun  aber  eine  merkliche 
Verschiebung  der  elektrischen  Vertheilung  ein,  indem  die  negative  Zone 
auf  der  Fläche  « ,  wie  dies  auch  z.  B.  an  der  entsprechenden  Stelle  des 
Krystalles  No.  2  geschehen,  unterdrückt  ist,  und  daftlr  die  negative  Zone 
der  Fläche  />  (auf  der  nicht  abgebildeten  Seite)  über  die  Kante  fu  aar 
u  herübergreift. 
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ZUR 
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IN  REELLER  FORM 


VON 


W.  SCHEIBNER 


Vorwort. 


Wenn  die  analytische  Behandlung  einer  Aufgabe  ans  der  Geometrie 
oder  Mechanik  —  Physik ,  Astronomie  —  auf  elliptische  Integrale  ftthrt, 
80  bildet  häufig  die  Beduction  derselben  auf  die  sogenannte  Normalform 
der  drei  Gattungen,  so  wie  die  Einführung  der  Thetafunctionen  zur  Be- 
rechnung der  Integrale  eine  nicht  unbeschwerliche  Arbeit.  Obschon  es 
bezüglich  der  zum  Ziele  führenden  Wege  an  umfangreicher  Literatur  nicht 
gebricht,  so  schien  doch  dem  Verfasser  eine  ttbersichtliche  Zusammen- 
stellung der  betreffenden  Vorschriften  nicht  ttberflttssig  zu  sein,  und  in 
dieser  Absicht  wurde  die  gegenwärtige  Schrift  »ttber  die  Reduction  der 
elliptischen  Integrale  in  reeller  Form«  unternommen.  Das  schliessliche 
Ergebniss  freilich  entspricht  dem  ursprtlnglichen  Plane  nur  theil weise,  denn 
die  Arbeit  ist  dem  Verfasser  unter  den  Händen  gewachsen  und  hat  eine 
grössere  Anzahl  von  Fragen  und  Entwickelungen  in  den  Kreis  der  Be- 
trachtong  gezogen,  als  für  den  unmittelbaren  Zweck  erforderlich  gewesen 
^äre.  Bei  dem  Versuche,  für  die  beabsichtigte  Reduction  einheitliche  Ge- 
sichtspunkte aufzustellen,  ergaben  sich  mancherlei  Resultate,  die  wenigstens 
dem  Verfasser  neu  waren,  und  so  glaubt  er  den  Wunsch  aussprechen  zu 
dürfen,  dass  für  das,  was  dabei  vielleicht  an  Uebersichtlichkeit  verloren 
gegangen,  der  Inhalt  der  Abhandlung  an  mathematischem  Interesse  ge- 
wonnen haben  möge.  Allerdings  sind  die  das  vorliegende  Gebiet  behan- 
delnden fundamentalen  Untersuchungen  von  Weiebstrass,  welche  nicht 
durch  den  Druck  veröffentlicht  worden,  dem  Verfasser  unzugänglich  ge- 
Uieben,  so  dass  möglicherweise  anderen  Mathematikern  manche  Resultate 
t^reits  in  vollkommnerer  Gestalt  bekannt  sind,  als  hier  geboten  werden 
konnte. 

Wegen  der  Mittheilung  zahlreicher  und  zum  Theil  selbst  complicirterer 
Formeln  glaube  ich  mich  nicht  entschuldigen  zu  sollen,   eher  möchten  die 


II  Vorwort. 

infolge  der  weitläufigen  Rechnung  oder  des  schwierigen  Druckes,  trotz  der 
angewandten  Sorgfalt,  noch  zurückgebliebenen  Fehler  geneigter  Entschuldi- 
gung bedürfen.  Bezüglich  der  Darstellung  habe  ich  den  Leser  auf  eine 
Uuvollkommenheit  aufmerksam  zu  machen,  die  dadurch  entstanden  ist.  dass 
nicht  von  vorn  herein  die  Unbestimmtheit  des  Vorzeichens  der  im  Art.  i 
eingeführten  elliptischen  Wurzelgrössen  f  und  ly  betont  worden  ist.  So 
selbstverständlich  diese  Bemerkung  und  die  dadurch  gebotene  Vorsiebt  er- 
scheint,   so  findet  sich  doch   erst  im  Art.  43  des  zweiten  Abschnittes  das 

Nöthige  darüber  hervorgehoben.     Der  erste  Abschnitt  (S.  57—117;  enthält 

J^^  cl  jc       /*y  du 
'     -£-  ±  /    —  =  o ,    wo  die 

Kadicale  ^  und  /;  gleiche  Invarianten  besitzen,  auf  algebraische  Relationen 
in  rationaler  und  irrationaler  Form,   die  betreifenden  Additionssätze,  und 

die  Reduction  auf  die  Normalform  des  elliptischen  Differentials   -r  — .  • 

^  [ff  x] ' 

nebst  einigen  Betrachtangen  über  Fälle  ungleicher  Invarianten;  der  zweite 
Abschnitt  (8.  118— 197 j  beschäftigt  sich  mit  der  Reduction  des  allgemeinen 

^    f'x\  -^    auf   die    Jacobi sehen  Theta- 

functionen,  den  Transformationen  von  Gauss  und  Landen,  sowie  den  ein- 
schlagenden Vorschriften  für  die  numerische  Berechnung. 

Leipzig,   Mai  1879. 


Berichtigungen  und  Nachträge  siehe  am  Sclilusse. 


Erster  Abschnitt 

Die.Reduction  auf  die  Normalfonn  des  elliptischen 

Differentials. 

Ks  ist  inorkwUrdig  genug,  dass  bereits  eine  der  alltTfrUhesten 
mier  den  zahlreichen  Arbeiten  Euler's  über  elliptische  Integrale  die 
■rundlagen  einer  directen  und  allgemeinen  Methode  für  die  Addition, 
lie  Transformation  und  die  Reduction  der  elliptischen  Integrale  ent- 
eilt. GüORRMANN,  Jacobi  uud  Wkierstrass  haben  sich  wiederholt  mit 
liesor  Methode  beschäftigt  imd  auf  ihre  Tragweite  hingewiesen"). 

In    der    Abhandlung     »De    mletjratione    aequatioms    di/ferenlialia 

-—  =  -  — --c«"^)   betrachtet  Ei:lrr  S.  54  die  in  Bezug  auf  zwei 
Variable  x  und  1/  quadratische  Gleichung 

^^elcho  wir  in  der  F'orm  schreiben  wollen 

^izt  man  hier  mit  leichfer  Buchstabenveränderung 

^  wird 


')  Einem  Hefte  über  eine  im  Sommer  1845  zu  Berlin  gehaltene  Vorlesung 
^^«OBi's  entnehme  ich  «lie  Wort«:  )>diese  Formel  (Eulers)  ist  noch  nicht  genug 
^orrhgearbeitet ;  da  sie  Addition,  Transformation  und  Reduction  umfassl,  leistet 
^^1  was  alle  diese  Operationen  sonst  successive«. 

"1  \ovi  Comment.  Pctropol.  T.  VI  ad  annum  1756  et  1757.  Vergl.  die 
'"i^i/u/ion^**  Calc.  integralis  vol.  1,  lib.  2,  cap,  V/,  sowie  die  Abhandlung  von 
'•^'iÄVXiE  in  den  Mise  Taurin.  T,  IV,  1766 — 69,  Sur  Vintegration  de  quelifues 
^mioHs  differentielles    Oeuvres  T.  U,  S.  5—33). 

AVhudl.  d.  K.  S.  OeMllMb.  d.  Wiaaenscb.  XX.  5 
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Durch  Differentiation  erhült  man 
wilhrend  die  Aunösiing  der  quadratischen  Gleichungen  die  Werthe 


ergibt.     Damit  folgen  die  Ausdrucke 
^  -  '?"•?!  -  «     gj  y  -  f -Pi  _  _     Pf 

?  *?  +  ?!  P  b+/>, 

^  <^y     H  ^y         9  '  *  dx     p  '^bx       p 

nebst  der  Differentialgleichung 

Durch  abermalige  Differentiation  findet  man  leicht 


//  tf 


trt .    f  ^y  *^ 

wo 

c  =  ''^  „'  -  '''i  t'  -  -^  u'  -  ''^ 

^        </.r  '  '  ~  (iy  '  ~  dy  '  *  ~  dx 

gesetzt  ist. 

d  X 
Bezeichnet  man  durch  dz  das  elliptische  Differential  -^ ,  so  li 

man  nicht  allein 

sondern  auch 

2  dz*  ^  \a zj    X  X        x^ 

nebst 

welche  Gleichung  für  j;  =  ^  in  die  beiden 

zerfallt  werden  kann.     Wenn  p  mit  z  verschwindet,  so  ist 

r'^dx  .  r/*lo^qf         ^^, 
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2. 


Die  Gleichungen 


et: 


'i'J 


Ax*-h4Bx^ 


-  b^)  —  [ax*-h  2a^x  -h  o^]  {ex* -h  2C^X'^c^) 
6Si/*4-43)i/  +  e 


Wn  /Avischen  den  CoefGcienten  die  Relationen 


6*  —  ac 

2bb^^üc^  — a^c 
^b\  -I-  2bb^  —  401^4 
2  &,  6^  —  (I,  c,  —  (/,  r^ 
6*  —  a,  c'j 


293 

23) 

(£ 
C-e  =  bb^' 


=  a  J  —  o  a^ 
=  2a^b^  —  ab^ 
=  4  6J  +  2  a^  c, 
=s  26,  c,  —  fc(5j  ■ 


•  a^b 

4*^1 
b^c 


—  ac. — 


ttjC 


a,c, 


zehn  Constanlen  A$(..  bestimiuen  sich  durch  die  neun  Coef- 
einten  aa^, .  und  sind  daher  nicht  unabhängig  von  einander.     Bei 

Homogeneität  der  Ausdrücke  können  die  acht  Verhältnisse  der  a 
unabhängige  Argumente  eingeführt  werden.  Ihre  Elimination  er- 
t  desshalb  zwei  Bedingungsgleichungen,  nämlich  die  beiden  leicht 
ecl  zu  verißcirenden  Invariantenformeln 

AE-^BD-i-iCC  =  «(g-493SD  +  3Se 
ACE-^  2BCD  ^-AD^-B^E-C'^  «ee  +  2  SößD  -  «SD*  -  »*(£  -  C» 


ofur  wir  kürzer  schreiben  wollen"*) 

G  =  ®  , 


H  =  ^ 


Daraus  folgt  aber  weiter,  dass  die  Gleichung  f[oo^y)  =  o,  welche 
ie  erwähnten   acht   unabhängigen    Argumente   enthält,    die    voll- 


*    Bekanntlich    ist    die   Invariante    H    durch   die   Determinante 


'geben  und  die  Discriminante  wird  durch 


ABC 
B  C  D 
C     ü     E 


AKi*  :=    2^()iG^—2'jH*] 


»gedruckt,   wo  J  das  Product  der  Wurzeldifferenzen  von  §  bedeutet. 

6* 
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(J  »r       du 
Ständige    Integralgleichung   der   DiflTcrentiaigleichung    -^  -|-  --  =  o 

darslelll.  Denn  letztere  hüngt  nur  von  sieben  Constanten,  d.  i.  von 
den  neun  Verhältnissen  der  A  ab,  die  ausserdem  durch  die  beiden 
(lleichungen  G  und   //  verbunden  sind. 

Wenn  folglich  die  Radicale  §  und  ?/,  wie  wir  stets  voraussetzen 
wollen,  gleiche  Invarianten  besitzen,  so  ersetzt  die  algebraische 
üleichung  ([x^y)  =  o  die  transscendente  Relation 

Jr^dx       rvdy 
— +  /     —  =  o 

wo  .r  und  w  die  Rolle  der  Inleffrationsconstante  vertreten.  Man 
kann  dafür  auch  schreiben 

p-rdiT       rvdy  _    r-^odx       PVody 

oder 

p'f'dx       rvdy  __   rVody 

das  A(lditionstheoren)  der  elliptischen  Integrale  erster  (lattung  inil 
gleichen  Invarianten. 


3. 

Die  Function  l{xy)  enthlilt  die  Coeflicienten  a  fr. .,  durch  welche 
die  Coefhcienlen  AU,,  einfach  ausgedrückt  worden  sind,  während 
es  umgekehrt  wünschenswerth  ist,  letztere  als  die  gegebenen  Grössen 
in  die  algebraische  Gleichung  einzuführen. 

l)i(\ss  kann  auf  folgendem  Wege  geschehen.     Sei 

so  erhellt  man  durch  Multiplication 

PQ  =  ;G  + 1  (l.r^  -h  4/?./'  +  2  j^^  ""  f-  -^20-^  2)\x^  -h^Dx  4-  fcj 

Restimmt   man  mm  A  aus  der  Gleichung 

BD— RS 


C  +  A 


-4-2A  =  C 
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so  folgl 


Während  A  die  Wurzel  der  cubischen  Resolvente*') 

wird,    wo    G    und    77    die   beiden    Invarianten    bedeuten.  Die   drei 

Wurzeln  X   enlsprechen   den    drei    möglichen  Zerlegungen  von   '^   in 

faderen  zweiten  Grades.  Die  Vorzeichen  der  Radicale  R  und  S 
sind  der  Bedingung 

RS  =  2?Z)-(C  +  A);6-2A)         oder        -  =  ^'^^j,^^^^^^ 

unterworfen. 

Für  reelle  Werlhe  von  |  hängt  die  Realität  der  trinomischen 
Facloren  P  und  Q  von  der  Realität  der  Wurzelgrössen  R  und  S  ab. 
Für  G'<27  77*  hat  die  cubische  Gleichung  eine  einzige  reelle  Wur- 
zel i,  für  welche  zugleich 

B*'-AC>Ak  ,  D*-CE>EX 

Da  in  diesem  Falle  f*  zwei  reelle  und  zwei  complcxe  Wurzeln  be- 
silzl ,  so  muss  (C  +  X)  zwischen  RD  +  RS±[RS  +  DR)  liegen, 
d.  b.  es  muss 

[BS  +  DR)*  >  {BD  +  ÄS  -  (C  +  A)*}* 

seio.    Für  G'>  277/*  dagegen  hat  man  drei  reelle  Wurzeln  A,  und 

iC+;.)*  ist 

enlweder     >  [BD -^ RS)  -^  [BS -^ DR)     oder     <(J?Z>-f-Äi;)  —  (j5S-4-Z)ä) 

Im  ersleren  Falle  besitzt  i"  vier  reelle  Wurzeln  und  jedes  A  entspricht 
einer  reellen  Zerlegung;  der  zweite  Fall  entspricht  vier  complexen 
^Urzeln,  für  welche  nur  ein  einziges  k  eine  reelle  Zerlegung  her- 
beitührt.  Man  erkennt  letzteres  an  dem  Stattfinden  der  Ungleichungen 
^'^AC>AA  und  7)* — C7?>fiA,  welche  von  selbst  gleich- 
zeitig erfüllt  sein  müssen,  so  dass  die  Yeritication  der  einen  von 
beiden  ausreicht. 


'1  Yergl.  Strehlke    in   Crelle's  Journal  Bd.  12,   S.  358    und  Aro>hold   das. 
Bd.  39,  S.  158,  Bd.  52,  S.  95,    sowie  im  Berliner  Monatsbericht,    1861,   S.  463. 
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4. 

Die  analoge  Zerlegung  des  Polynoms  r/*  wird   durch   die  d< 
liehe  Resolvente  geleistet,   deren  Coefticienten   durch  die  beiden 
Varianten  gegeben  sind.     Setzt  man  daher 

so   werden   die  Zerlegungen  PQ  und  ^ü   einander   correspondii 
wenn  A  die  nämliche  Wurzel   der  cubischen  Gleichung  darstelll. 
diesem  Falle  äquivalirt  die  Integralgleichung 


i/t 


der  algebraischen  Relation 


Vpq,  -4-  VPo (?  ^  vy Dp  -4-  V^o  D 

wenn  in  den  mit  dem  Index  o  versehenen  Grössen  x  resp.  y  du 
^0  ""^  J/o  ersetzt  werden.     Wir  wollen  dafUr  kürzer  schreiben 


(I) 


wo 


iL^jtM^MLtMi 


X  —"  Xm 


y— y. 


5  =  ^.1.. 


>?  =  ^tVt 


U 


V^+T 


u.  s.  w. 


Durch  Quadrirung  der   angegebenen   irrationalen  Relation  ^ 
die  Gleichung  hervor  / 

{y  -  y«)* 


Schreibt  man  nun 


wodurch 


L  =5  i4a:*  +  2Äx-4-C  , 
AT«  Ca;«  +  2Z)a;  +  £  , 

2D  a  mn^  -l-m|n  , 


6C  =  4Mm,  -f-/«|  +/^n 
ff  =9  nn. 
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so  wird 

=  ./X*  -h  2mX-f-  «)  (l^xl  -h  2/11,  .1*0  +  H,)  -h  (/d^J  +  2  WlXß  -l-n;  (/jX*  +  2  w^x  +  «,) 

=  2//,jr*xJ-h2-/m^  +/jm)(a;*a?^4-a*x*.'  -♦•  In^  -h /| /*) (x' +  aj )  +  8mw4x;^-^ 

4-  2  (m  «,  +  m^  n]  [x  4-  xj  +  2  n  n^ 

=  2 .1  x*xj  H-  4Äxx^  (x  +  x^;  -i-  2C  x*  -4-  4XXjj  +  xj)  H-  4  (C  —  mm J  (x  —  x^)* 

+  4  Z)  (x  +  X  J  +  2  /f 

=  2{  yixj  +  2ÄX,  +  C)  X«  -h  2  (ÄXJ  +  2  CX,  +  /))  +  (CXJ  H-  2  />X,  4-  ^)  -h 

+  2  (C  —  ?wmj  (x  —  X,,)  } 
Vermöge  der  Werthe  P  und  Q  des  vorigen  Artikels  hat  man  aber 


(?.IJ)*+(?i??)*  =    2{/.„X*+2l/,X  +  iV,^2A(X-.Xo)*} 

=   2{IxJ  +  2ifXjj  +  iV— 2A(X  — Xjj)*} 

und  wenn  uian  ^  und  1/  vertauscht 

Somit  erhalt  man,    da  die  X   enthaltenden  Glieder   sich   in  Ge- 
mdsüheit  der  gemachten  Voraussetzungen  auf  beiden  Seiten  wegheben 

g,g-4-I,x^-»-2itf,x-4-iV,  _  »?o'?-4-^^y"-4-2aK,y-4-9?, 

wo  man  offenbar  x  und  0?^  so  wie  y  und  t/^  vertauschen  darf.     Für 
Jc  =  00  geht  die  linke  Seite  über  in  ^^VA  +  L^^  für  a?^  =:  o  dagegen 

in  -^(fV'^^+A^) ;  rational  wird  derselbe  Ausdruck,  wenn  man  für  a:^ 


1 

vT 

eine  Wurzel  der  Gleichung  ^   =  o  einführt. 


5. 
Durch  Differentiation  ergibt  sich 

^  >  J^  —  ^0  ' '  (x  --  Xj) 

t  \  2/-yo  'Hy—y^i^ 

wo  man  für  dj;  und  dy  die  ihnen  proportionalen  Grössen  ^  und  +// 
jjelzen   darf,   je    nachdem    die   Differentialgleichung   -^  :=  -^    oder 
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■j-  +  ^  =  o   inlegrirt  werden   soll.     In   der  durch  Quadrirung  ^ 
Tundenen  Integralgleichung  (I*)  ist  dieser  Unterschied  weggefallen 
Zerlegt  man  in  Partialbrüche,    so   nehmen   nach   einer  leiclil 
Keduction  die  obigen  Integralgleichungen  die  Form  an 

wofür  mit  abgekürzter  Bezeichnung 

x=  y 

geschrieben  werden  soll,  ferner 

dx       [x  —  x^j  ^x  —  x^       *  ' 

Damit   diese   beiden   Gleichungen   coexistiren   können,   muss   X^ 
Function  von  X  ausdrückbar  sein. 

Es   mag   bei  dieser   Gelegenheit   Erwähnung   Hnden,    dass 
drei  Covarianten  der  biquadratischen  Form  sich  durch 

/  =  ?? ,       j  =  ^?M?T-2fn 

bequem  darstellen  lassen,  während  die  Invarianten   durch 

gegeben  sind.  Der  blosse  Anblick  lehrt  hier  das  Stattfinden  ( 
CAYLEY-HERMiTE'schen  Gleichung 

h*  =  4»'  -  (^rg  -  II r  =  4  (» -  i-n  ig  -  »-j)  ig  -  Kn 

wo  A  A,  A,  die  Wurzeln  der  cubischen  Resolvente  bedeuten.  1 
kanntlich  schliesst  man  daraus,  dass  die  drei  Radicale  Vg  — 
rationale  Functionen  von  x  sein  müssen.     In  der  That  wird 


yg^lf=:Rx*-i'Tx-S  ,  wo        I»  =  (C- 2  A)*- .4/: 

und  die  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  R  S  T  durch 

bedingt   sind.      Die   Berechnung    der    sechs   Wui^zeln    der   Gleich 
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i'"  =  o  ist  somit,   nach    der  KrmiüeliiDg  von  A,    auf  die  Auflöäung 
quadratischer  (ih^ichiingen  ziirUckgerührl. 
Durch  Multiplication  der  vier  Aggregate 


(ii  -  K'  Vg  -  ^/•±  iK  -  ^0  V(7  -  A/±  (A  -  A.)  Vg  -  ij 

erliäll  man  identisch,  d.  h.  für  behebige  Wcrthe  der  Variabein  /'  und  g^ 

/biglich  stellen,  wie  Cayley  bemerkt  hat,  jene  Ausdrücke  die  Quadrate 
(1er  linearen  Factoren  des  Polynoms  /'  dar. 

Setzt  man  ^  =:  w,  so  wird*) 


oder 


nebst 


"    fr    '    r"^^        f 


f,       dx       dx  dw 

"""    b     ^  V'f  "  '^  2  y^w^  —  Gw  —  H 


dx  dw 


Vg  2V4w*-Gw*  —  If 


w 


Will   man    den   Quotienten    /=—    als    sogenannte    absolute    In- 
variante einführen,  so  wird 

//                       .               I  i/G             dv 
für  w  =  —V  dz  =: 1/  ^_  

('  2    ^     H  1/41;» -/(v-hi) 

fürir  =  //*t;  dz  =  --!-  ^^ 


2/^i|/4t,»-/ir-i 


fUr  fr 


2  ^^   /^ 


dv 


V(4t?»-t;)/i-  I 
dv 


Gi|/4t;»_t;_/-l 


6. 

Da   im  Folgenden   mehrfach   von  Relationen   zwischen  den   Co- 
varianlen  und  deren  Ditferentialquotienten  Gebrauch  gemacht  werden 


*;    Vergl.    Crelle-Bobcuardt\s   Jounial   Bd.  50,  S.  286/7;    ß^«  52,    S.  4/16; 
W.  55,  S.  24. 
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wird,   so   mögen    in   diesem   Artikel  einige   bezügliche  Formeln 
sammengestellt  werden.     Man  hat  bekanntlich  für 

g  =  A^x*  -^  4B^x^  -¥•  6C^x'^  •■¥•  4D^x-h  E^ 

h  =  i^x^  -^ti^x^  -^  15  i^x^  +  20 /,x*'  +  1 5 /^  j:*  +  6 i^x -^  i\ 


E,  =  D^-CE 

I,    =  BD^-'DB, 
i,    =CE,^EC, 


2B^  =  BC-AD 
zD^  =  CD  —  BE 
i,   =  2{AB,^BA, 
i\   =  2[B(\--CB^j 

i,   =2{DE,^ED,) 


oder 


f.  =  iABC^A*D^2B^ 


i\  =  ^(gAC*-A*E''2ABD--bB*C) 

*        3 

/,  =  ^(AD*^B*E) 

/^  =  ^{ADE'-^BCE'^2BD*) 

/s  =  -^{AE^'^2BDE'^6CD*  —  gC*E] 

i^  =  BE*^^CDE'^2D^ 

Bezeichnet  man  die  Invarianten  und  Covarianten  des  Polvn 
g  =  A^x*  +  ^B^x^  +  6C^x*  +  4D^x  +  fc\  resp.  durch  G^  //^  jf^  /i^ 
liefert  eine  leichte  Rechnung  die  Werthe 

mithin  auch 

Die  cubische  Resolvente  für  g  nimmt  die  Gestalt  an 

4iu'  — G.itt  — /f,  =  o 

und  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  Wurzel  /i  mit  den   Wui 
A  A^  A,  der  Resolvente  für  /'  durch  die  Gleichung 


^f]  ZuH  Rbduction  elliptischer  Integrale.  67 

^  =  -  Y  (^*  •+•  ^1  ^«) 

zusanmienhüngl.     Die  Kenntniss  der  Wurzeln  A  fulirt  sonut  zur  Auf- 
lösung der  Gleichungen  /'=  o,  g  =  o  und  A  =  o. 

Durch  DiiTerentiulion  ergeben  sich  eine  grosse  Menge  von 
Gleichungen,  die  geeigneten  Falls  zur  Keduction  dienen  können, 
wie  z.  B. 


2h  ^f'g-fs'  24»  =±rr-2rf" 

2h'=.r9-f9"  249'  =  fr'-2fr" 


U"=  rv-ry  2^9"=rr"-rr-  ^rr 


I     o,^ 


24  G  =  }-f"f-f'r-^fr 

288^  =  //Y'^-*-  I./*77'"-  ^f'f'f'^^  l.ff"'f"'^  :Lf"^ 
Gg^3Hf^99"-^9y 

2Gf=^fV-r9-f9" 

Gr-i2g^^rh'-\rh 

Formeln,  denen  sich  viele  ähnliche  anreihen  lassen.  Wenn  x  eine 
Wurzel  der  Gleichung  /'=o  ist,  nehmen  diese  Ausdrücke  eine  ein- 
fachere Gestalt  an. 

7. 

I£s  ist  von  Interesse,  den  directen  Nachweis  zu  fuhren,  dass  X^ 
als  Function  von  X  ausgedrückt  werden  kann.  Diess  geschieht  mit- 
telst der  Formel 

Xl  =  4X'-GA-// 

woraus  die  Gleichung 
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f     __  dx  ^       d\  ^  dX 


Y,         .V4A''-r;x--// 

hervorgehl,    welche  wie  es  seheint  zuerst  von  Weierstrass  gelundeD 
wurde  '■) . 

Der  Wcrlh  von  X^  kann  geschrieben  werden 

und    kehrt   durch   die  Verlauschung    von  x   und   x^  sein    Vorzeichen 
um.     Da  ferner  nach  Art.  4 

so  erhellt  man  zugleich 

d\  IT '  t  P  -4-  ^  ^  ^ 

*  -f/ir        "*"      4(a;-aroi* 

wo   sich   das  Productenzeichen  //  auf  die  den  drei  Wurzeln  A  ent- 
sprechenden Zerlegungen  von  i"  bezieht. 
Schreibt  man  X  in  der  Form 

2  [x  —  a;,^)* 

und  eliminirl  die  WurzelgrOsse  Vf^l\  so  ergibt  sich  die  quadratische 
Gleichung 

mit  der  Wurzel 


also 


oder 


.       ,.    -  3  {fiX--<j:)±byfJ^X^^GX^H) 
^  _    4(/«A-_gg) 

±  2V/,(4A»-  «A'-//) -/•;x+«?„' 


( 1 2  A«  -  f;X  +  gl  -  G ,  ;.r  -  x.)  =  3  (/,'  A'  -  ff.'  +  2  f ,  A,  1 


(2 lo -^'i  -  f'o^ •*■  ffo'i («•  - i^o)  =  4  (/"o A  —  ffo) 


')   Vergl.  BiEHMANiN,   Dissertat.  inaugur.,  fierliu  1865,   p.  2 
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denn  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  in  dieser  identischen  Formel 
ilas  obere  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  gilt.  Uebrigens  liefert  die 
nbij^e  ({uadrati.sclio  Gleichung  für  X  den  weiteren  Auschuck 

wofür  man  auch  .schreiben  kann 

X  =  ^  J^i ^'i  -»•  2 M^  ,r^  -^  xN\ )  —  {G ;./•  —  ./q ■  * 

_  2  (L^r*  +  23/^r-f^)j- J G  ix  -  ^,i* 

Ersetzt  man  in  der  vorstehenden  identi.schen  Formel  X  und  X^^ 
durch  die    ihnen   gleichen  Functionen   Y  und   —  Y^ ,    so   erhiilt    man 

die  Substitution,  durch  welche    ~    in ^    übergeht,    und  welche 


..  _  ^"9« 


friihor  in  der  Form    x  =  '-    ■-*    aufgestellt  worden   ist.     Wenn  man 
foli^Hrh  in  der  Gleichung 

oder 

die  Wurzelgrösse  ?y  eliminirt,  so  nui.ss  man  auf  die  Gleichung  f[xy)  =  o 
geführt  werden,  womit  sich  die  Coefficienten  a..  bestimmen-). 


8. 

Bequemer  und  directer  als  die  hierzu  erforderliche  Rechnung, 
hei  welcher  noch  überflüssige  Factoren  auszuscheiden  bleiben,  führt 
tJer  folgende  Weg  zum  Ziele. 

Setzt  man  die  Gleichung  f(xy)  =  o  in  der  Form  an 

-«y-"yo'*+2/:/:i/-yj4.y];j'-rr'o;V2[a,(y-y,)V2/^Jy-t/,}^-yJ(;r-a?^^ 
jw  erhält  man  sogleich  y^  =:  o  und  durch  Differentiation 

Man  kann  bei  dieser  Gelegenheit  die  Formel  anmerken : 
isc  — X,,'         Wx,/    ;x  — x„;'        \"*ap     /jc  —  j.^' 


+  [a {:r--x.)*(y-y.)  +/!f (x-a-,^  V 2a.  /r-ir,)  (y-yj  +  2/?. (o?— ar J -l- a, ^y— y.) 'hß^]d^  ^ 0 
folglich 

Nach  Analogie  des  Art.  i  kann  man  dafür  schreiben 

fjäx-^^dy  = 

^'-  ^  V[«,'y-y;V2^ty~yo +i?>]'-[«^y-y/-h2/^fy-y>)  +  y][«t 

und  wenn  man  in 


?  =  |//;+/-.'>--r.i +-!-/•:  .•r-.r.)V|/:'f,T-.r,)*+i^c(-r--T,  * 

n  =  ^fo  +  fov^-y.i +7!,  ;y-y,^  +-eto  ly-y.;  +i;f.  ,y-y. 

die  Coefßcienten  vergleicht,  so  ergibt  sich 

-f»  =  lo?o  =  2  ,:f ,  f ,  —  a, »;, 

yfo   =  Itlö  =  2ßttjt—Y^t 

7  fi'  =  •;<.  »/o  + 1?«'"?!.'  =  4(^  -  a»y  +  2  a, »?,  -  4/*l« 

Lasst  man  bei  der  folgenden  Rechnung  den  Index  o  der  Be- 
quemlichkeit halber  überall  weg,  so  erhalt  man  zunächst  durch  Eli- 
mination von  ß^ 

Setzt  man  folglich 

SO  wird 
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ferner 

und  durch  Auflösung  dieser  beiden  Gleichungen 

6ai,=:(r+i?':)(?'+2i?'+3J)-2?r-i?i?" 

Damit  folgt 

l>    ■♦-^^f  +6ai/  = i [if  +1J  j;2§  -M;  -k.3()j— ^§   —  2/;i/  ] 

oder 
nebst 

q\"+6asv  =  r(r'- 21^+2»/''- •?»/") +'?'(2r*-ir'+'?'*- 21?»?"; 

+ <j  (2  r*-§r+ 31'»;'+ >?'*+.?»/") 

woraus  sich  die  Wcrthc  von  u  und  d  bestimmen. 


9. 
Die  Subtraclion  der  zuletzt  gefundenen  Gleichungen  ergibt 

r  r-  v*  T]'"  =  d  {2  ^r-  r*+  r)'*-2rj  ,]"■, 

oder  mit  Einführung  der  Covarianten  fg  und  h 

mithin 

Durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  gehen   nunmehr  nach   einigen 
leichten  Reductionen  die  gesuchten  Werthe  liervor : 

„  _g(f'g-/'9')-2>;/» 

fi  _g(fg-r8)+»?(f'ff-/'9') 

^'~  4(f»-/-fl 
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^  2{i9-fi) 

'  "  24(f?-/-fl) 

rf  =  4l(G-®)  +  ag(fg"-r9)  +  41^+3»?  (fv-rg') 

24(fS'-A9t 

„  _ g(fV'-r8')+Hy'— l'^^"+'?(fy-r8'')-^2(gf-'^/•)(g-®; 

24(f»-/'8) 
Die  beiden  noch  nicht  benutzten  Gleichungen 

/5*  —  «  y  =:  A  und  a*  —  a  «^  =:  H 

müssen    die    Invariantengleichungen    G  :=  @    und    H  ^  ^    liefern. 
Setzt  man  daher 


SO  folgt  schliesslich 


öH-         4  t<^*^       4     ^**  ^'-^ 


I     /     ^   ÖU-  bh  b^k\ 

^         I    I ^hk         dk\ 

y.  =  V 

r 

y,  =  o 

wo  rechts  allenllialben  die  Indices  o  hinzugefügte  lÄit  anderen  Worten 
X  und  y  durch  x^  und  y^  ersetzt  werden  müssen. 

Die  Gleichung  f{x  //)  =  o   nimmt  jetzt   nach  JVIultiplication    mit 
k^  die  Gestalt  an 

wo 
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-s   =  2l,-y-y,,  +  -^~^''iy-y^\  +  ^  {^r  -  xj  ly  -  y,.  +  t}^[.r  -  x,) 

^  und  T  ifohen  durch  Vertauschung  von  x  und  rr^  mit  //  und  y^  in 
—  T  und  — -Ä  über.  Da  auch  die  Vertauschung  von  x  und  y  mit 
T^  und  y^  gestattet  ist,  wodurch  die  Gleichung 

?s,  +  ^r,=o 

liervoi'gehen  mag,  so  ergeben  sich  gewisse  Folgerungen  in  Bezug  auf 
die  Zusammensetzung  der  Werthe  von  Z*  resp.  T*.  auf  welche  wir 
hier  niclit  näher  eingehen  wollen. 


10. 
Die  Substitution  des  Art.  7 


wo 


2'y''yy    ^{y-y.^    24 

12/  -  2/0)        4  ^y  -  ^o; 
erscheint  nunmehr  unter  der  Form 


.-r  —  ar,  = 


wofür  auch  geschrieben  werden  kunn 

Abhaadl.  d.  K.  S.  Oes^llMh.  d.  WinseiiBck.  XX.  6 
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f<8 


.T  —  .T^   — 


u. 


(2  '/o*o  - 1.  jjT*)  '.V  —  .V.)*  -  4 ?,*♦(»  -  .V, 


2  *■.(»? 


•?.! 


Um   ondlich    das   Radical  ^  ats  rationale  Function  von  y  und  ij 
zu  berechnen,  kann  man  sich  der  Ausch'ücke 

oder 

^  —  b  0    ^ 

^(2  gg,  -  g,/:?)  {y  -  yj  -f-  2/:/g,  -  g,y]  !;r  -  rr;  -f-  2  [[2tf,g,  -  er,/!/,;  [y  -  yj  -h  2/!/,^,- ^»^^ 

««ii/- I/o)-*- 2^0 
(2g,go-Cfi/^J'y-yo1  +  2//,go-.g,i/,        (2g|^-a^/5?)(y-yJ*-f- (2/?§o-«iyV!/ 


«i(y-yo)  +  2go  '?  +  '?•-•- «4 (i/ - 2^0)  -*■  2 //. (y - y;i 

bedienen  und  die  für  a;  —  a?^  so  wie  für  die  Coefficienton  «/?  y  ge- 
fundenen Werthe  darin  subslituiren.  In  der  Regel  wird  es  indessen 
bequemer  sein,  die  Ausdrücke  für  g  und  i/  vermittelst  der  Gleichungen 


dx 


=:   -f^ 


dy   '  ''  ""       'rfir 

also  durch  directe  Differentiation  abzuleiten. 

Für  den  Fall,  dass  y^  eine  Wurzel  der  Gleichung  f  =  o  ist, 
verschwindet  7j^  und  den  Formeln  kann  eine  einfachere  Gestalt  ge- 
geben werden.     Mittelst 


4  (y  -  2^0) 


gehen  alsdann  die  Ausdrücke  hervor 


3 


.4  Xf.    — — 

"  4       " 


i/o' f."  -  4».';  (y  -  y/+rXiy  -  .v.'  -  2  f.'l.v 


.  i 


=  4 


4^0  -  iAfo''  [y  -  ^o;*  -  /ofo'(y  -yo) 


'  J  Aü'fo"  -  4  </o'  ^//  -  2/ü  *  -*-  /o'fo'  fy  -  .Vo)  +  2  f;g„  ly 


Führt  man  hier  di(^  Functionen  L  M  N  des  Art.  4  ein  und  setzt 


/•  =  Lx^-h  2 Mx  H-  iV  , 


/"=  4fL,T-hJ/) 


r=  12  £ 


sowie  analog 


y  =r  L,  .7«  -f-  2  J/,  .r  -*.  A',   ,  f,  «  V^yJ  +  2 ü»o .Vo  -h  ^io  ==  o       u.  s.  w. 


m 


Zur  Rkdittion  eluptisciiek  Integralr. 


ii) 


üi 


so  kann  man  die  vorstehenden  Gleichungen  schreiben 


x^ar. 


:l,.t„+ji/;;  :?,y*+2ü»,y+9V,  -  2(Lj.r;+3/--  'y-.yo  Vi;?oyo+3)j„io'/ 

DifTerentiirl  man   die   zuletzt    gefundene  Formel,   so   ergibt    sich   mit 
Hülfe  der  geeigneten  Reductionen  der  Werth  des  Radicals 

Die  umgekehrte  Substitution  dagegen  liefert  die  Formeln 


.-•.  j- 


^^  r .. 


c  > 


y-y.^ 


« -if 


i  (/."-  f."i  (•'•  -  •'^«) *  +  /■«'(•'•  -  ^-0^  +  2  (/«  -  §'.  I' 


L, ;r*  +  2  M„  r  +  A„  — 1'„  ;./•  — :/ „  *  —  i'„  ^' 


=  (U  +  sw,- 


i2i^^-yi.{x-x^)*+2{LlT*+2M«.r-t-S^]  —  V^{L^x*  +  2M^x-t-S\, 


oder  einfacher 


f«  ^•'• 

-•'■. 

1 

l 

7»" 

-b-'--^^',,^*+ 

/:  (•'• 

V 

+  2  (/„  • 

+ ?„r' 

2iV,y,  +  m,] 

(.1*  — 

./•j* 

_  ^'«  !/o 

+  9)1. 

^. 

,.x» 

+  2Jtf,.T  +  A,— 

-■^» 

'*  +  ^^l 

A- 

-1^'» 

'^^rch  Differentiation  erhält  man  aus  letzterem  Ausdrucke 


it*,: 


_^^?^  =' 


r/.r 


^   •^4'>VVo-*-3)?o  >--^o) 


/Lo.r.Tj,-hA/„.T-4-.r„ 


11. 


xMan  beweist  ftir  f  =  o  leicht  die  Relationen 


9'  =  in". 


9"  = « +  i  f  "f " 

r'={f',9"-2«. 

6* 
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und  damit 

Die  Substitution  dieser'  Werthe  ei^ibt  ohne  Mühe 

+(T/■.^'-49.')(■-^-■'r.)^y-yo)  +  7(i/■.T--?.''-8."^-2G)(«•-^.)*(y-».:' 

Wendet  man  die  ürarormung  des  vorigen  Artikels  an,  so  geht  wegen 
Kfi^y)  ^  ^t^  die  vorstehende  Gleichung  Über  in 

WO  die  rechte  Seite  durch  Vertauschung  von  x  und  ^r,  sowie  von  ■ 
und  y^  ungeändert  bleibt. 

Dieser  Gleichung  sind  die  Werthe  der  Coefficienten  a  b  c . .  im 
entnehmen,  und  zwar  erhält  man 

ftw.l.  =  i.9»,  -  2a»J  +  2l?y.  -  j  Gy, 

CM.,§.  =  1.91,  -  291J  -  2 lyyj  +  jGyl 
",«^'.1.  =  V.iV.  -  2iV»-  2l'Ja?J  +  y  Ga?J 
b,  ivj,  =  M,a»o  +  2m'>x,  +  2  M,'y,  +  I  Gx,y, 
r.M'.l.  =  Af,9f.  +  25«J.T,  -  2l^«yJ  -  |  Gor-.yJ 
^  M'ob^,  =  9»»^V.  +  2  A7.y,  -  2Ü)tX  -  i-  G.Tjy. 
'•i«'.l.  =  iV.i)?„  -  25R:;rJ  -  2iV»y||  +  j  G.rJyJ 


Hieraus  berechnet  man  sogleich 


V]  Zur  Redi'ction  elijptischbr  Integrale.  77 

pwj,  =  V.H',rx,  -  2  W,  ■XX,'  -  (2i>;  -  '^  G)-x  -x,i' 
P.«-,l,  =  3R,Wxx,)  +  2y,n\  .aro-,:  -  (2Ü»J  +  j  f;.y,);x  -  x/ 
,»,«•.1,  =  «JV'iJx;  -  2ylW,  XX,]  -  (2iRJ  -  i-  GyJ)(.r  -  ./■,* 
,.r,^,  =  L„%<yy;-2W,{yy;:-{2L1-JG):y-yf 

},«•,?.  =  A;9B im)  -  2J^112B.  uVy.)  -  (2A?  -  j  <ixl)[y - y.)* 
»';jy;  =  Ly*  +  2  .Vy  +  S  =  «x*  +  2SWa;  +  91 

=3  yla.-»y'  +  2ifa?yta:  +  y, +  C'(x»  +  4a;y +  y*)  +  2Z)(x  +  yi  +  E 

sowie  analog 

und  überzeugt  sich  ohne  Schwierigkeit,  dass  die  hieraus  enlspringen- 
den  Wertbe  von  . 

j  _  (g.y.-^3».)g.'?-  ^  (m)  -  2  >g.gg.  (yy.)  -«-  (^  ^.* + i  « ^^.!  (y  -  y,^* 

i.SB(yy.)-2S.(Vy,V-(2LJ-  +  G)(if-y,)*  

- .V,3B (i^y,)  +  2jr*Myy^  +_  (2 iV^-l  Garj! (y - y.V* 
~  >..V.  +  a».i|..?+  itf.ffiiyy.)  +  ^a^aSB. (yyj  -  (2^/«  +  i"«.Tj"(y-y;,* 
?.y,  +  aW,)g,g-g»,VV(a-jg  -  2y.VV.(.ra'.)  +  (2gB;  +  |Gy,)(x- j,)* 

l>, H^(xx,)  -  2  W,  {XX,)  -  (28J  -  i  G)  (x  -  xS 

-  %Wixx,)  +  2yl  W, [xx,]  +  (291?  -  i  Gyl)  (x  -  x,]* 


if  = 


)'.y.  +  SW.)|,|  +  a».IV'(a.r.)  +  2y.Tr,(x.r.)  -  {2W,  +  ^Gy,){x-x,]* 
^  den  Resultaten  des  vorigen  Artikels  in  Einklang  stehen. 


12. 


Es  würde  noch  übrig  bleiben,  auch  im  Falle  f/„  nicht  ver- 
j^chwindet,  von  den  Coeßicienten  n ßy..  zu  den  Coetlicienlen  ab c. . 
■iberzugeben ,  mit  anderen  Worten,  statt  nach  den  Potenzen  von 
t—t^  und  y — ij,  die  Entwickelung  nach  x  und  y  vorzunehmen. 
Hierzu  fuhren  die  Gleichungen 


y 
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W 

«  =  a  ,                 [i  =  ay^-^b  , 

a,  =  aa'o  +  a^ 

7  =  'n/l-^^htf^-hr  , 

«4  s=  ajr'J  +  2a,Xj  +  rt, 

Itulessoii  wollen  wir  uns  der  Ableitung  der  resullircnden  Ausdrucke 
Tür  den  allgemeinen  Fall  überheben.  In  der  Thal  sind  schon  die 
Formeln  der  letzten  Artikel  ihrer  grossen  Allgemeinheit  wegen  ziem- 
lich compiieirter  Natur:  eine  wesentliche  Vereinfachung  dagegen  Iritt 
bei  der  Anwendung  auf  specielle  Fälle  ein.  Es  sollen  desshalb  die 
gefundenen  Resultate  an  einigen  hervorstechenden  Beispielen  erläutert 
werden. 

Als   erstes   Beispiel   behandeln  wir  den  Fall,    in  welchem  die 
Coelficienten  a  b  c, ,  den  drei  Bedingungsgleichungen 

unterworfen    sind.      Alsdann   fallen    die  AB.,    mit   den   3(35..   zu — 
sammen,  so  dass  sich  neben 

/*  =  f*  =  S]£l  =  Aj*  -h  ^Bx'  -h  6C.r*  4-  4/).r  4-  E 
die  Ausdrücke*) 

f  =  '/'  =  '/?'/1  =  .l//^  +  4i?//  +  6Cy +  4/>^  +  /i' 

^  =  '«//'  -♦-  6/\ //"  -♦-  1 5 /,//*  +  20/3//»  +  1 5 /,?/«  +  6/5^4-  I, 

ergeben.     Um  die  rationale  Gleichung  /'(x'y)  =  o  abzuleiten  und  di 
Coeflicienten  «{iy.^   zu  berechnen,    hat   man  zuvörderst  die  Gross- 
k  =  ](j  —  l'c\  zu  bilden.     Man  erhalt  im  jetzigen  Falle 

-*•  '3  ;•'•  -^•  y   ^•*  -*•  8  •'*.'/  -•-  //* '  +  3  '1  •'*-*-  3  ^^'V  +  .'/*  •  -•-  3  's  k  -»-  *;  -♦-  U  J 
—    y  —  .r   Ä  -h  ^.  -  //  —  .!•; '  [/,  ./;«  -h  jy  -h  //*  *  -f-  6/,  ^r  4-  //.  :.r*  -*-  .t//  4-  ?/*;  -♦- 

-♦-  3'V  5'*  +  «•'•//  +  5//*.  +  i«'.v/'-  -»-»'  +  9'4l 


•■    Wegen  der  Bedeutung  der  Coerticientcn  siclie  Art.  6. 


W;  Zur  Keductiox  elliptischer   Integrale.  79 

Damit  wird 

s^^y-fjo  :yo-<  ['o•^J«/^^-3VJ^1!/^:J^o-^•yo^-3'^•^o,yol•^J^ 

-»-  'y  -  y^^\h<yl  Ay^,  -  3  ^'o  +6/,  a-j/z^  [zyi  -  u|.  + 

+  3  '»^••:4//J  +  öj-^y^  -  4«^'oy«  -  j^^J;  +  4's;y3  •*-  6  j.y.  -  2a^j.  + 

+  2 >i' - -''o  \u - ^0  l'ü ^•Sv2i3yo - 4^\  -^•  6«, Jo^J (J/J  -  ^'^'X)  -♦- 

■+•  3 '4  >yJ  -  4^»'6!/o  -  3 ^^  -  6/5 av  -  'el 

+  6:j-a-,  y-y^*:yo-*i\]Vo^-lyt'^2i^.r^y^^^j^^         + 

+  2  .. r  -  JT,. *,y  -  y,  ^i/„ -  j-;. l/oyj ;2ao  +  Vo)  "»-  6 /, yj  -x^  +  y;:  + 

+  6 1,^0 1^0  +  2  y^]  -^  2 1\  ;ar,  -f-  5  ^o '  -^•  3  '4I 

-♦-3',('^o  +  3i/o/+4*3l 
und  (lui'ch  Buchstaben verlauschung 


■o."^ 


woraus  die    Werthi»    der   CoefVcieDten    «  (i  y--    entnommen    werden 


könnea  *^ 


13. 
Da  in  der  Integralgleichung 

ydx 

Vo 

X  und  y  vertauscht  werden  dürren,    so  muss  diese  Eigenschaft  jetzt 


Jp^       rvdx 
f     +/     y  =  o 


g  .2' 4-1;  T 
*i  Die  Goefficienten  ußy,.   In  -^ — - — ^-.erfüllen  die  Bedingungsgleichungen 

«I  —  /^  =  «  >o  —  yo)   >  ««  —  /  =  («I  +  Ä  i>o  —  Vo) 

/'i  — /i  =  lo  -  '^0  =  7  (a^o  -  yo!(2/^i  -y-ßi^f,  -  Vo)} 

=  Y  >o  -  .Vo.  {2/:?,  -«,-!-«,  'X  —  yol) 
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auch  der  äquivalenten  Gleichung  i"^^+ij^r  =  o,  mithin  d 
Functionen  S  und  T  zukommen.  In  der  Thai  lassen  sich  dieselb< 
auf  die  Form  bringen: 

-♦-4'3//o('^J  +  3*^'oyo  -♦-»?)  -*-  3'4yo\2a-o4-  3^0)  "»-  6«,.Vo  + 

-  2  .r  +  \i]  if/^  -  a-J  [3  ifX^yl  -*-  2 t,yj  (3^0  +  I/o)  +  3 ^^o  («^'o  +  ^o '  -  'J 

-  //n-'''o'  [4'.v^o.yJ  +  3'4//J(3«^*o-*-i/o)  -♦-  öijyot^'o  +  ,Vo-  -♦-  'f.  •^0  +  3.70  I 

-h  2  .ry  ■ /•  4-  y.  [y^  -  fTo  ■  [ -  '0 ^JVo  -♦■  3  'i '^0  {^0  -*-  yo)  -♦■  2  »3  (3  a-Q  4-  »/o^  +  J 

-  ;.r*  4-  //»)  [/o^l'/J  -*-  6/,aJ//J  4-  3'f  •^Jyo(2J^o  +  3.Vo)  + 

+  4 '.v'o  ''•!!  -♦-  3'''o//o  +  //?)  -*-  3'4«J^o'3*''o  +  2*/o   +  (>hr,  + 
+  2.17/  |/o.rJ//J  4-6/,  .«•*«/,  4-  3'4<i!  (•''o  +  4,^0'  -*-4',i-^*o'/^J  "♦-  3-'o!/e  -^Vl 

+  3 '4^0 ;4^'o  -*-  .Vo'  +  6 «5  »/o  4 

-  2  .r  4- //    //o  -  ^0  l3  'i-'S^o  +  2 /j.rj  (Xo  4-  3i/o]  "»-  3 '4-^0 >*o  +  //o '  -  '« 

-  //o - •'•o  [4 '3 -'il //« +  3 '4 ^'l  -''o -*- 3 J/o)  -♦■  6 /^ ./•, (a-^ 4- t/c '  +  'ti  3 ^'0 -»- //o 

Hierbei  sind  //,  =  />,    a^  =  c,    6^  =  1;,    geworden  und 

/'  ,r  //)  =  a.r*//*  4-  2  hjy  .r  4-  y  4-  f  •/'*  4-  //*;  4-46,  j-y  4-  2r,  .r  4-  y)  4-  c, 

=  a  ./*//*  4-  2  A.r//  .r  4-  //  4-  r  ,r  —  //)   4-  2  (2  />,  4-  f]  -ry  4-  2 1\  (.r  4-  //  H 

wo  man  schreiben  kann 

^0 ''  =  i"« [/'o  +  :^'n  -  //o  //«('«yj  •«•«  +  //ü'  +  6*\  j-„ 4-  «/o/ .'/J -*- 

- ';u  1^0 -  •'•« - //n ' -^0 ('o'*2 /'V  +  //•  +  ö'i •''!! v^'o -*- //o  -»- 

-»- 3'i''o:5^o -*- 3//0' -»■  4'.v4**o  +  y«  -*- 6/4» 

Ä„  26, 4-r    =  3  ,i„  -  //„  [i*,(2  /,  .i„//ä  4-  /^yj  3^0  +  //o   —  '4  .«^o  -»-  3^0   —  2  <;, 

+  ',0(2  /, .'•;!//„  4-  /,,r*  >r,  4-  31/,;  -  /,  3av  4-  y«;  -  2 1^)] 

wUhmnd  die  Werihe  der  übrigen  (".oeflicienlen  abc.  ohne  M 
aus  den  xorslehenden  Ausdrücken  für  S  und  T  abgelesen  wei 
können. 
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Man  hat  nunmehr  die  Ausdrücke  zu  bilden 


j  ^  l  -  ^f  -  2^1^ -^t  ^ ^  .y*_±f  _^i^. 


Cf 


_  f  —  fta^*  —  2  6,  .!•  —  C|  __  c  .X-*  -h  2  c,  .r  -«-  c, 

i  =  - .,  j-  = j Ti  I  («2R  -  bV)  f  +  (oSl  -  c?)  y  +  (65«  -  m 

"if  lOy*-*- 2  01/4- C) 


»y(;6*— a6j)//«-|.(6c  — rKjly  +  ft^G-ftc^)] 


2 


:^licaR--c.«)y*-h(c-Ä-c,i';iy+(c,5R-c,aK)  + 

<t,r         rtj*4-2  6.i;4-r 

-h ^((6*  —  «6, ) a:-*  -h  (6c  —  (ic^)x 4- 6, c  —  ftCj)] 

2 


_  [(cV  -  c,  LI  J[:*  +  (c.V-  o,L) .r  -h  (c,  N^c^M) 


f +  6x*-i-  26, -hc,; 

-h  $(  (6,  c  —  6c,;  X*  +  {cc\  —  6c,)  X  4-  cj  —  6,  c,)J 

um  die  Transformationsformcln  für  das  jetzige  Beispiel  vollständig 
zu  haben.  Indessen  wollen  wir  uns  damit  begnügen,  ein  paar  spe- 
zielle Falle  näher  ins  Auge  zu  fassen,  in  denen  ij^  verschwindet, 
oder  unendlich    wird,    oder    eine    Wurzel    der    Gleichung    //^  =  o 

darslelU. 

14. 
Für  f/^  =  o  wird 

*o  =  —  2xJJ^xl  4-  3/,.tJ  4-  3^5^*0  -♦-  'J 

2Ä-,6,  =  -lo(3'4i^'J  +  6/,ji-,4-/j4-y/?(3/4a'I-^4'.v^'J-^'V 
Ä-,c,  =  —  tj^x^  4-  V/i'a'o [2 /, j[J  4-  3 '4'^-J  -  'V 

Für  f^^  ^  00   dagegen  hat  man  zu  setzen,   da  sich  die  höchste  Po- 
Ceoz  von  y^  als  Factor  überall  weghebt: 
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^0^*  =  f'Jü  +  3  V^  (/o^J  +  2  /\ ;r„  +  /V 
2*0^1  =  -fo('o^'J-*-6/>-o-*-3't)-*-*^^M'o'^-I-*-4's«^«-^3'4 

^0^1  =  -  ^0  (3  'i^'o  -♦-  2  «3)  -  3  v^^  i^o  ih^'l  -^  2  /jj^o  4-  /,: 

Von    besonderem  Interesse   ist  der   Fall  //^  =  o.     Zufolge 
Formeln  des  Art.  1 1   hat  man  alsdann 

'¥W{xx,)Wiyy,)  =0 

In  diesem  Ausdrucke  darf  man  jetzt  nicht  allein  x  oder  //^  ii 
oder  y  beliebig  vertauschen,  sondern  auch  x  mitj/^,  sowie  j;^  i; 
Dadurch  erhält  man 


so  dass  neben  den  Formeln  des  Art.  11   die  folgenden  gelten 

«M-^o^o  =  ^^^'Xyo)  -2/l,(Xo— »0)* 

hw\^^  =  BW[x^y^)^2B,[x^^y^)^ 

^M.'o?o  =  ^-  'V^l^'üZ/o)  -  2  C/V^o  -  «/o)*-  2  lK,(a:o«/o)  +  ^  ^  (JPft  -  y.' 

w,^Ayl^lByl^iCy,^D 
Weiter  ergeben  sich  die  Werthe 

Pi«^o^o  =  MW[x^y^)  -^  2xW,[x^y^)  -(23/,  +  ^  (t\r)(Xo- //,;* 


!7i  Zur  Reduction  elliptischer  Integrale.  8tS 

9.'<vi'..  =  3)^'^'  -^«//o  -»-^yUV^oyo)  -(29»,  +  ■  ^'y)Ko-»/,;* 

welche  ziitbige  der  Enlwickelungen  des  Arl.  1 1  durch  Vertauschung 
von  X  uud  x^  resp.  von  j/  und  y^  ungoilndert  bleiben  müssen  und 
desshall)  auch  auf  die  Form  gebracht  werden  können 

/',  '^'o?n  =  '^fi  ^y  ^Uo!  -»-  2^0  '^'1  \^y^»i  -  (2  ^w,"»  +  j  (;.x-o)  ;«i^*  -  i/o  ' 

7 '*'« f 0  =  i'.» ^^'  »*o y '  —  2  n\  x^y)  -  ( 2  i'y  —  j  G )  a-^  -  y ; * 
7i  '<olo  =  3)?„ Vr X «/;  -h  2/A, IV',  './o//  -  ( 2 ü»y  +  I  Gy,)[x^ - .y : * 
7i  «'ol«  =  %^y[^'ny'  -  2«/J  H',  u-,//  -  (2^Ji«  -  ~  r;»/j);a„  -  y' 

Hieraus   ents|)ringen  eine  Menge  verschiedener  Formen   für  die 

Substitution 

X  =  'I^lSx  ,  y  =  tUh         u.  s.  w. 

1  P 

welche  einzeln  anzuführen  nicht  nöthig   sein  wird.     Die  letzten  der 

^orstchendeo  AuädrUcke  liefern 

-  31,  W^x.y  +  2ylWa;y  +  ■z'ifl',  -  \  Gyl  (.r,  -  y* 
«-.so »;  -•-  2»,  \V y  „.'/■  +  2//,,  n'i  .«•„.»//  -  ;23Ky  +  4 «y,;  IX,  - y, * 

luilhin  \vegen 

i'.y.  +  ÜR,  =  tt-o  ,  l'Jy,  +  ÜW?  =  1 1',  «'„ 

a»,y« + «.  -  -  «\,»«  •  a»yy„ + 1«?  =  |  «•, ,«-,  +  3», 

Wix^y]  —  ^o.-J^o  -  yf-^o'i 

(2??  -  1  «j  (J'o  -  y*+  2 IK,  (x,y)  —  V„  W\JL.„y, 

y,  W'>,i^  +  ;"'o  +  ^^  >. - y*-  y^^^r, 
a»,H',r,y,  +  2y;iK.:x,y)  -  (2SKJ  +  Jt «yj ur,-y)*+  «',|,ij 

»«^  'Xy)  -  ^'»  (a-'o  -  y)  *+ 1» '/ 


j"-y,  s  «c„  , 


=  't'. 
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Vertauscht  man  hier  x  und  y^   so  gehen   die  Gleichungen   der  um- 
gekehrten Substitution 


y  -  ^0  =  '*'o  7 


2M?o(^  — Xj* 


hervor,    welche   bereits   Art.   lo   in   der   nämlichen    Form   gefunden 
worden  sind. 

15. 

Man  kann  die  Function  f{xy)  im  gegenwärtigen  Falle  auch 
direct  ableiten.  Im  Artikel  4  wurde  gezeigt,  dass  die  Integral- 
gleichung (1*) 

sowohl    der    Gleichung    /*  -^=  T   -^    wie   der  Gleichung 
/    "t"  +  /    -■-  =  o  entspricht,  weil  bei  der  Quadrirung  von  (I) 

der  Unterschied  des  Vorzeichens  wegföllt.     In  der  Formel 


*i^dx  ^  pydy  _  pydx 


aber   dürfen  offenbar   x   und  y^   vertauscht   werden ,   so  dass  diese 
Gleichung  auch  durch 

x-y  ^o-yo 

oder 

ersetzt   werden    kann.      Diese   Relationen   gelten   jedoch   nicht    fui 

J^   -I- r    =0,    vielmehr  erhält  man  in  diesem  Falle  durch  Umkehi 

des  Vorzeichens  von  ^ 

i^-y)*  i«0-yo)*    * 
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und  folglich 

als  äquivalente  Integralgleichungen"^). 
Schreibt  man 

2[x^—yS 

SC)  wird 

folglich 

t{/.y*+23fy  +  iV-€(;r-y)*}  =  ^—^ f -[ ^--' 

Hieraus   bestimmen   sich    die    Vorhältnisse   der   Coefficienlen  ab  c . , 
minelst  der  Gleichungen 

c€,  =  «jfc^  =  —  (C  —  AE)  —  Ce  +  €* 
ft,e,  =  1 C.  -  i- (C*- /l^)  -  Ce  -  i- «» 

'^^l   die  Substitution  x  =  ''—-?*  seht  über  in 

q        "^ 
_e,,i^{B,^Be]y^^[lC,--{{C'^AE)^2Ce^e*]y--iD,^De] 


X  = 


,yt^-.yl€)y*4-2(Ä,-Ä€)y  +  i(C*-y!£j-Cfi  +  £* 


*)   Durcli  Vertauschuiig  von  y  und  t/o  gehen  aucli  die  ferneren  Gleicliungen 

/»Jt:  /»y 

^    I      ±  /      =  o    hervor.     Euler   und  Lagrange    haben    bekanntlicli   das   voll- 

•.-      ,  dx       all 

"^naige  Integral  der  DifTerentialgleichung  -:7-  H — ^  =  o  auf  die  Forin  gebraclit 

/  !_"T.^' )    =s  ^  (x  -1-  y  *+  4/jfx -h  v)  -h  consl. 
Vx  — y/ 

■^o  die  Integrationseonstante  =  (26^  —  0)  —  ar^  ,  wenn 

/^  -f  V    =  ciar*  1/*  -I-  2  6  X V  ^r  +  y;  -|-  c  (ar*  -h  y*   4-  4  6,  nry  +  2  r^  (rr  4-  y^  4-  o^  =  O 
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Zur    Berechnung    des   Factors   ^^    kann    man    x  =  x^^   y  =s 
setzen,  woclurcli 

FerniT  führt  tlio  Gleichuog  A  ^  6*— nr  auf  die  Formel 

46'—  Ge  ^  fl  sx  4£j 

Vergleich!  man  iiiermit  die  Formel  des  Art.  7 

4A=*-GA-//=  A* 

und  beachtet,  dass  X  in  f  übergeht,  wenn  man  y^  statt  x  und  - 
statt  ^  schreibt,  so  eriiält  man 


t 


WO  das   obere  Vorzeiciien  zu  nehmen  ist. 


16. 
Die  Gleichungen 

5>4  i»4  ^^  •?!  5>«  _.  ^jL^/_i_5L!Mi  M  Vi  ^_5»i.Vt  -«  5>i  'li  "r  ^^  l/» 

i:  ,  ü *:  ,  «         ,    t« .,    i:« 

51 '/l ^5i'/l    j^    '/IM       _'/«54 

'^)  sind  als  äijuivalente  Integralgleichungen  für 

pJ^dx        pvdx  .  pydx        pVod^r 

I    ^  ^      T       '"•'''       /     ^  ""/     i 

gefunden  worden.     Für  die  Normalform  mit  dem  MchIuI  x 
erhull  man 


*)  Dm»  obigon  Formeln  sind  oinor  loicliten  Transformation  t»\\\ii,  sofern 
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u.  s.  w.     Fuhrt  man  daher 


Vi — x*sin*9?  =  ^((/),x}  =  Jlcp  ,         xx  4- x '*/.'=  i 
ein,  so  entspringen  die  Transfprraalionsforraeln 

sin  (p  —  sin  y^  ~~         sin  iff  —  sin  ip^ 

sin  (p  —  sin  tp  sin  ^^  —  sin  i//^, 

sinqp  —  sine//„  sine//  —  siny)^ 

ixloi  mit  Benutzung  der  Identiü&t 

'mfi(fJ(p^  -I-  Qoscp^jip)  [vo^ffjfp^  —  cos<p^^^^(p]  =  x'x'(sin*(/?j^  —  sin*y/) 

cos  <p^(p^^  cos  f/>,j  ^  y-  ^  cos  iff^ip^^  —  cos  Xff^Jl^f 
siny) -f-sin^o  sin  e// 4- sin  i^„ 

cos  (/)  zr/ 1//  —  cos  i/;  ^  y  __  cos  r/ „  ^  (//„  —  (*os  i//y  ^  (/)j, 
sin  y)  -I-  sin  \l>         ""  sin  <jp„  -i-  sin  i//y 

cos  (pJxp^-k-  cos  e//y  ^ </.        cos  i//  ^  y^  -h  cos  y o  -^  </' 
sin  </)  4-  sin  i//y  sin  ip  4-  sin  f/^y 

ilurch  welche  die  Integrale 

in  einander  übergehen. 

Man  kann  die  gefundenen  Ausdrücke  auch  als  AdditionsforiDeln 
ftJ»'  die  Integrale 

r9       r^o  _  p^       p^        p^  d(f» 
•^9o      ''90        ''sr       •^V'ü       '^^o  '^^f 

iiBsehen  und  mit  Wegschaffung  der  Nenner  auf  die  Form  bringen 

^osy  sin  V'^Vü  "■  cos(/)u  sin  </'„^</>  =  sin  </>  cos  ipJ^f^  —  sinf/)(,cosi//jj^t^ 
^■^isy  sini/^a^f/)^—  ^osf/»o  sin  (//_/r/^  =  sin y^  cos  (//^(//y  —  sin  y^  cos  e/Zy^e// 
cosi^^sini//^f/)^ — cosi// sin  i^y^qr  =  siny  cosf/)o^i//„  — cosy  sinf/?y^e// 
sittycosi/f^^^jj  — siu^y  cosi//^y  =  cos^ySini^j/i//y  —  cosr/>  sin  i//y*i/i// 
siny  co^\fßJ(p^^  s\x\(p^cQsxp^Jip'  =  cosijp  sin  ipJtpy^  —  cosf/^ySini//yzr/(/^ 
cosi/;sine//^j^f/>y  —  sini// cosi//„^r/)  =  cosy  sin^o-^'/'o""  siny  cosyo.;i/<// 
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n 


Aus  dem  Additionstheoi^om  geht  für   ^  =:  i^^   die  Verdoppelung  des 
elliptischen  Integrals  hervor: 


nebst 


17. 

Die   gowöhnhcho   Form    dieser   Sätze   ergibt    sich    für    if^  =  o 


^,  =  X- 


Jo  Ja  Ja  t/y  t/o      "^9 


0 

cos^sini// 

cos  y)  sin  X 
cüsx  sin  1// 

sinycosx 
sin  ^  cos  i// 
sin^cosi/; 


sinx^</>-»-  sin^pcose//^x 
sin  i//.^^)  —  siny)  cos^-^i/' 


sin  X  cos  i//  ^f/5  -4-  s 
sini//_/x  —  cosr/)s 
eosy;  sin  i^iJ^-^^ 
c»osx  sin  i/i^y  —  s 


ny^X 
nx^tfß 

VLipJlll 


Durch  Autlösung  dieser  Gleichungen  erhält  man  sogleich 


sin(//  =i 


siuf/)  cosx^X  "♦"  ^osy  sinx-^V'  siny  cosr/'^x  "*"  ^i^Jf  cosx^^y 

^  cosf/)cosx4-siny)sinx-^y'^X 
siny  cosx^(p  +  cosy  sinx-^x 


eos(/>  = 


j/(//  = 


I  —  x*sin*y  sin*x 

sin*x  —  sin*y> 
cosfpsinx^(p  —  sin<jpcosx-:/x 

cosf/)  i'osx  —  sin(/>  sinx-^ff-^x 
I  —  x*sin*r/)sin*x 

sinx  cosx-/</>  —  sine/)  cosf/)^x 
cose/)  sinx*^7>  —  sinr/»  eosx^x 

Jip^X  —  x*siny  cosf/)  sinx  cos X 
I  —  X*  sin*  9)  sin*  X 

cosy  sinx^X  —  ^*^i'^  V  cosx^y^ 
cos(/^sinx^y  —  sinf/)cosx^x 


JifJx  +  x*sin()r>cosy  sinx  cos; 

cos*f/?  cos*x  "  x'x'sin*  r/>  sin*x 
coscjp  cosx  -♦-  sinqn  sinx^y  ^x 

cosy  cosx-^T^^X  ""  x'x'sinr^  sii 
JifJX"^"^^  sinqp  cosqp  sinx  cos 

cosy  cosx-^y^X  "*"  x'x'siny  sii 
cos  qp  cosx  +  siny  sinx^y-^x 

x'  +  X*  cos*  9)  cos*x 
JipJx-^  z*sing)cosy  sinx  cos; 
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.•-i..         .,:-.« 


_  sinycosx^X  +  cosy  sin/^f/)  _  sin  x  — ««n  </) 

cosif  cos/  —  simpsinx^ff-^X  ""  .sin/cosjf^f/)  —  sinc/^ costpJx 

s\n (p  cos fp/:^X  -l-^inx  cos;f^y)  sini/)  cosx-^ff  4-  cosr/'  sin;^^;^ 

cos*ycos*x  —  z'x'sin^y  sin*x        rosr/^cos/j///*.://  —  x'y.'sinr/)sinx 

und  OS  ist  nirhl  schwer,  sirli  von  der  rebereinstimmiinü:  dieser 
Ausdrücke  mit  den  seil  Eitler  und  Jacobi  bekannten  Addilionsrormeln 
zu  iiber/eugen. 

Die  obigen  Gleichungen  gehen  in  die  bekannlen  (rigonomelri- 
scbcn  Formeln  eines  sphärischen  Dreiecks  mit  den  Winkeln  y,  Xt 
.7  — V'  und  den  gegen  übersiehenden  Seilen  i/,  v,  w  über,  wenn 

i        I  —  cos  u  cos  V  cos  w 

In        SS  —    —  .— -- 

I  —  cosy  cosx  cos  0 
fol&;lich 

sin  1/  =s  xsinr/;  ,  sint'  =  -/.sin;f  ,  sin//-  =  xsini/^ 

CQS«  =  ^y)  ,  cosr  =  j/;^  ,  cos/r  =  ^i/i 

gesetzt  werden. 

Wenn  man  t^  mit  n — y;  vertiuis(^hl,  so  ninunt  d(»r  eben  be- 
>viospne  Satz  eine  bemerkenswerihe  Form  im,  sofern  die  (Gleichung 

/•9'       PX        p^-^ihf  ,       ,  /»T        px       (^         p^      d(p 

h      Jo       Jq  ^^P  7o        ./o       '/o        »'o    ^  *I^'^' 

ersetzt   werden    kann.       Wiihrend    beim    elienen    Dreiecke    mit    den 
Winkeln  y,  x^  V    '^*'*  '^'  =^  sixiy.,    //  =  sin;^,    z  =  sin  i/; 

0         Jq        t/o     Kl  —  iJP 

i-^.  so  erhült  man  beim  sphUrischen  Dreiecke  mit  den  Winkeln 
^ijf,  ip  und  den  gegenüberslehenden  S(»it(»n  i/.  i\  w  für  j'  =  siny, 
y  =  sin;f,    :  =  sini;;    die  Gleichung 

/»j      py       nz  (Ix  ^  i^       C^      r^    *^*f     —     k' 

Jo       Jq        »'ü    I    I— iC*    i  —  x*»r*        t'ü         t/ü        «/ü     -^'/>f 

V%'0 

^        I  —  eosf/  cos  r  (»os  w 
I  -♦-  cosy^  cos;f  cos  i// 

oder 

sin?/        sine        sinir  ,  ,,        /»i^f     (/^ 

X  SS  -^ SS   -r—   =  -: und  h   =i    1  -/ 

sm</^       smx       smip  Jq      ^vpy»: 

i^>eX'iA  Ist. 

▲kktaai.  d.  K.  S.  (;rft6UMk.  d.  Wi88«nRcli.  XX.  7 


/r 
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Die  Benutzung  des  sphärischen  Dreieckes  zur  Conslruction  des 
Additionstheorems  rUhrt  bekanntlich  von  LAGRAfiGB^)  her,  doch  hat 
derselbe  das  sphärische  Polardreieck  zu  sseiner  Conslruction  ver- 
wendet, oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  das  Dreieck  mit  den 
Seiten  y,  x^  V'  ^^^  d®"  gegenüberliegenden  Winkeln  i#,  r,  t— «r, 
wobei  die  von  x  abhängigen  Gleichungen  unverändert  bleiben. 

Man  schliesst  aus  dem  Vorstehenden,  dass  mittelst  der  an- 
geführten Substitutionen  aus  jeder  Formel  der  sphärischen  Trigono- 
metrie eine  Additionsformel  für  elliptische  Functionen  abgeleitet  wer- 
den kann,  und  umgekehrt  liefert  jede  Gleichung  zwischen  sin  cos 
und  ^  der  Winkel  tp  x  V^  ^'"^  ^^^'  ^^^i  trigonometrische  Relationen, 
welche  sich  auf  das  sphärische  Dreieck  mit  den  Seiten  u^  v,  w  und 

den  Winkeln  y,  x^  ^  —  V'   "^^^^P-  "^'^   ^'^"^  Seiten  y,  ^^  ^'   und  de« 

....  •    ,  1      •  L  ..1        j  sin»/         sinr        sintr  .    ^ 

Wmkeln  m,  v.  ti  —  w  beziehen,  während  x  =  -; —  =    .      =  -. — r  i??»- 

sii\(p        sinx         sm(/' 

Jacobi  hat  in  seiner  Abhandlung  »Sur  la  rolalion  d'nn  corps^^"'^^ 

m 

eine  Zusammenstellung  derartiger  Formeln  gegeben,  aus  welcher  w^  i 
hier  diejenigen  folgen  lassen,  welche  von  den  sechs  oben  gegeheni 
verschieden  sind; 

X ' /. '  4-  z '  cos  y>  cos  X  ^'os  (//  =  JipJx-^^P 

z*  sin  tp  sin  x  cos  »p  =  Jtp  Jx  —  -^i/' 

z*  cosf/^  sin  X  sin  e/'  =  Jtp  —  y/x-^^l* 

x*sinf/)cosxsin(/;  =  j/^  — -^7)^^' 

z '>c 'sinr/)  sin  X  =  cos(/>cosx^</'  — cost/'j/y^j/X 

x'z'sinx  sin  ift  =  Qostp  J x-^ H^ ""  cosx^os^fjip 

x'x'siny  sin  i//  =  vosx-Jfp^i/'  —  cos<jn  cosi/'j/^ 

cosf/^  —  cosx  POS  (/*  =  sin  X  sin  tp^tp 

cosx  —  cosycosi//  =  sintpsinfff^x 

t'ostpcosx  — cosi//  =  Sirup  sin^^t/' 

Die  letzte  dieser  Formeln  ist  die  von  LAGRANtiE  abgeleitete. 


'     Theorie  den  fonctiom,    Art.  69,   70;    vergl.  Legendre ,   Traite  des  ponct 
eUiptiqueSy    T.  I,  p.  20, 

*'     Matliom.  Werke,   Bd.  2,   S.  171,   (^rrllk\s  Journal,   BiJ.  39,   S.  325. 
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18. 


7t 


Setzt  man  i^  =  — ,    y^  =  w,   i^^ 


X,    so  folgt  analog 


•'oi         •'«  »^cr  *' y  *' (0       *-*  ff 


%  eos^sinw  = 
x'sin(/>cas;f  i= 
x'cosf/)siiU'j  = 

x'co.sf/>sinx  = 

x'sin;rcos^(;   = 

x'siny  cosw  = 

•/'  I  —  x*sinf/^8in;{sinwi  = 

x*cosf/>co8xsinw  = 

x^sin^  cos;(Coscu  = 

X*  cos  f/)  si  n  X  cos  w  = 

cosy?  rosx  = 

cos/ cos  cu  = 

COSf/)  C08C(i  = 

x' '  sin  if  sin/  —  sin  co;  = 
x'  sinf/)  —  sin;f  sinw;  = 
X '  I  sin  X  —  sin  if  sin  io    = 


cos  lojffp  —  cos  </)  si  n  X  -^  w 
sintp  cos(ojJx  —  cosjf  j/w 
cos  10  ^X  —  sinr/'  cos;f^f(i 
cos  ;f  s  i  n  w  ^  y>  -I-  cos  </  ^  x 
cosx^tf  -•-  cos//)  sint'j^;^ 

//ip^X^^^ 
x'j/w  —  JipJx 

JX"^^^  —  x'^y^ 
dip  Jtü  —  y.'/Jx 
'As\x\(ps\r\x-^io  ^s\\\i^fJ(pJx 
sintp-ix^f'^  "~  >t'sin;f  sinw^r/) 
sinx-Jfpdoj  —  y/sin(p  sin  10.  Jx 
cos tp  cusy^.Jio 
cos  X  cos  (od(p 

cos  f p  cos  10  j^X 


^mi»  SS 


^  X  X  sin fp sinx  —  cosy  cosx-^^p-^x       ^^^X  cos^^y^  —  sin ip  cosfpx-^^ 

sintp  cosx-^<p  —  costp  sin;f^;f 


»--» 


X  X  -♦-  X*  cos*  1p  cos* ;( 


^  —  cosip  cos^  +  sxnip  sxnx-^ip^x        "^  cos*r/)  cos*x  "♦"  x'x'sin*(/)  sin*)f 


Jip^X  —  x*siny  cosy  sinxcos;^ 
cftsw  ::,  y'^»"y  cos;fj/r/)  +cosr^sinx^X 


X  'x  'sin  ip  sin  ;f  4-  cos  (p  cos x^tpJx 


» . » 


y.  'A'  •¥  r^ cos* f/  cos* x 


=  X 


sin*r|5  — sin*x 


siny>  cosx^tp  —  costp  sinx-^X 


^    ,  cosy  s\nx^^(p  +  sin f/»  cos^ ^x  ,  sin (p  cos(p  Jx  "♦"  ^^'^ X  cosx^^p 

m       ^  — —  - 


^  X 


JipJx  ""  >f  *  ^^>n  </^  cos  r/^  sin/  cos;f 


.1.  •. 


X  'x  'sinr/  sin;^  4-  cosipcosy^Jtp^x 
j    ^    ,  x'  si n  y>  cos  ijn  si nx cos^  -I-  -^(p^X  _     ,  si n  r/^  cos  x-^X"^  ^-^^  y:'  si n  x  -^ '/' 

sin  y»  cosx-Jtp  —  cos  tp  sin  ;f  ^/^ 

,  costp  cosx  4-  sin  tp  s\n x^ */  ^X 


r     0 


XX-*-  x*cos*(/5  cos*/ 


=  X 


I  —  x*sin*f/)sin*x 


=  X 


Jtp  Jx "~  y*s\nt/  costp  sin/  cos/  x  'x  'sinf/>sinx+cosy:cos/.:/</  r// 
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sinf/>  cos x*^ ff  -*-  cosy  sin^^x  sin*y  —  sin*/ 

sin <^  sin X «^ ^f  ^X  ~"  ^^^ V  ^^^ X  ^''^' sin* y  sin* x  •"  <^<*"** 'i 

eosf/>  sin^^y  +  siny  fos/zr//  siny  cos(f^x  "♦"  -^^''^X  ^''^ 

Für  y^  ^  o ,    1/;^  =  c»i ,    (f  =s  ^)  und    i/»  =  —   erliJlll  man 


oder 


J^i^        put  ^  p\n        pin  ^   p\n  dtf    ^   wr 

f^  dip   p\^  (Up 

eost/;  cos  CO 

sincu  =  — 7~  ,  sini//  =  — ^ — 

^fo  =:  sini// eosoi  +  x ' cos i/^ sin oi  = 


X 

^^  (//  :=  ras «/» sin  w  +  x '  sin  \l*  cos w  sa  -^ 


X 


,sin0  ,  ,sin(c; 

cosw  =  X  — ---   ,  cosi/'  =  X  — ; — 

I  =  x'lgi/M^ro  .  x' =  Ji^fJo 

Dioso  Ri^lationen  &(;oslallen  die  vorhorgehonden  Ausdrücke  fi» 
(»osi'i  ./ci  diroct  aus  denen  des  vorigen  Aiiikels  filr  sini/»  c<»s 
ah/nleiten. 

Die  Verdo|)|)eluni;stbrnieln  endlich  liel(»rn.  filr  /  =  7 

V'        r^  dtp 
sin(/' 


oder 


lerner 


Oller 


i4-cosi/'         "^"^  ^'     ^ 


sin(/'  sin  y  cos  (/^  sini/^        t|Sf/~ 


COSCJ  '^  2   '  Jfy 


x'sin(a4-^w  .  A'-k-Jio  Ja 

c«»s<'j  ros(«>  siny  cosy 


37 
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19. 


Als    zweites    Beispiel    (s.   Art.  12)    betrachten   wir   den   Spe- 


cialfall 


2b^C^   =  6c,  4-6,0 


8  =  I)  =  o       oder       2(^^h^  =  (ih^-^aj)  , 
>voinit 

Folglich  ergeben  sich  (i  und  das  Product  516  als  Wurzeln  der  cubi- 
ächeo  Gleichungen 

oder 

inilhin  wegen 

4//-^;;.  — //  =  o 


s=  -;. , 


«(£=  r;-3r-  , 


1;'-  =  V-6V+e 


Die  Wurzel  /.  kann  für  reelle  Werlhe  von  G  und  //  stets  reell    und 

von  gleichem  A'orzeichen  mit  //  bestimmt  werden,  während  die  beiden 

anderen  Wurzeln  /.,  und  /^  der  cubischen  Gleichung  entweder  gleich- 

felk  reell  oder  conjugirt  complex  sind,  je  nachdem  6"—  27//*  positiv 

oder  negativ  ist. 

Fügt  man  die  weitere  Bedingung 

liinzu.  so  werden  $1  und  @  Wurzeln  der  (piadratischen  Gleichung 

OT*—  öilinr  —  3A*+  (i  =  o 

Kolglich  erhalten  S(  und  ©  reelle  Werlhe  Tür  i2A*>C.  Da  aber 
-^  =  4/.* — (f  [)ositiv  gefunden  wurde,  ist  4A*>G,  mithin  können 
neben  ),  auch  ^  und  @  stets  reell  bestinunt  werden.     Da  ferner 


«e  =  r;-3X*  = 


f;'-27//- 

4«G-3^' 


.M»  erhellt,  dass  nicht  allein  %  und  ®  gleiche  oder  entgegengesetzte 
Vorzeichen  besitzen,  je  nachdem  C — 2  7//*>o  oder  <o  (d.  i.  je 
nachdem  A,  und  A,  reell  oder  complex  sind),  sondern  dass  auch  im 
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ersten    Falle  9(    und  @   gleiche  Vorzeichen    mit  A   oder  H  besitz 
wahrend  A'  zwischen  |(f  und   |(i  liegt,    wogegen   im  zweiten  Fi 
fif<3A*   und    C<3//   .      Uebrigens   können  9t  und  ^  als  Wur/ 
einer  quadratischen  Gleichung  beliebig  verlauscht  werden. 
Da  nunmehr 

flu _<y dy dy 


und  ff  beim  Durchgange  von  y'  durch  i  vom  Reellen  zum  Imagin^ 
übergehen  muss,  so  wird  man  y^  =  i  setzen  dürfen,  um  reelle^ 
drücke  zu  bekommen.  Bestimmt  man  nun  in  dem  elliptischen  D 
rential  dz  die  Variable  z  so,  dass  sie  für  x  ^  x^  verschwindet, 
erhall  man 

elliptische   Integrale,    deren    weitere   Heduction    auf   die    sogena 
Normalform  in  reoller  Form  keine  Schwierigkeiten  bietet. 
Setzt  man 

ff  =  A  >  —  rt   jc  —  b  ix  —  c;  a;  —  d , 
so  wird  bekannlermaassen 

256  256 

A  =  —  .1  f  a  —  hr  —  d-^  a  —  c  •  />  —  rf  } 

/^  =»  —  /l  {  a  -^d  'b  --  Ci  —  rt  —  6  •  r  —  f/ ;) 

A^  = J  (d  —  c '  b  —  d   -^  tt  —  (/  •  6  —  c! } 

und  mit  Berücksichtigung  i\ev  identischen  Gleichung 

a  —  C'h  —  (/)  =  (rt  —  hc  —  d)  +  [a  —  db  —  c 

16  ' 
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6  —  31  s=  ±  .  i  J  a  —  />  •  a  —  c  •  fr  —  f/  •  c  —  r/ 

4 


20. 

Bei  lier  Reduclion  auf  die  Noriualform  der  elliptischen  Integrale 
erster  Gattung  sind  sechs  Falle  zu  unlorscheiden: 

für  6  >  Sl  >  o  setze  man  u  :=    ,-    ■     <  i ,  wodurch 

Jr^dx  ^   /'SP  äff  __    I      ä*ff      d(f 


für  6>  o,   91  <o  selze  man  y  =  cosy  <  i  ,  wodurch 

^  prdx r^  dff  1  ä'ff      dfp 


für  31  <  6  <  o  setze  man  y  :=  .  /jf^x)  <^  i  ,  wodurch 

Jj^-rdx  __    /•<)?  dfp  ^        I  /•<)?       f/(/> 

j^7    "^^o    V— «oos*f/^-esinV  ""  y^^Jo    -^^1^ 

ftir  91  >  6  >  o  setze  man  //  =  -  — ^-^'-  >  i ,  wodurch 

r'''dx /»qp  r/y  _        \     rV'     d(p 

"  "Ix,,  T  ~  ~/«    Vä"-  e  sin*  ip  "  " /flJo    -^^Y^'^^ 

für  31  >o,  ®<o  selze  man  ii  :=  >  i,  wodurch 

r-T'dx Pf  ihf  I  /«SC     dip 

V«  _    <^  '*  _    31 

8-a'  "«-(i 
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für  6  <  51  <  o  setze  man  f/  ^  -l >  i ,  wodurch 

Es  ist  übrigeDs  selbstverständlich,  dass  man  wrgen  der  beivi 
liervorgehobenen  Vertausch  barkeil  von  %  und  6  mit  der  Hüille  d 
vorstehenden  Falle  ausreicht. 

Die  gefundenen  Ausdrucke  für  x*  lassen  sich  durch  die  coop 
nirten  Werthe 


/-*, 

I 
'y7  ' 

y"  , 

I 
X'*   ' 

X* 

x* 

und 

x* 
~  x' 

darstellen  und  als  Wurzeln  einer  reciproken  Gleichung  sechsten  Gra< 
von  der  Form 

beslimmen,  wo 

In  der  Thal  folgt  luillclisl 

(ff_    Ma+\  )  =  ^„'- -  „)  -  !L,. 


die  Gleichung 


r 


fJ    -  (J  H-  1  )    =   /    Z      (j^»--,4  -  I        a'  -  ff; 

Für  r  =  fT+      —  i   erhtill  man  folglich*') 


r'  =  ^  r  -  1 


Um  (/  durch  A  auszudrücken,  set/o  man  etwa 


a-cs'  -*       (£~a 


•^    Vergl.  Cayley  in  Crelle-Borcuardts  Journal,   Bd.  55,  S.  15  fg. 


M 
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x*x'* 


woniil 


f  =  — 


15A*-«* 


i6J 


4    3/.*-«;*  12^-«. 


--r--j  a  -  rf-ö  — CH- -} 


.Van  erkennt   aus  diesen  Ausdrücken,   dass  die   Wur/.eln  k^   und   k^ 

auf  andere    Werlhe   von   (i    und   x   führen    müssen.      Anderenfalls 

würde  (j  rational  durch  G  und  H  =s  ^(4/.*  —  G)   ausdruckbar  sein 

und   könnte   durch   Vertauschung  der   Wurzeln  a  b   c   d   nicht   drei 

Werthe  erhalten. 


Wenn  /;  =  1;^//,  ftlr  y  =  y^^  verschwindet,  so  geht  für  fi\^  o 
die  irrationale  Substitutron 


?.!.• 


tot 


^i»?» 


'/i^f 


a*  —  a\ 


ül>er  in 


bis* 


y  -  //o 


tot  ^0,. 

bi  st  _     Vi  vi 


=  O 


cc  —  x. 


Uf^-y 


Da    im  gegenwärtigen  Falle 

für  e>  «  ,    y  <  I  fj^  =  1/e- 17  ,  ;/,  =  Vi  -n' 


so   erhält  man  wegen  p^^t^^  =  2V12A* — G  =  2/1 


für  €  >  8t 


für  €<« 


0? 


tot 
bi  bi 


—  o-, 


0 


1/       14-y 

-:     W  211  ii 

'^         V  —  I 


Durch  Quadrirung  folgt 


y 


i-y 


resp. 


2X^k    =  a^^^^ 


Zur  Ableitung  von  /'(d:,y)  hat  man  im  jetzigen  Falle  zu  bilden 


^ 


i',  -  «^y»  +  r  _  i.  ß  ,       a»,  =  2y (r  — i-  6)  ,       3i.  =  (JA  +  (i«  _  -L  f;)! 

■ 

Selzt  man  hier  y,  :=  i ,  ij^^  o,  so  ergibt  sich  Art.  9  zufolge 

£  =  -  2 /iV, (y  -  I ;  +  [2  a  -  3  i;  ;y,  -  IfJ  -  /»»/-,]  iy  -  i  }* 

- ;« V;(y  - « i  >•  -  ^-.^  +  fi*  («  -  «:  .r  -  ur,.  * 

+  ll«-3^M</.'-^/".')-T/»V.'J:!/-')*';.r-^. 
-  I  j.i»  [C _  2  ^5 a  -  g;,]  y  _  , ;  rar  -  a-.)* 

+  |[,«-3^)(</.''-i/:;-T|i«V.''-8a)J:y-i;*;x-av» 
Subslituirt  man  hier  die  Wunselwerthe 

«  =  3A— Hl  ,         d  —  ii-i-n,         wo      jtt  =  v'i2A,*  — ir; 

so  folgt  wegen 

i'.y,+2».  =  «-3A  =  3^-e  =  |;«-e;  =  -|-;c-«:  =  -.. 
^«-^/•.(i-»;-(/-.+2^'-^*)';«-y)V/-;i-y;>-a-.)-2,.,ar-a-,* 


-(f/."-^^-Hf.«-H^-^")(.-.A^-v 


Für   die  nümliche  Funclion   erhielt   man   nach  den  Formeln  de:» 
Art.  II  millelsl 
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s »,»  « ?.»'+  2a»,y + 9t,  -  :« - A  v*- 4*» + e - /• 

=  ?y;+  2ÜHy,  +  i»l   =  2Ä  I  -y  V/.ii  -y*; 
».M  =  Vjy*+2ÜRjy  +  <Rj  =  ?,y,'+ 2Ü>l.y,+  9l, 

=  yG!i-y    +1(1  t-y    -hjft  <i+y  +  y; 

^  «  -1  r;  y  _  y,)  V  x  _  o-,;  *  -  2  aS,  ■  y,  y  I  jp  -  j.)  *—  2 IV,  oj,  x;  ;y  -  y,  * 

+  W,x,x)W[y,y' 
—  iX,jc*-»-2iir,.r+Av[2i  i—y !*  +  /«( i-J-y*;] 
-2(L:a-'  +  2<x  +  A';;;i-y)* 
—  2jH[i;i-y*;+-J-/i(i+y  +  y*)Jix-a',i* 

Die  IdentitSil  der  beiden  fUr  S  abgeleiteten  Ausdrücke  ist  leicht  zu 
verificiren.  Uebrigens  versteht  sich  von  selbst,  dass  fUr  den  Fall 
9>@  das  Vorzeichen  des  Radicals  fi  umgekehrt  werden  niuss. 


22. 

Die  Werthe  von  x,  y,  i  und  i,  anlangend  ergeben  die  Formeln 
(ies  Art.  lo 


j--jr. 


^i^,^- 1^,,  [2^,1  —  y)*-t- ^i  ,i-y*i]  —  2  [L\x^  +  M*)  {i  -y;*-H /i|,»? 
2^'?v«-y/*-»-2/i[A(i-y*}  +  ^^iH-y-4-y*;I-/.j2A(i-yi*+/«li— y*)l 

gg»('  -  yT  - /Uf  A^i  -y)*-H^t(i-y*)l 

/.,x,+  iir,)[2iii-y)*+/t(i-y*)]-2(Lja-  +  J/,"';i{i-y}'-/i^,ij 

I  — y  * 

L^x*  +  2M,x  +  \\  —  («  — ü)  (x  —  ar,;*—  ^,^ 


''S;«A+A*— i«Haj-.T,)V2(IJx*+2ir>+A7)-(«-Ai(I,xV2JI,a-+AV 


2/i(a;  — 0?,)* 


I.x*  +  2 M,x  +  .\\  -  («  -  A)  (x  -  x,) *  + 1,? 


oder  nach  leichter  Reduction 
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X  —  J\>  = 


i/Ao'-ffo'  I -y  *-»-.«[i/'o  1  -/  H-^'o'?! 


/o-2 


.«     I  -♦-  // 


".::i"~  i/o 


TV''JL'J[*y    H-    11  —  2/.     OT  —  Xj  *—  £q^ 

1  —  y  =  ji*  -      -  -  *  - 

2  U',  ira?„;  -f-  jti  —  zX  WirA\  -f-  2/«  \\ii  —  A.  ;a?  —  a\ 


H^(a;Xji  4-  (|u  —  2i;  (x-  —  Xjji*-f  ^^§'       A'  —  A  4-  ^/i 

Der  letzte  Ausdruck  liefert  sogleich 

W  xx^  —  2  i  a:  —  ac^  *  -h  j\,  ^*  2  A  —  X 


^"*"y  =  2  ;7r 


folglich 


•     I-y  -.         ^     * 


0/ 


llberoinstinuncnd  mil  dem  \origeii  Artikel. 

Die  Werthe  der  Radicale  i'  und  /^  endlich  nehmen  die  Foi 

[/.^j  a?.rg  H-  3/j  jr  h-  j  ^,'  h-  \]  f  4-  [/.arir^  4-  J/  ,r  4-  .i\,  4- 
(L^x  4-  2  J/^a?  4-  A'o  4-  .1«  —  2  ;;  x  —  X-;   4-  i'o  ?)' 


23. 

Wir  wenden  uns  zum  dritten  Beispiel  für  die  Anwendui 
allgemeinen  Formeln  und  untersuchen  den  Specialfall 

^  =  C  =  o         oder         ci'  =  ua^  ,  c*  =  cc^ 

Damit  folgt 
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und  £  sowie  das  Pmiliiot  $^  ergeben  sich  als  Wurzeln  der  cobi- 
sehen  Gleichungen 

6'66-G)  =  2//  ,  42)*'DV3ß  — 4«'©)  =  G'-27^' 

Durch  Vergleichung  mil  der  Resolvente 

erhall  man 

e=  2/  ,         4»i^=  i2A*~G  ,         iii]  ^  4y;«y*-»-3^y-H); 

Fügt  man  die  Bedingungsgleiehung 

liinzii.  so  weitlen  93  und  5)  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

j  j  ^ 

mil  der  RealitÜLsbedingung  3/.*<G.  Leizlere  Ungleichung  ist  jedoch 
nur  filr  den  Fall  G'>27f/*  [X^  und  A^  reell)  erfüllt,  wie  bereits 
Arl.  19  gezeigt  worden  und  auch  direcl  aus  der  Gleichung 

iw  ontnehmen  ist.  Die  Reductionsmethodo  dieses  Beispiels  ist  also 
auf  den  Fall  fi^<27f/*  in  reeller  Form  nicht  anwendbar. 
ZiifchMch  erkennt  man,  da  nach  Art.  19  /.  so  heslinunt  worden  ist,  dass 

ilüiii^  vermöge   der  Gleichung  931)  =  3/.* — -G   die  Werthe  von  Ö 
und  ^  gleiche  Vorzeichen  mit  II  und  A  haben  müssen. 
Man  erhlilt  nunmehr 

Jrvdy  _  pu dy 

Hier   darf   man    y^  =  o    setzen    und   bekommt    für   jiositivc   Werthe 
von  //,  wenn  man  zugleich  s*  für  das  gleichfalls  positive  y  schreibt: 

dy  _  ds 

Dagegen  wird  für  pegative  Werthe  von  H  und  //  :=  — /* 

dy  ^  dt 
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Damit  gehen  die  resp.  Werthe  hervor 

n^dx  /»«  ds  pt  dt 

welche  leicht  auf  die  sogen.  Normalform  i*educirt  werden  könne 


24. 

Um   auch  die  Abhängigkeit    von    den   VViii*zeln    der   Gleich 
f  :=  o  zu  untersuchen,  hat  man 

lo 

!ö-»-5)  =  l.A{(a—bc-(l,-h[a-cb-d,) 

4 

ö  — D  =  ±  '  yli6  — ca  — d. 

4 

4©  s=  Aia-^C'b-^d] 

zu  setzen.     Die  Vergleichung  der  betreffenden  Resultate  des  vor 
Beispiels  (Art.  19)  ISisst  sofort  erkennen,  dass 


das  arithmetische  und  geometrische  Mittel  aus  4$  und  4^,  sov 


das  arithmetische  und  geometrische  Mittel  aus  V495  und  ^4^ 
stellen. 

Zur  Vollendung  der  Reduction  setze  man 

für  95>5)>o,  s  =  x'tgy  oder  y  =  m^tg*i]p,    wodurch 

Jr^dx  p9  dq>  i      /»y     (/^ 

für5)>35>o,  «^tgf)  oder  y  =  (g  V  *   wodurch 

£J^dx  /»SP  dy  1      p9     d(f^ 

.,  T  *^  "".'0  v^cosV^^srnV  *  ""  y^ Jü  ^  y  « 
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filr^<®<o,    /  =  xsiny    oder   y  :=  — ^sin*y,    wodurch 

flir  5)  <  ^  <  o ,   t  :=  simp  oder   y  =  —  sin*  y  ,    wodurch 

p^dx  ^   /»SP  rf^)  1        r9     d(p 

i  _  «  ,t       ®  - » 

Auch  hier  erhellt,    dass  wegen   der  Vertauschbarkeit  von  $  und  ® 
die  vier  Fälle  auf  zwei  zurückgeführt  werden  können. 

Durch   analoge  Betrachtungen  wie  die  des  Art.  20  findet  man, 
wenn  man  z.  B. 

(85-D*  "  i2'/.»-4(; 
selzt  * ; 

während  wiederum 

— 1  —  X     ,  -71  —  x         und        I  —  -»—7, 

XX  XX 

die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

oder  was  dasselbe  ist,  die  sechs  Werthe 

»      •         »   '  S)      '         5)   '        » -"^        und        j)  _  g 

lie  Wurzeln  der  reciproken  Gleichung 

a*  —  3  a' -4-  (6  —  ^)  a*  —  I7  —  2 ^ ;  a' 4-  (6  —  ^'1  a*  —  3  a  -f- 1  =  o 
larstcllen. 


wo  natürlich  x  Dicht  reell  seia  wird. 
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25. 

Es  lianciclt  sich  nocli  um  die  Form,  welche  jetzt  die  Gleichun 
zwischen  x,  y^  §  und  tj  annehmen.     Die  irrationale  Substitution 


ergibt   für 


i/u  =  O  >  ^U  ^  2 


y^y:tj^j±j^. ,     ..  =  v^v 


iinil  wenn  man  quadriil 

F<M"ner  gclion  die  Weiibe  hervor 

^  =  2  »,/'  -  ti; » -  4  ;»^*  -  2)*  «y  +  3 Ay  +  a^ 

/.  =  4  ■» -  Ä/-  y  ,«./*  +  3 Ay  +  5D:  - r;»»* -  5)) • 
f,  =  4  </ -  V    3 i<y'  +  6Ay  +  3)  -  4/»y  »»*  - X 
■-^  =  2oSÖ./;«y*-Xi*-32»V-6o»«Ay*+i2l*A 
^  =  20«  (»y»  -  X  *  -  8o3)*y*  ;«y*  +  3 ^1.^  +  ^] 
V  =  2  3)y  +  /.    ,  V,  =  »V*  +  2 öiy  +  A»  +  ^  C 

9);  =  ?}y'  +  4  Ay  +  3^  .        3».  =  3AÄy'  +  2  (x*  +  i-  G)y  +  T  /. 
r.  =  2y  >.!,  +  T    ,  9f.  =  (A'+  ^  (;fy*+  2TAy  +  I* 


liiormit  wird  nach  Arl.  9  wegen  //,  as  1^^  sa:  o 
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I  =  -  2 3)/; y  +  2  (g,  -\Xf,) y*-1i,fJx-x;,y+2 D« (er  -  x.^ * 
+  (?; -  i-n  {^ -  a:. :/  +  35 ( 4 A -  1  f,") '/r  -  -t;, *y 

WO  die  beiden  lelzlen  Glieder  juich  in  der  Form  geschrieben  werden 

lüDDcn 

Mährend 

Dagegen  ergeben  die  Ausdrücke  des  Art.  1 1   für  die  nüinliche  Function 

Endlich  erhalt  man  mittelst  des  Art.  lo 


_  L^x* -h  2  if^,  x  4- A'o  — 2  A;.T  —  .To'-*  —  f,  f 

^  ^      ^*lp^;.T-j:/+2(iij^V  2M^x^Ny--2hL^x''^2M^r^IS^] 

23)(.T  — ir^i*  2) 


I,  =  —  4D(£r  —  ar^        —  -     —     -    - —    -     . 


26. 
Als   viertes   Beispiel  setzen  wir 

TMlurch 

AkkAB^l.  4.  K.  S.  GeMllMh.  d.  WifiMBSch.  XX. 
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folgen.     Damit  ergibt  sich 

,  der  du 

dz  sr         —  '^ 


und  für  y,  SS  oo 

Jr^d'X /»«  dy 

Letzteres  ist  die  von  Wbirrstrass  *)  in  die  Theorie  eingeführte  Forin, 
für  welche  die  Reihenentwickelung  gilt 

*'  ;i*         10  a8  1100  6160 

•4.-— /  — -^  — \  '•«•-k.  _"-/;*  1/3«* 

to8  \  750         49  /  1 84800 

deren  Coefficienten  mit  Hülfe  der  Diflerentialgleichung  des  Art.  I 

bequem  berechnet  werden. 
Man  erhült  jetzt 

f  =  4.v'  -  (iy  -II  ,  8  =  ;/« +  \  C.y*^  ^Hy-t-^G* 

^  =  -  2»/"  +  i- Cy*  +  loHir  ■*■  I (i*y*  +  {aHy  +  H*-±  C » 

k '^  -  f!l* -^ \<l>/ - \ (W -  ^Hf+Cyy-i^r.'f+llg) 

und  die  Funriion  — kj{x,y)  nimmt  die  Gestail  an 

o  =  [^,.v-.y.  +»?.>-<:] [2/,»/«*- «ff.y.*+ '•/;».*+ 2 •2///„  + «.9,  .V. + 
+  T  .'—''•.*  Ii'.(4.v.'-  5«v.*-  20%,'-  A  «*y,»_  «//y,  -  2ff' + ^  r;')  + 


*)   Siehe  z.  B-   Biermann  in  seiner  bereits  citirten  Dissertation  S.  3. 
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->-  2r,,  i2/o//„*-  24</,y,  H-  r,Yo  4-  2//,'  ] 

4.  y;/;-  48  // ;  i/o  H-  2  //Ao"+  ^'»0"-- iv*)  + 


27. 

Bei  der  Enlwickelung  nach  den  absteigenden  Potenzen  von  y^^ 

\Yobei  t;^  =  2^^*11  —  r--^-  •)  zu  setzen,  heben  «ich  die  in  j/J*,  yj'*  , 

'         °Z/o       ' 

y^'  und  y^  multiplicirten  Glieder  fort  und  der  Coefßcient  von   2S^y* 
wird 

•^-•^ü  y  -l/iiH-7^  ^'^-^^0  -^-T^Ao  »-^^-n  Ji/ 

Die^e  Gleichung  gilt  folglich  fUr  //^  =  oo  und  kann  auch  geschrieben 
werden 

oder 

(y*  —  ^  0')  >  —  riß  *—  y  A j-,* 4- :2  J/.!,,  4-  A* )  4-  /.,  J\,* 4-  2  37, ;r„  4-  ^V,  =  o 

Ferner  erhalt  man,  gleichfalls  für  j/„  =  oo, 


.T  —  .T^   SS   3 ■ =   4 


i2.y  -f^y-^g^-G  ^^^ii^f^y-^g^ 

mit  den  Resultaten  des  Art.  7  in  Uebereinstinnnung.  Hiernach  ist 
der  BiRmiANNsehe  Ausdruck  in  §  i  seiner  oben  angeführten  Disser- 
tation zu  verbessern,  wo  gelesen  werden  nuiss 

8» 
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X  ■"■"  «TTft    SC 


l«'?+i/;'(y-A/'.")  +  ^V/'.A 


•  ^  f..         *    /»".i 


Die  irrationale  Relation 

nimmt  fUr 
oder 

die  Form  an 


-A>^(y*4./y 

rolglich  für  j/y  =  cx) 

SS  2Vy  — /. 

Da  nach  Art.  7 

• 

.    SS    2  VA  —  X 

so  liefert  die  umgekehrte  Substitution  die  einfachen  Werthe 

1/  =  X        nebst        r  =  —  f  -^  =  X. 

welche  auch  direct  aus  den  Entwickelungen  des  Art.  7  sich  ergebei 
Der  Ausdruck  für  das  Radical  i:  dagegen  fUllt  etwas  comphcirter  au^ 

^  ^     lo '4/0 y' -  ^^y^-^Gf^y-^zIff^-h  G g^:  -h  2*,^ 
Um  endlich  das  Integral  ;  auf  die  Normalform  zu  bringen,  li^ 


man 


A  —  A,  cos*  w 

y  — r\ ^ 

sm  if 
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zu  setzen,  wodurch 

'^ d(p  I  /»y     dw 


nebst 


^  PV dtp  _        I         /*y     oy 


lervorgehl.      Hieraus  folgt,    üass   das  jetzige  Resultat  von  dem  des 
origen  Beispiels  nicht  wesentlich  verschieden  ist. 


28. 

Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  möge  noch  Erwähnung  finden, 
lass  in  gewissen  Fällen  die  in  Bezug  auf  x  und  y  den  zweiten  Grad 
Liicht  übersteigende  Gleichung  f{x^y)  :=  o  auch  einer  Differential- 
gleichung von  der  Form 

dx      dy 

Genüge  leisten  kann,  ohne  dass  ^  und  ?;  gleiche  Invarianten  besitzen. 
Als  Beispiele  wählen  wir  die  in  den  Artikeln  20,  23  und  27  zur 
Erreichung  der  Normalform  angewandten  Substitutionen,  ferner  die 
^Aiss'LAGRANGfi'sche  Substitutiou  für  das  arithmetisch -geometrische 
Mittel  und  die  Substitution  für  den  Uebergang  zum  complementären 
Modul. 

Von  den  Substitutionen   der  Artikel  20  und  23  genügt  es,    die 
Werlhe 

y  SS  cosy  ,         'J(p  ,         lg*ijp         lind         —  sin*y 

^u  betrachten.     Die  übrigen  Fälle  können  nichts  Neues  geben,   weil 

'^ichl  allein  die  Substitutionen  ^^^^  und  — ^,    wie   leicht  zu  sehen, 

Jq>  cos  9 

für  X  ^  sin  (jp   die  Invarianten  ungeändert  lassen ,  sondern  auch  das 
bleiche  eintritt,    wenn   man    uy  oder   •      an   Stelle   von  y  einführt, 

St 

^>o  a  eine  beliebige  Constante  bedeutet.     Sei  demnach 

xVy'  =1 (1) 

so  folgt 

dx  dy 


yif(i-a;*)(i-xV)  y£(i-y*;(x'VxV) 
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also  neben 


6 


Die  Invarianten  der  Noriiiairoriu  sind  durch  die  Ausdrücke 
gegeben,  woraus  für  die  üiscriniinante  der  positive  Werlh 

ff    —  27/1      =    -7  /J    X   X 
'  16 

enttfpritigt. 

Da  nun  für      4  A*  «  GA  4-  // ,         4^*'  «  ®/4  4.  $> 

.11?=  r;-3A*  ,  C^  ^). 

sowie 

ae  =  @-3|i«*  ,        e  =  -/i 

so  ergibt  sich  wegen    2  C  +  (5  =  — 5_  ^' 

/j' 3=  2  ,2A-4-|U;    ,  A'x*ä2'/  — jll,    ,  A'x'*  =  2  ^A-4- 2/1? 


t 


r^    -Z 


mithin 


^/  —  3  A'  =  7:  *  X*  =  4  /.  —  /i  !  2  A  -4-  /*     , 


oder* 
Damit  Tolgl 

7/ =  A  4^i*  +  4A^«  —  7A*;    ,  $  =  /i  4A*-4-4Äii  —  711* 

Folglich  entsprechen  jedem  der  drei  Werthe  von  A  (welche  wegen 
ü'>27ff*  reell  sein  müssen)  zwei  Werthe  von  /i,  die  aus  den 
(|uadratischen  Gleichungen 

k-^zft]*  =  i2A*-r;        oder  2A-ii/<  *  =  48^*-*- 11® 

gefunden  werden.     Durch  Elimination  von  /t  endlich  geht  hervor 
(ii(;  -4-4®;*  =*  45A*!46(;  +  24®  —  165AV         u.  s.  w. 
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x*a?*  +  y*  *M  1 (i) 

dx  <ly 

VeÖT-^"*)"!! -'x*jr*)  Vf(i-y');y'-x'x') 

lier  wird   ß  —  C  =  -^  oder 

£  «=   2  (A  —  iu)    ,  EX^  «  2  (2  A  -4-  jlt}    ,  fix'*  =-   —  2  (Jl-f-  2jU) 

lefcsl  (Jen  Invariantenrelationen 

Die  Vei^leichuDg  zeigt,  dass  diese  Werthe  mil  den  entsprechenden 
des  vorigen  Beispiels  ttbereinstimmen,  also  zu  den  nämlichen  weiteren 
Resultaten  führen  mttssen. 


29. 
Die  Substitutionen  des  Art.  23  liefern  die  Beispiele 

y  =  a?*(i+y' .3) 

dx  dy 


also 
Da  jelzt 


4 


ZU  setzen  ist,  so  erhalt  man   &  —  46'  :=  2£  oder 

A  =s  2 A  4-  iu  ,  /sV  =  4A  -  /i  ,  £x'*  =  2  (iii  —  A) 

und  damit 

C-3i'=  (2AH.iu)(4i-/i)   ,         3/i*-|0-  /s*x'*  =  2(iii-i),2AH-/i) 

Hieraus  gehen  die  Ausdrücke  hervor 

G  «  iiA*-*-2Aiu-^*  ,  ®  =  4(2A-iu)* 
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Diese  geben  nicht  allein  die  Werthe*) 
sondern  enthallen  auch  die  Relation 

m 

welche  zeigt,  dass  die  cubische  Gleichung 

die  drei  reellen  Wurzeln  ^,    — 2  k   und    2  k  —  /i   besiUl. 

(4) a?*-*-y=:o 

dx  dy 


Vii'(i-;r*)(i-xV;;  2V-£'y(i4-yj(i-*-xV) 

«==0,       »=-isV,       S  =  -lifi+x*)  ,       D=-/i',       e  = 

Man  bekommt  in  diesem  Falle  wegen 

e  =  4C  und  «X  =  AE  =  A'*x* 

die  Werthe 

jw  =  —  2A        und        G  — 3^*  =  3/ir 0 

4 

mithin 

®  =  4i5A*-r;,         und        $  =  8;;;/ 4-//, 

also  genau  wie  im  vorigen  Beis|>iele.  Nur  bilden  jetzt  //  und  — 2I 
nicht  zwei  verschiedene,  sondern  die  ndmiiche  Wurzel  der 
Gleichung   4^^  =  @c!r  +  §. 


30. 

Zu    analogen    Resultaten    fuhrt    die    Substitution    des    Art.    27 
welche  wir  in  der  Gestalt  schreiben 

:5J a- y-*-— A^i  +  x    a*   =  A 


*)   in  Uebereinstunmuiig  mit  Felix  Müller,    Dissertat.  inaugur.  1867,   S.  ig, 
Gl.  B;   und  C).  ^ 
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nebst 

r^  dx ^    /■«>  dy 

•'o    Vj?(i-rr')[i-xV*)       Jy     ^41/'  —  ©^-$ 

Hier'  ergibt  sich  zunächst 

Da  nun 

AE  =  E\*  =  G  —  iJL*  ,  A  +  E  =  £(i+i(*;  =  6Ä 

so  erhalt  man  sogleich  wie  im  vorigen  Arlikel 

@=4[i5Ä'  — <;;         und        i>  =  &[yX'-^H] 
Will  man  statt  dessen  die  reciprokc  Substitution  in  der  Foi-in 

x*!/  =  A/  +  t£ (6) 

anwendea,  wodurch 

X"  dx  rv  dy 

^     V^x'^Gx-H      •'«   V'ffi(i-j/';(i-x'y'i 
hervorgeht,  so  wird  neben  X  aueh  Ah-®  eine  Wurzel  der  cubisehen 
Gleichung  4Ä*  ^  GX-t-II.     Üenn  die  Gleichungen 

ae  =  e*x*  =  3^*--«  ,        a+e=re^i-»-z-;  =  -3A 

ergeben  durch  Elimination  von  %  oder  x* 

3<l'-»-3i«+e*  =  "-G         oder         ;A  +  e;'  =  ^'+-«6 
mithin 

Daaber 

«e  =-  @-3/*' ,        «  +  e  =  6^  ,        4^'  =  as/<+t 

so  folgt  nicht  allein  A  =b  — 2/«,  »ondern  auch 

4®  =  15V— C         und  dumil         8$  =  ji'+W 

we  in  der  That  durch  Verlauschung    von   G  U  l   mit    ®  §  /i  aus 
(■eo  Formeln  der  vorhergehenden  Substitution  erhallen  wird. 
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3i. 
Die  GAisssche  Substitution  in  der  Detenninatio  aUractionis  elc/) 

2msin9)| 

siiiy  =  , -:^ 

;m-i-njco8  9),4-2m8ui  q>^ 

liefert  für   «r  =  sin^) ,    y  ^=  s\n(p^^   x'  :=  — 

(7/ 2y  =  (i  —  x';ia:i^*-»-;n-)c').T 


Man  hat  hier  die  Gleichungen 

«e  =  |g  /i'*x*  =  ®  -  3/1*  ,        a  4.  ffi  =  ~  /s'(i  -♦-  x'*}  =  6fi 

folglich 

£  SB  2  li  -•-  2/r    ,  A'x*  =s  4  A  —  /i)   ,  Ex'*  «=  2  4/1  —  A 

G  —  3A*  =  8  (A  -  |w  li  -f-  2|M    ,         ®  —  3|W*  =-  a  —  ju)* 

oder 

//  =  A116/1*— SA.a  — 7^*;   ,  $ÄÄ/i(2/i  — Ä 

Hiermit  folgen  die  Gleichungen 

4@  =  is^-r;  ,  8$  =  7i'-*-// 

wie  am  Schlüsse  des  vorhergehenden  Artikels,  nebst  JL'  :=  ®A —  2§. 
Obgleich  für  A  =  — 2//  letztere  Gleichung  (tbergeht  in  4/*'  :=  @/iH-§. 
so  ßndet  doch  die  orvviihnte  Relation  im  jetzigen  Falle  nicht  statt, 
sondern  /i,    — -/  und  ~A  —  fi  sind  die  drei  (reellen)  Wurzeln  der 
Gleichung 

Uebrigens  erhalt  man  wie  früher 

0  =  415^-^;!,  :p  =  87A'-*-// 

*j    Comment.  rec.   Uottiny.  1818,    T.  IV,  p.  44     Werke,   Bd.  3,   S.  352  . 
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wenn  man  das  elliptische  Differential  -^   verdoppelt,  wodurch  /.  mit 
4,    G  mit  4*  uöd  H  mit  4*  multiplicirt  werden. 

Die  reciproke  Substitution  geht  hervor,  wenn  man  x  mit  y  und 
n     mit vertauscht.     Dadurch  folgt  mittelst 

x  =  -"?-:^=    ^"-^      'S) 

J^«  f/o:  /»»  dy 

wo 

ae  =  4£'*x(i4-x)*  =  ®-3/i*  ,         «  +  ffi  =  £(i  +  6x-i-x')  =  6/i 

Durch  Substitution  der  Werthe  von  £*jc*  und  jK(ih-x')   erhält  mari 

Ex  =  fi  —  k    ,  /i(l  +X*)    =   2(2il-|-ju) 

^vie  oben,  wenn  A  und  /i,  G  und  @  vertauscht  werden.  Die  For- 
Me\u  zeigen,  dass  jedem  Werthe  von  A  zwei  Werthe  von  /i,  und 
^■ingekehrt,  entsprechen.     Durch  Elimination  von  iti  erhält  man  jetzt 

(iiG--®)*  =  6oA*(26G-®-6oA*) 

^>-  s.  w. 

32. 

Die  Substitution  des  complementären  Moduls   endlich   steht  wie 
folgt.     Aus 

xV  =  a^*+t/* (9) 

ergibt  sich 

1 

/^  dir  _   /»-r  dy 

^  l^|i-a^*}(i-xV}  ""«A/      V'jE'(/-i)(i  -x'xV) 

Hier  sind  die  Gleichungen 

äV  «=  C;  — 3A*  ,  i:'(i4-x*^  =5  6A 

£«x'*  =  ®  -  3/u*  ,  H[i  4-  X '*,  =  -  6/1 

^u  combiniren.     Man  erhält  sogleich 
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und  damit 

(i  =  1 1 /.*— 4^/4  —  4/1*  ,  0  =  u/i*  — 4it/it  —  4/* 

also  das  nämliche  Hesultat  wie  bei  der  Substitution  (i)  des  Art.  28. 

Wenn  x^  den  zu  einer  Transformation  «ter  Ordnung  gehörigen 
Modul  bedeutet  (der  nach  Jacobi's  Bezeichnung  von  q**  ebenso  ab- 
hängt, wie  X  von  9),  so  hat  man  bekanntlich  die  beiden  suppleuien- 
tilreii  rransformationeu  ^) ,  welche  nach  einander  angewendet  zur 
Multiplication  fuhren : 

dx  dy 


IG 


•  • 


je  nachdtiiu  entweder 


\  MX.  I  XMiv||X||  U  A 


oder 


*=''•§)-' 


H  zx'*/'  rf/„ 


gesetzt    wird.      Die    Invariantenrelatiouen    sind    in    den   Gleichungen  n 
enthalten 

(i  -  3;.*  =  E*'/-  ,  6A  =  A'il  -4-  X*; 

@-3^,*  =  gV,?  ,  6/t  =  e(i  +  x„* 

welche  durch  Elimination  von  E  und  @  ohne  Schwierigkeit  auf  ili^ 
Form  gebracht  werden 

;G-3r);i-xV  =  4>e';i2r-(?) 

;@-3/ttV;l-x„r*  =  4^n';i2/i*-®; 

nebst 


I  +  z*      .  I  +  X  * 


—fi-udy,  =  n-       ,r-Af/z„ 

•  2  X 

Führt  man  hier  die  Grösse  h  =  -r-,  ein,  für  welche 

X  X 

*)  Jacobi,  'Fundamenta,  Art.  26  und  32. 
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(also   h^igif^   wenn   x  =  tg4  (/) ,    so   nehmen   obige   Gleichungen 
die  einfache  Gestalt  an 

h  =  l/~^^^.        oder        (;  =  3  A*  -^        nebsl        &  =  3."*  '-"*^ 
r    i2>L— ö  ^      i+Ä'  •      i+Ä« 


wo  h  und  A^  durch  die  Formel 

in  Verbindung  mit   der   Modulargleichung   /wischen  x   und  x^^,   oder 
A  uDd  h^ ,  zu  bestimmen  sind  ^). 

*)  Für  w  =  3  wird  letztere 
oder 


Ä-Ä,  =  V64AA3.i+V/iA3; 
Miiz  analog  der  gewöhnlichen  Form 


X  —  Xj  =  V'iöxx,  I — VxXj 


Jacobi  hat  bewiesen   iPundamenta,   Art.  33,   dass  der  DifTerentialaiisdruck 

x  \x/  \I X       x/ 

^o  die  Accente  Differentialquotienten  nach  irgend  einer  unabhängigen  Variabein 
^«deulen,  durch  die  Transformation  nter  Ordnung  mit  anderen  Worten  durch 
'^n  Uebergang  von  x  zu  x^'  unge'andert  bleibt.  Bei  Einführung  von  h  an  Stelle 
'on  -IC  erhält  man  nicht  minder  einfach 

A'"  /A"\*       i-A*^Ä*/A'v* 

"  =  ^ä^-Ma^)"*-T-h^V"(^) 


Nachtrag  zu  Art.  16.     Eine  elegante  Construclion  der  allgemeinen  Gleichung 

^  dq* 
—-—  ergibt  sich  auf  folgendem  Wege.     Man  bediene  sich  zweier  sphä- 

rlschen   Dreiecke    mit    gemeinschaftlicher    Seite   s    und    gemeinschaftlichem    Modul 

sin$ 

xä  ^- Dann  sind  ^  i/'„  a    die  Winkel    des    einen,    <(»  «/'  '*    die  Winkel    des 

sin  <J 

anderen  Dreieckes. 


Zweiter  Abschnitt. 

Die  Reduction  der  elliptischen  Integrale  anf  die 

Thetafnnctionen  Jacobi^s. 

33. 

In   der   Theorie   der   Thctafun(;lionen   werden    die    Gleichung 
bewiesen 


or 


=  X,  ?)  n  i-  2  q^P"' cos  211  4-  9*^""* 


p=i 


4  *    .  V 

iV-, ; //,  q]  =  2  q^  sin  //  —  2  7 '  sin  3 1/  -H  2  7  ^  sin  5  //  Zf  . . . 

=  2  X,  1  </ .  (/  ^  sin  w  iZi  I  —  2  9*''  ros  2  m  •♦-  7* '' 

»*>,  //,  q)  =  27*  cos//  «4-  29  ^  ros3f/  +  27  *  ros3  //  +  ... 

=   2X,  //^  7    COS?/  /i 'I  +  2  7*''ros2f/  -H^*'' ' 

^,  i «/,  q)  =  14-27  cos  2  //  +  27*  cos  4  »^  «4-  2  r/*'  cos  6  */  -H  .  .  . 

OD 

=  X«  9;  Hl  +  29*''~*COS2/«-+-9*'''"' 


WO 


Sclireihl  man  analog  zur  Al>kürzung 
SO  erliiUt  man 
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3D 


—  OD 


nebst 


^;«r  ,^^,,^3         oder         XX.X3=  i 


Hiezu  treten  die  Relationen 

,^,*  =  ^*  +  ^,* 
Femer  gelten  die  Differentialforineln 

dTt'ä^^  '        d^u      '  du  9^Ji  "=  ■"  '^  "J^u   ' 

r/    ^,?i         ^^ud'^H  d   O'^u  ^  i^'ll^'^u 

düd\ü  *^  '       ^^11     '  du^ü  "  ""'       1^,*?/ 

dy  ^i'^  "  *     .%*n  d^  ^w   —  -  '^«  "    ;^„ 

f7^  ^,M  ""       '        ,^1/         '  (fÜ  ^U    "    ""      '        Ö^U 

Setzt  man  daher  mit  Jacom 


l       rV       dw  /     at       ^ 
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SO  wird  für 


//  = 


y  = 


y  = 


y  =  5('t};y 


^^,1/ 


y  - 


y- 


y  = 


i/  = 


y  = 


y  = 


y  = 


y  = 


2/  = 


y  = 


.V  = 


y  = 


xsin^       d-^d-^u 


x'sin^ 
Jif 

I 

^  ^.^u 

sin  ^ 

*  ^,^,w  ' 

I 

^,&u 

X  sin  y 

;^,^,M  ' 

I 

O^^^u 

«g'/> 

^,^,u  ' 

I 

Jip 
xsin^ 

Jip 
x'sin^ 

cosy  = 

^^^u 

'   .'>>!/    ^ 

Jif     SS 

^^^u 

^3^"     ' 

cosy 
Jif 

^,^,1/ 
'  ^A''  ' 

I 

COS^/' 

y  = 


y  = 


1   _  i^jij^?/ 

cosy  ^3^i" 


)/    ^ 


rfy 


1/    = 


?l    = 


/*y     _     «y        


u  = 


4T1 


?l    =r 


1/    = 


/*y dy 

/»y dy 


V 


M   =: 


r*      dy 

K    Vy'-iV^Ty^'^'^: 


?/  = 


dy 


1/  = 


/»-^  ily 


<iy 


dy__  _  _ 


u 


1/ 


7,   yyr-iy»*y'+»; 


1/  = 


>(   as 


rfy 


rV dy 
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X 


y 


Da  die  beiden  Winkel  ti  und  y  gleichzeitig  den  ersten  Quadranten 
chlaufen,  so  hat  man  nach  Jacobi's  Bezeichnung  für  das  ganze 
[>lischc  Integral  der  ersten  Gattung 


in      d<p       _   JC  ^t 

J{<P,X)            2       ' 

oder 

= 

zKx 

/r     ' 

y.  =  - 

hin  auch 

2Ku  ,-        2Kx'  ,,4        2Kx  ,, ,        2K-1/2KXX' 

►en 

=  l/xs.nc,>,      ^-=:y^,cosy,      ^  =  _^.;),      ^;,^  -  /x  tgy 


34. 

Die  Producte  zweier  Thetafunctionen ,  welche  durch  die  Diffe- 
ntiairormeln  des  vorigen  Artikels  ausgedruckt  worden  sind,  lassen 
ch  durch  directe  Multiplication  der  unendlichen  Producte  weiter 
duciren.     Man  erhalt  ohne  Mühe 

d^^ud^^u                <»  I4-29PCOS2U-4-7*''       ^«(w, 9  ) 
Ä  sinu// ^-T = -r   - 

^**^.  d.  K.  d.  üeMllsch.  d.  WisM&seh.  XX.  9 
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ü-^uiß'^u  X  i  —  2 q*'' cos ^H't'q*^       *,(2m,  9*: 


—  -      -  =  20    nm2u/i  .„     -  - 


*{?*) 


1 


^11  ;>,u  I  4-  2  (—  ?}P  C0S2  w  -h  7'P       ^^{u,  iq*] 

CQSUJI 


I 


^1  »<  ^3«*  ^  ^  «  -  ^  (—  »l''  ^os  2  w  4-  9*''        ^,  (u,  19  *  ) 

oder  milt^lsl  einer  leichten  Buchstabenveränderung 


*,«        »jM,q*)»,[H,q*] 

*.«       ^(«,(/V.(«,V*) 

»*  ^     *.(g>,(?*)     ' 

*,            ^(9*)^(9*) 

»u        »{\u,q^)&,l\u,q^) 

*.«       *.(i«,9*)*.(4«,?') 

*               >;9*)*,(7^) 

*                *(?*)*,(?*' 

*,»<       ^>, -7*)^i  (".-</*! 

*,«       d,(u,-9*)*,(M,-9*j 

>i  ~     *■;-'?*)'^-9*)     ' 

*,             *(-?')*,(-</*) 

Lässt    man    hier  f/   unendlich    abnehmen,   so   gehen  die  Gleichimsr< 
hervor 

oder 
nebst 

Bezeichnet  man   durch  X  fi  v  q  die  Werthe,   in  welche  sich 
durch   den    Ucbergang   von    q   resp.    in   9%   y*,   ig^   und   — ^*  vor 
wandelt,  während  gleichzeitig  K  in  A  M  N  P   übergehl,    so  orgobe 
sich  damit  die  Relationen 

Kx'  =  AVi'  .  Kx  =  zMVfi  ,  K  =r  N  Vr' 

KVx'  =  M/£'  ,  2KVx  =:  Aa  ,  KVx'  =  P 
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aus  denen  für  k  und  /t  die  Wcrlhe  folgen 

.    __     2  Vx  V  _    *  "~  ''^  I  —  A'  '  _     2  VI' 

I  -4-  X  '  I  -4-  X   '  I  -4- //  l^l 

I  —  x'  ,  2}/x'  zVu  ,  l  —  fi 

ferner 


X'              2Vx                2 
I+X  =   —    = =    , 

VA'         A         i+A' 

,            X              iVx*                2 
1  +  X     =    •—   =    =    —      — 

i-x  =  x'n'  ,         i-A'  =  AVx  , 

I  —  X'  =   X  V/l    ,              I  —  /l   =   j[| 

(i  +  iV(^^3c)  =  K(i  +  A')*cos*y+4A'sin%/^ 


(i -»-/i)-d:/(y),  x)  =  Vi  4-2^cos2y) +  /i* 
'■^iir   i'  und  p  erhäli  man  die  Gleichungen 

oder  X  =  sine  ,  y'  =  e""*^' 


*(-<?')         *,(?*)  I  ,  ,        i  +  x'  I-X'. 
_  -s  -_  s-  _ —         oder         Q   =  — ---   ,         Q  =  — ^-  I 

^,{-q)        *(9)        V/i'  2Vx'  "^        2Vx' 


Die  obigen  Formeln  zeigen,    dass   nicht   allein  /t  elienso  von  x 

J^bhängt,   wie  x  von  A,   sondern  dass  auch  durch  Verlauschung  von 

X  und  x',  A  und  /*'  so  wie  //  und  A'  in  einander  übergehen.     Wenn 

K.'  A'  M'  den  complemenlären  iModuln  x'  X  fi'  entsprechen,  so  folgen 

daraus  die  Gleichungen 

K'x  =  M Y^  ,         K'x'  =  2A'1/A'  ,         KYx  =  A'A  ,        2Kyx'  =r  M>' 

J^a  sich  bei  einem  fortgesetzten  Uebergange  von  q  in  q*  die  ent- 
sprechenden Moduln  X  /i  //,  /i,  .  .  .  resp.  x'  A'  A',  A',  .  .  .  der  Null,  da- 
o^gen  die  Moduln  x  ft'  /i[  fi^  .  .  .  resp.  x  A  A,  A^  .  .  .  der  Einheil 
n^born,  so  haben  die  Werthe  K  M  M^  M^  .  .  .  so  wie  K'  A'  a;  a;  .  .  . 

^^^    Inleirral   f      -^;"—^  =    -  /-ur  Grenze,  wahrend  A,.    und  M'   mit 

9* 
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/ 


— ^   über  alle  Grenzen   wachsen.      Man   leitet   damit   di 

0      cosy 

drücke  ab 


2  IV  A  Aj  Aa  A«   •    •    • 

IV  -|  /  X  iL  A,  Af  Aj  .  .  . 


I  /  A  Aj  Aa  A«  •  «   • 

"~     '^  X 


35. 

Wir  wollen  jetzt  durch  x  X  ^  V^'  ^  ^'  die  Werihe  der 
tuden   bezeichnen,    welche   resp.   den   Argumenten    (f,  9% 

(2tt,  g*),    (^*'9  9*) »   (*^9 — 9*)   ""d  l*^'*?^)  entsprechen.     Dar 
die  Gleichung 

zKu  ^   Pf    d(p 
7t    "  7o    ^  iv  ^) 

durch  die  nBnilichen   Verwandlungen  über  resp.   in 


2M?/  ^  px    d(p  2 Au  ^   /»/'    (l(p 

/r    "",/o     ^(y^) 
2Nw  __   /»«'     (Iq) 

7t      ""Jq       ^(ijpr) 


4 Mm  _   /»V'     d^) 
7t     ""Jo    ^(Ve)   ' 


Aus   den  oben  zwischen  den  Thelafunctionen  aufgestellt 
mein  leitet  man  durch  Division  die  Ausdrücke  ab 


^,  u  &u        &^  (m,  q  * ) 


^^u 


^,{u,q')»{u,q') 


&,u^,u  _^^{u,iq^) 


&^  ^  »,(\u,q*)&,{\u,qh 


welche   nach  Einführung  der  Amplituden    ip  %  %  \^  \f)'  (o  fo'    ( 
ander  correspondirenikm  Gleichungen  liefern 
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Mit  Berücksichtigung  der  fUr  A  M  N  P  und  A  //  y  ^  gefundenen 
Relationen  entspringen  daraus  die  Transrorniationsrormeln 

J,  i,yx)        i  +  x'Jt   Jixft)  2     '^f-J(xti)    •     •     •     • 

_      '       f'    ^X  (i  +  x'tgijp 


•  • 


I        r^     du)  ^          14-X  )  sin</)cosr/) 

=s  -— — ^r  /       -.,  r-^  ,  sini/;  = .      ■  f ^        11 

i+x  Jo     *^('/'i"/  -^(y  ^) 

2       r^*     d\b  i-hx   .             sin(/;'cos(/;'                    „, 


'«     r/w 


111' 


w'     (!(o 


y»  Ol  fl  f  fi 

Die  sub  III  gegebenen  Formeln  fuhren  auf  complexe  Werthe 
der  Moduln  y  und  q  und  gehören  desshalb  eigentlich  nicht  in  den 
Kreis  unserer  Betrachtungen.  Verbindet  man  mit  111^  die  Ver- 
doppelungsformel des  Art.  18 

und  den    Uebergang   zum   complementüren   Modul    (Art.  32)   in    der 
Form*) 

,       .  .      f  r^'     dio  .  p<p'     diu 

so  gehen  die  zusammengehörigen  Gleichungen 

igiflp^  =  »Vi'  sinqt)   ,         -r  /       ^äf      \  =  ^^^  I      -j-i — TV 


")  äquivalent  der  symmetrischen  Gleichung  tg-^  ^f7  ^ 
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oder  wenn  man  %  ss  cosie  ^  folglich  y'=— c*'  schreibt,  die  Traos- 
formationsformeln 

tg^y  =  ei-sinc  ,         .ei-r  -^  =  ^ ^'P-    - 

^^^  Jo    J((ü,e'*)       Jo    ^(<p,cosJe) 

hervor,  welche  zeigen,  wie  ein  elliptisches  Integral,  dessen  Modul 
eine  conjplexe  Einheit,  durch  Multiplication  mit  der  Quadratwurzel 
des  Moduls  auf  ein  anderes  mit  reellem  Modul  <  i  reducirt  werd^^n 
kann. 

Verbindet  man  ferner  1»  mit  III»,  so  wird 

oder  wenn  man  x  statt  /t  schreibt,  woduch  p'  =  — ^,    ^  =  ^', , 

Diese  Transformation  entspricht  dem  Uebergang  von  q  in  — q*)  1.11 
ist  olfenbar  reciprok:  in  der  That  lasst  sich  die  Gleichung  /Avischic: 
y  und  to  zerlegen  in  die  beiden  [äquivalenten 

Igw  =  x'tgy         und         J[ioq]  =  ^  ' 


36. 

Die   Transformationen  I    und  II   sind   nach   Jagobi's    Bezeichnuui^ 
supplementär  (supplemenlarii  ad  duplicalionem)  und  tragen  die  Namen 
von    Gauss    und    von    Landen.       Wegen    ihres    häufigen    Gebrauches 
mögen  die  hauptsächlichsten  Umformungen  der  Gleichungen  zwischen 
den  betreffenden  Amplituden  hier  folgen. 


■o  2  Mm 

la      ;^  =  am  — —  ,         i^i  = 


i-x' 


yt  i-i-x' 


H-xlsm«)  i—Jw  (i  +  M  smy 

.  •           I  —Jw                                                                     u'u'siny 
usin  X  = i     1  =  ^^t       —  4- 


*)   In  BelreflT   des  Ucl)ergangs    von  </  in   —  (/  vergl.  Jacobi,    Sur   la  rotatwn 
d'un  Corps,  Werke  Bd.  11,  S.  173  oder  Grelle' s  Journal,  Bd.  39,  S.  327. 


IV 
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cosx  = 


^       2      Jqt  —  x' 
1  —  x'  I  +^<p    ' 


2  cos  q> 


J(p  +  cos*</)  +  x'sin*qp 
^f/)  4-  x' 


cosy^y 

cosfp  = ^^^- 

'^         I  +  /ti  sin  X 

^     ficosx^;r 


~^X 


I  +  x'  i-^Jfp    ' 

■'i+x'jcosy  J(p^/  I  _^  j/*x +  i'*coV 


^'^'l  = 


_   I  +  x'    I  — J(p 


2        J(p  —  x' 
I  +x'^«)  -h  x'      « 


i'^tp  =  (i+^<) 


-  '8Z 


^X 


'2         '  I  —  sinr/) 


^    ,  ^y  + II  cosy   . 


■)  1" 


.     ,         I  -•-  X  sin«) 
Sin}r  =    -    -      .  ^-'    , 

I  +XSII1    (jp 


X   ^  am 


2  Am 


A  = 


__     2y'x 


f  .  / 


X  X  sinr/) 

^  J*(p  ^  XCOS*f/)    ' 

I  +xsin  f/) 

__  (i  —  x)  cos  ff  Jfp 


7f 


I  +x 


XSIII  W   =  — 7^.- 

i-hJx 


cos 


2      z/;r' —  k' 


2  COS*x' 


^X  +  cos  X  +  A  sin  X 


*,    SciiR(^TKR    hiit    den   Gleichungen    der   GAuss'schen  Transformation    die    be- 
merkenswert he  Form  gegeben 


i' 


i 


i  +  x' 

singp 

sinar 

1-  f*>iui 

2 

I+x' 

singp 

= 

I 

-f«siii;f 

2 

I  +  x' 

cos9> 

^ 

cos;t' 

^^  Jx 

2X' 

I 

25 

^X 

-r:' 

I  +  X  C0S9       cos;|f 


sin;:' 


singp 


X  sm  ip 


i     ,     \  ^X  I 

I  +  x  -T-   ,  = xsin^ 

sin;f         sin(^ 


,  .    JX  Jq> 

fi  -h  X  -■      ,  =  — —  +  x 


cos;e 

I  —  X 

cos;f' 


cos<^ 
cosqp 


Jqt 

— _  -»  x  — ^ — 

cos  9  Jq) 


k'en;!.   die  wichtige  und  inhaltsreiche  Schrift  Kichelot  s  über  die  Landen*8che  Trans- 
'ormation  (i868),  S.  19. 
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^   ,       I— xsin*g)       ^:/*«)  — i+x 
i+xstn'9>        I4-X  — ^'qp 

I     .  , ^*<y)  +  xcos*9) 

,      ,  z/«)4-XC08ff>    . 


cosf/)  _  (i+i')cosx' __     ^x'~" 
^(/)    ^     Jx-k-X'     ""  (i— A';c( 


tßV  = 


2        z/x'-r 


"         2         I+^X'**' 


tgH(?+9>) 


I  —  sinx' 


II.         .  4M'* 


f' 


I  —  X 

r+"x' 


sinip  =  (i-4-x    — ^3 '-■  =  7 r  V  -  »      sin2f/>  =  sm üf { jJ W-h  u  cos W\ 


'  •_ « 


cos  w  —  X  sin  w 

COS(//  =:  2 L 

_    J  q)  —  x'     _/*  +  <'os 2 ff 

"^   ( I  —  x' )  ^f/)  "■   ( I  +  |tl)  ^f/)    ' 

.  .        cos'f/>  +  x'sin*f/) 
^1/;  = i-—- L 

Jip  ' 

^*y>4-x'     ^  I  4- /i  cos 2  y' 

(i  4-x')^f/)  ""    {i'hfj)J(p     ' 


sini//  _  (i  -t-x")  t{i;y  __ 


sinzip 


I  -h  x' lg  f/)         I  4-  ju  cos  2  qp  ' 


cos 2(p  ^=  cos  i^^ i//  —  /i  sin*  1/; 
^     ^  ^</^  +  ^<cosi// 

I     .-  J  dj 'h  tt  vosiü 

,J  ip  sss    -~-— -^ 

X  '  Jlp^  flCOSlp 

(i+/i)sin(/f 


Jip-^  cos  1/; 


,     *  z/  0  —  cos  ib 


^     ^         (H-x')(ßg>  sin2g>  , 

i^^  = TTT^  =  — : —  ,  sin  [2(p  -  1//    =  fi  sm  tp 

I  —  X   lg   f/)  |tl +  C0S2f/)  \     /  Y-/  f  Y' 


i^{fp-fp)   =  X'tgf/)    , 


cos  (2  f/)  — «/;)  =  J^ 


IIb         I'  ^^" 

II  «>         0   =  am  —  , 

VI 


l  = 


2FX 


sin  2ip'  SS  siurp  {J<p  +  x  cos(p)   , 
C0S2I//' =  cosqp^f/)  —  xsin'y  , 


/       ,,,  sini/;'cos0'  sin 2 


I-Hx 


«.#.'         l'-i_«..  » 


cosy  == 


^  COS  </;  —  i'sin  (// 


^1/;' 


.  . ,        ^r/)  +  xcosg> 
1  -hx 


«.i.f 


J  ^f' —  A'  X  +  cos  2  i^ 
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,       (i  +  xjsin^  ^    J^^'-^X'    _  I4-XCOS2I/;' 

,    , z/y  —  cosy  sinr^  (H-A')tgf//' siii2i^' 

^  ^  ""  ^f/)  +  cos()p  '  z/y   ""    I  4- A'lg'(/;'   ""  I  +XC0S2I/;' 

MD  2^1/  —  y)    =   XSinO)    ,  lg7>  =  -^ TTTT-h   ==  1 ^^ 

cos  21/;'— y)  s  J(p  ,  lg(<jp  — 1^')  —  Ä'lgi/;' 


37. 

In  den  Philosoph:  Transactions  für  1775,  S.  2^4  hat  Landen  die 

Substitution 


^  =  ja;  1/  "^j — — , 
f    m  —  Qx 


gx 

(wo  t  den  Abstand  eines  Ellipsenpunkts  von  dem  Fusspunkte  des 
auf  die  Tangenten  gefüllten  Perpendikels  ausdrückt,  wenn  m  die 
halbe  grosse  Axe,  Yg  die  Excenii icitüt  bezeichnet)  angewandt,  um 
das  Integral    für   den  Ellipsenbogen    f   dxl/^^^^— ^   zu    transfor- 

miren  und  dadurch  den  [Philos.  Tram.  1771,  S.  309  bereits  an- 
gekündigten) Satz  zu  beweisen,  dass  die  Rectification  eines  Hyperbel- 
bojjens  auf  die  zweier  Ellipsenbogen  reducirt  werden  könne.  Ob 
jedoch  die  Gleichung 

dx  _  dt 

k'i  Landen  vorkommt,  scheint  fraglich,  wenigstens  habe  ich  letztere 
auch  in  dessen  von  Legendre  citirten  Malhcfnat,  Mefnoirs^  Vol.  I 
London   1780)    nicht  gefunden. 

Nachdem  etwa  zehn  Jahre  später  Lagrange  in  den  Turiner  Me- 
moiren*) (T.  11,  1784 — 85,  Oeuvres,  T.  II,  S.  253 — 312)  mittelst 
der  Substitution 


*]  in  der  Abhandlung  Sur  une  nouvelle  methode  de  Calcul  integral  pour  les 
di/fereniielles  affectees  d'un  radical  carte  saus  lequel  la  variable  ne  passe  pas  le 
quatrieme  degre. 


130  W.    ScilKlBNBR,  t'- 


.1..1 


die  dem  Liebergange  zum  arithmetischen  und  geometrischen  Mitt^ 
entsprechende  Gleichung 

ry dy rvi dy^ 

Jo    V['i±my)]i±ny)       Jo     l/(i±~i/i;V)(i±^V) 

abgeleitet  und  zur  approximativen  Berechnung  des  elliptischen  Int«» 
grals  benutzt  hatte,  brachte  Legendrb  in  den  Pariser  Memoiren  v^e 
1786^^),  S.  650  die  betreflende  Substitution  auf  die  Form 

^  J[q)  A.)  I  +  X 

Indem  er  sie  gleichfalls  zur  Reductrbn  auf  «^uccessiv  abnehmen cii 
oder  zunehmende  Moduln  anwendet,  sagt  er  S.  646  mit  Beziehimvg 
auf  die  Abhandlung  von  Lagbangb:  »Je  ne  puis  tnempecher  de  re- 
marquer  a  cc  sujei  Vaecord  singulier  de  deux  resullats  oblenus  par  des 
mtUhodes  lotahment  di/fcrenlesu.  In  seinem  Memoire  sur  les  Transcen- 
dantes  elliptiques^  1793)  ^*  4^  ^^^  45  B"^^  Legendrb  die  von  ibm 
nach  Landen  benannte  Substitution  in  der  eleganten  Gestalt 

lg(9?  — 9)')  =  A'tgf/)'         oder         sin(2qp'— qp)  =  xsimp 

und  drückt  sich  in  seinem  grossen  Werke  über  elliptische  Functionen 
(1825,  S,  87)   folgendermaassen  aus:    »On  a  Heu  de  s'etonnery  que  U 
decouverie  de  la  Iramformalion  qui  mct  en  A)idence  les  proprieles  nom 
bremes  de  Vechellc  des  modtUes  aü  eie  resei*vee  d  Landen^  qui  d'ailleu 
neu  a  Lire  quun  nwdiocre  parli  el  qui  na  pas  meme  vu  quelle  fax 
nissail   une   methode   Urs  simple  pour  calculcr  par   approximalion 
arcs  des  sectiom  coniques.a 

Die   von   Lagrangb   gelehrte    Substitution    ist   at>er   dadurch 
sonders  merkwürdig,  dass  sie  nicht  allein  für  y  =  —  siny,  x  = 

A  ^     *  die  LEGENDRE-LANDEN'sche  Transformation  in  der  Form 

s\i\(p\osq>'  (lq>  /,   .   IM      dq>' 


♦)   a.  a.  O.,   S.  272. 
**)   SuT  les  integrations  par  arcs  d*ellipse,  p,  616 — 6^3. 
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1,    sondern    auch    für    i/  =  -— t^o),    x' =     -,    u' =  k' =^     ■ 

*)    die    GALss'sche    Substilution    des   arithnietisch-geomelrischcn 
s  liefert,  wie  die  Gleichungen 


yw*cos*f/),  -•-  fl^  sin* (p^ 


r  m  cos  ip-k-n  sui  f/)         Km^  cos  y>|  +  W|  sm  r/'^ 

1.  Gacss  selbst  sagt  zwar  Art.  i6  seiner  berllhuiten  Abhand- 
iher  Sücularstörungeii " '),  ohne  Lagrange  zu  nennen:    »Le(ioriln$^ 

ifralum  fore  speramus^  si  haccc  occasione  delerminaiionem  harum 
mquc  Iranssccfidenlium  per  algorilhmum  pectäiarem  expediiis^mum 
emus^  quo  per  mulios  jam  abhinc  annos  frequenter  tm  stimm  ^  cl 
0  alio  loco  copiosius  lujere  proposilum  csU^  setzt  aber  in  seiner 
11  Göttinger  gelehrten  Anzeigen  vom  9.  Februar  181 8  abge- 
len  Selbstiinzeige  der  angeführten  Abhandlung  hinzu:  nSchliems- 
lu^s  noch  bemerkt  werden^  dass  der   Verf,  diese  liesuUale^  so  wie 

schon  vor  vielen  Jahren  unabhämjuj  von  ähnlichen  Uniersuchuntjen 
anye*s  und  Legendre's  gefunden  /m<,  m  ihrer  ursprünglichen 
i  darslellen  zu  müssen  geglaubt  hat^  obgleich  sie  zum  Theil  aus 
ntdeckungen  dieser  Geometer  leicht  hätten  abgeleitet  werden  kCmnen^ 
weil  jene  Form  ihm  wesentliche  Vortheile  zu  haben  schien^  theils 
üe  so  den  Anfang  einer  viel  ausgedehnteren  Theorie  ausmachen^ 
ine  Arbeit  eine  ganz  verschiedene  Itichtung  von  der  der  genannten 
'ler  genommen   hat.n      Bekanntlich    hat   Gai-ss    bei    seinen    Leb- 

Nicht^  über  jene  ausgedehnten  Untersuchungen  veröirentlicht, 
ISS    die    Theorie    der    elliptischen    Functionen    von    Abel    und 

von  Neuem  entdockt  werden  musste.  Vergl.  was  Bd.  3  seiner 
e,  S.  361 — 491,  aus  dem  Nachlasse  von  Gauss  über  elliptische 
ionen  enthält. 


*  E.N.NEPER  s.igl  in  seinem  W^erke  über  Theorie  und  Geschirhle  der  ^llipli- 
FiincUonen,  S.  310,  dass  »die  MeUiode  von  Lagran<;k  auf  eine  indirecte 
idung  der  Gleicliungen  lierauskonune ,  .  .  .  welche  den  Namen  der  Trans- 
ion von  Gauss  tragen«. 

Dcterminatio  attractionis ,  quam  in  punctum  quodvis  positionis  datac  exer- 
planeta,  si  ejus  massa  per  lotam  orhitam,  rationc  iemporis,  quo  sinffulae  partes 
^mtur,   uniformiter  esset  dispertita.     Commcnt.  rec.  Gottiny.  18 18,  S.  21—48. 
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38. 

Naohdeni  im  ersten  Abschnitle  die  Subslitulionen  erörtert  worden 
sind,  durch  welche  das  elliptische  Integral 

T 

auf  dio  Nonuaironu    f     .  ^  .    gebracht  wird,  handelt  es  sich  jetzt 

ilaruui>   an  Stolle  der  Argumente  ^  und  s  die   neuen  Argumenle  u 
und  ^  der  Thetafunctionen  einzuführen. 

Die  Berechnung  von  q  geschieht  nach  Jacoh*")  auf  folgendeiD 
NW^ge.  Wenn  man  durch  den  beigeRlgleo  Index  n  den  Uebei^og 
NOii  y  xu  ^  ^nicht  wie  Art.  32  \on  f  zu  9^  bezeichnet,  so  folgt 
mittelst 


äJ  =  169** (?J         wier         q  =  lim  j/^ 


Da  Art.  54  zufolge '•) 


1  — »  Zfit  4Ä,         x.x, 

••    "^    *»    "^  •     T  *l    ^^  «         •     •  ™^  r 

*  l-k-X  '  l-l-Ä  XZ  X 

2i^>  wint  identisch 

4*n 


=  JL^   .  ^.l^A        1/    - 

10  X    I  X,  f   X,        r 


*  fMti^Bfwfnr«  /.  14Q.  CftKLLMs  ionml  id.  j^.  S.  a4  «ier  Werte  Bd  i- 
S.  15.  Cebrueens  tub«fii  J%*'i>w  j.  j.  O.  obiI  )liisii«CL  lirrfcihi  iScc  fiu^  ^e^p• 
Vhb>teUu£e  Tif^tn  für  l^'f  £um  Ar^umeal  «  sc  an:  >tas  Nffccteiec.    Leixtrrpr  0«^ 


^ff  =  i*?»t^4*>+7^i*'^i^*t*  +  ,^^^  4 


X^a«1»  ^       *  tJt. 


Vkxstl^t  ^c  in  <<fiiiem  Tr^tUi    iS^i     ^o«  Li>\x.u  bieneyfciwtf  TjMh  flir  b^l^^T 

■Hl     II     bis»     \X    ENKTHUfti«». 

^    V«ni.  lue  AmKritn^  zum  foj<pfiiea  Artikiei. 
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mithin 

*  - 

i 

Q  =  -z — ;x,   x,^x  *  ....  in  inf. 
^        i6x     *     *     ' 

Berechnet  man  nun  die  Reihe  der  Hülfsgrössen 

/  =  lg^^  A  =  lg(i+x') 


>«! 


u.  s.  w. 


was  mit  Hülfe  der  Tafeln  sogenannter  Addition slogarith inen, 
welche  zum  Argument  /  =  Igj;  den  Werth  von  A  =  lg|iH-— | 
liefern,  sehr  bequem  geschieht,  so  ergibt  sich 

Zugleich  findet  man  wegen 

A  4   /  ^  *^  \  X,  Xj  X,  .  .  . 

*'  -(tt) x'~ 

oiittelsl  der  niimlichon  Hulfsgrössen 

Ig*«  — !(;  +  /,+/,  +  /,...) 

IR*,  =  -I-(/-/.-/,-/3...) 

lgd.'=i-lgx  +  -L/-i-(/.  +  /.  +  /,...) 
wbsi  den  Functionen  x  <les  Art.  33 

8lgZ  =  -(/  +  |/.  +  |/,+  y/,...) 

8igz,  =  -(/.  +  -|-/.  +  7/,  +  V^-  •) 
8igz,  =  /.  +  i't+7/3  +  i/«-- 

Wenn   man    die  Gleichung   Ig^  =  — n^    des  Art.  39  zur  Be- 
rechnung  von   q    benutzen  will,    so    hat    man    neben    den   Grössen 
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;ic   woiloiv  Reihe  /'  l'^  l^  ..  /.ii  hcreclmen,  welche  durch  den 
.  A  ^.iiij^   '.um  coinpleinentüren  Modul  erhalten  wird.     Dann  ist 


Aiiv  Bt*rtH'hnung  von  n   kann  man  sich   sehr  verschiedener  Me- 

iu»%UMi  Unlienen,  und  wird  natürlich  anders  verfahren,  wenn  einzelne 

Woriho   inler  Tafeln  —  nach  Art    der   LEGENDRB'schen  —   bereclinil 

weak'ii    sollen.       Die  ^Substitution    des    arithmetisch -geomelrischni 

Mittels  lieferte 

Yfn^  COS  '/>,-*-  Wj  SU)  </),  ^x 

l'olf;lich  nach  Art.  37,  für  ;f  =  y^ 

Schnobt  man  daher 


Z  X, 


so  erfj;ibt  sich 

-i/x't. 


f 


*i    = 


V€  +  Vx 
i  +  Vx't 


und  durch  Fortsetzunü;  des  Verfahrens,  wegen  n  s=  limr/    , 


tj;//  =s  Igy  Vx'f,  fcjfc,  ...  in  Inf. 

Wenn  in  den  Additionslafehi  Ig/i  +     j  ^  A,  /i,  y  zu  Igx  =  /. 
m,  /'  ^(^hören,  und  man  setzt 


X 

so  wird 


'^X 


folglich 


^79]  Zur  Rbduction  bluptischrb  Integrale.  135 

wo  sich  die  doppelten  Vollzeichen  auf  die  Alternative    beziehen,    ob 

die  Grössen  «  «,«*..    zwischen    i   und     ,    oder   zwischen   i   und  x' 

enthalten  sind*). 

Zieht  man  die  trigonometrische  Berechnungsweise  vor,  so  kann 
man  von  der  Substitution  ausgehen 


WtgVf   =  Wtg*f/),    , 


d(p  dff^ 


7t 


Vjn^sin^fp  +  7/* cos*y)       V^m *sin* 2 (p^  -h  w *cos*  2 (p^ 
und  erhält  u  ^  —  —  lim  ^  ,  wenn 

iii V  =  V^'^^ffi  y     ^^2cp^  =  |/x;ig2r/),  ,      ^s'^ipt  =  FXi«s4«ir3   "•  «•  ^^• 

gcselzl    werden.       Die    LANDEN'sche    Substitution     lioferl     bekanntlich 
analog  u  =  limy     für 

tg (2 (jp,  —  r/))   =  x'tfi^f/;   ,  tg2(2r/)^  — </),)  =  x;t^2f/)»      u.  s.  w. 


39. 

Obgleich  die  erläuterten  Kochnungsmethoden  selbst  für  Werthe 
^on  X,  welche  von  der  Einheit  sehr  wenig  verschieden  sind,  zur 
niiiiiorisclien  Berechnung  der  Thetareihen  bequem  bleiben,  (z.  B.  er- 

'»iHl  man  noch  ^  =:  —  für  x*  =  0.999989,  oder  q  =       =  0.367881 

hir  3(*=  0.999168 ,  während  für  x*  =  —  7  =  e'^  =  0.043214  wird,) 

^o  liegt  doch  auf  der  Hand,  dass  für  x*>  -,  g  >  c"^  die  ent- 
•"^prochenden  Functionen  vorlheilhafler  zu  berechnen  sind,  wenn  x' 
^f»  die  Stelle  von  x  tritt.  Hiezu  führen  die  folgenden  aus  der 
Tlieorie  der  Thetafunctionen  bekannten  Relationen. 

Wenn    man  K'    und   q'  von  k'  ebenso   abhängen   lässt,    wie  K 
«F^cl  (j  von  X,  so  erholt  man  für 

ffp    dtp  /»v'      d(p  „         -.,  , 

1  V       =  1       - . ,    ,    , .  oder         Km  =  K  u 

7r*=  Ig? -Ig?' 


*j  In  seiner  bereits  cilirlen  Abhandlung  über  ilie  numerische  Berechnung  der 

^  *  ■Irischen  Functionen   benutzt  Ja<:obi   die  GAi:ss*8che   und    die  LANDEN'sche   Sub- 

**  *^\ilion  auch    zur  Ableitung    der  Logarithmen   der  Thetafunctionen.      Doch    wird, 

**^hdein  die  Wertlie  der  Argumente  gefunden,    die   directe  Berechnung   der   ein- 

..^•tien  Glieder   dieser  Reihen   in    der  Kegel    be<{uem  genug  sein.     Man  vergleiche 

^>*igeQ8  die  Art.  47  entwickelten  Formeln. 
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»{u,q)  ^ae~~e,{u',q') 
»,(u,q)  =  vse~~e,{u',g') 
»,(u,q)  ^me~~e{u\q') 


»,(«,  q)^iBe      "  6>,(m',  q') 


Hier  bezeichnen 


1 

ö.  («,  9)  =  y  *.  (M .-,  9)  =  9*  (e-  -  e-)  -  qi  (c»«  -  e" '«)  ±  . . . 

ö,(u,  q]  -  »,(Mi,  9)  =  .7+  (e-  +  c— )  +  qi  (e'«  +  «-"•)  +  ... 

=  X.  (?)  9*  («"+''-")  77(1 +  ?**•«**)  (1  + ?*"<•-* 

=  z.(9)77(i  +  9*''-0(i+9*'-V-*-) 

Folglich  wird  fUr  «  =:  o 

'2K'x' 


-1« 


»l.q]  =  arö,(g')  =»  »*,(?')  =  arl/ 


2K',/2K'XX' 


*;(«)"  =  «'oiiq')  =  wX(9')  =  "'^  }/-- 


also 


CT*  =   --  =  —   =    -  1^-   =    -  — 


n 
2K'x 


*)   Die  Gleichung  TS  =  -tT^rj-r  kann  geschrieben  werden 

^slV  ) 

f«  f«  f« 

—TT-;  —4^1;  —9^-::i 

a  I+2C       "'+2e         «*  +  2e         ^-l- 


«.  a«  <<•  d« 

—  71-1  —4^:3  — 9''ji 

l^2e        •^+2^  •*  +  2f  '*+.. 

Wählt  man  die  willkürliche  Coustante  a  gross  genug,  um  mit  Rücksiebt  auf  di( 
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Damit  ergeben  sich  nicht  allein  die  Gleichungen 


mm'       m'm' 

UU 

~  'g? 

9«'  =  «-'«  , 

9'»  =  «-'*«' 

K' 

"k 

K 

q  =  e       "^ 

soodem  auch  die  Ausdrücke  der  Functionen  .7: 


X 

TT    K' 


«;i"  =  (^)T'^^ ="•(';)''•"■' 


—  71 


erzielende  Genauigkeit  e       ^  vemachlUssigen   zu   dürfen,    so   erliult   man    für  die 
Dumerische  Berechnung  von 


r 

f4  f4  «4 

r 


^De  Reihenentwickelung  von  ungemein  rascher  Convcrgenz,  wclclie  selbst  nach  r 
liiflerentiirt  werden  kann.  Zur  Literatur  vergleiche  Gauch y,  Bulletin  de  la  societe 
l^ilotnatiipie ,  AotU  1817,  /).  124  und  Lioi:ville's  Journal  T.  V,  p.  156,  so  wie 
Hoissox,  Journal  de  Vec<4e  yolyt,  Cah.  19  (1823)  p,  420,  Jacobi,  Chrlle's  Journal^ 
Bd.  3,  S.  308. 

^   Um    ohne   Vermitteiung   der   Thetafunctionen   den   früher    zur   Berechnung 
>on  q  benutzten  Satz  zu  beweisen,  dass  der  Uebergang  zum  arithmetischen  und  geo- 

metrischen  Mittel,  oder  was  dasselbe  ist,   die  Verwandlung  von  x  in  x.  = , 

I  -f"X 

dem  Uebergangc  von  q  in  q    entspricht,  braucht  man  bloss  in  der  Gleichung 

pi^  dqt  /»4^  dqi^ 

t/0      Vm*sin*9>  +  n*  cos*  ^       t/ 0       Vni^  sin*  2  q>^  +  «/  cos*  2  9^ 


t/o      V^mf  sin*  q>  +  «  *  cos*  g-        ^* 


welche   sich   mittelst  der  Substitution  m  tg  qp  as  n  lg  9,    ergibt ,    m  und  ti  mit  m^ 

und   /,  ^  Vm7—  «4*  zu  vertauschen.  Dadurch  geht 

p\n  dq>  /»i^  dgc»  2K' 

t/#      Vw^  8in*9>  +  /*  cos*  qf  Ji)      Vm^  sin*y  +  /*  cos*^'          ^ 

tiervor,    wo    —  ä  x,    —  ä  x',    -^  =  x.  ,    -^  =  x '        Man   schliesst    daraus 

m  m  m^  *       m^ 

2K'  t 

jnmittelbar ,    dass   die  Verhältnisse   l^:m^:  n^    von   -^—   oder  von  9    ebenso  ab- 

tiänK^n.   wie  die  Verhältnisse  l:m:n  von  —  oder  von  q.  Q.  e.  d. 

AbkaadL  4.  K.  S.  UeMlUck.  d.  WiiMotch  .XX.  4  • 
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«      iL' 


6497 


Die  Diffcrcntiali;leichungen ,  denen  diese  Funclionen  genügen^  finden 
sich  zusammengeslellt  in  den  BericIUen  dei'  K,  S.  Gesellsvhüfi^  1862, 
S.  1 15  f.;  doch  ist  daselbst  Xt  Zj  Z«  ^'^  Stelle  von  %  Xt  X3  geschrieben. 
Man  erhält: 


f  >  -  ' .  i 


^  AI  ^/i  AI  ' 


.4</|=  i-»l-»\ 


Ai 
Z3 


40. 

Da  vermöge   des  Uebergangs  von  ar  zu  y   die  Amplitude  7  2^^ 
bekannt  vorausgesetzt  werden  darf,  so  liegt  die  Berechnung  von  u 
mit  Hüire  von  u  auf  der  Hand.     Dagegen    kann  es  wünschenswert^ 
sein,    ebenso   wie    sich    if'   ohne  Vermitt^lung   von    q   direct  «us   ^ 
oder  X  ßnden  lüsst,   auch  u'  direct  aus  (p  abzuleiten.     Dann  ist  zti' 
gleich  (p'  mittelst  der  Gleichung 

bestimmt^).    Zu  diesem  Zwecke  setze  man  entweder  mit  Legend 

sm(2i//  —  </))  =  xsm^p  ,  l  =  —^ — 

wodurch  nach  Arl.  35    7'  in  q  und  2ff  in  w,  oder  was  dasselbe  ir? 
y'  in  9'*  und  u  in  —  w  übergeht.     Damit  bleibt  u'  unverändert,  w 


♦)  Jacobi  empfietilt  dazu  die  Formol   (Werke  Bd.  IF,  S.  9,   N.  5) 

'  I — </      1-1-7        rOS2M   -1-7      '1-4-7        CO'54M    — 7        'J+7     ;  COSOM   ZT" 

als  vorzugsweise  bequem. 
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1 


V  _  K/  _   w 
A    ■"  2K  "■  2U' 

»ein  ^;oll.     Folglich  verwanüell  sich 

2lvM  ^  2K'?i'  ^   r9>     d(p  Au  _  2A't/'  _   /•V''     dtp 

Üder  man  gehe  von  der  GAuss'schen  Formel  aus 

tg;^   =  (i  +  x)  ^-^  ,  A  =  — -^ — 

welche  gleichfalls  dem  Uebergange  von  q'  in  9'*  enlspiichl,    aber  u 
unverändert  lllsst.     Desshalb  muss  sich  u   verdoppeln  und  man  erhlllt 

2Am  _  4A'u'  _  fx'    d<p 


4A  u     /» 

^  •/o 


TT  TT  ,/o       ^(y'^) 


Durch  Wiederholung  dieser  Transformalionen  findet  man 

Hier  nilhern  sich,  wie  bereits  Art.  34  hervorgehoben,  mit  wachsen- 

2  \' 
fem  p  A..  und  -^-^  der  Einheit,  während 


^;d(f>       _   n^'p  d(p  ijr 


Damit  bestimmt  sich 


u'=limiogtgi(^+i/;;)         oder         e'"*'  =  linilK|('^'^  -^p)*' 
Zur  numerischen  Berechnung  setze  man  jetzt 

l,  =  ig(i  +  A)  ,      /;  =  i-/;if.X,-ig2  =  igy  ,   etc. 


^1 


4siii'2^'— y)  =  Ig  sin  (/)  —  /'  ,         lg  sin  (21/^,'  — 1//')  =  Ig  sin  1//'—/,'  ,     et<;. 


x'x' 


i?7'=lg^-f-/'-|(/>T/;  +  T/>..) 


*;    Man    vergleiche    die   JAcoBfsche    Formel    (Werke    Bd.  TI,    S.   10,    N.  7), 
•li'he  geschrieben  werden  kann 


) 

40 
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welche  Formeln  eine  sehr  expedite  Bereclinungsweise  gewSihren. 
Bei  Benutzung  des  Winkels  xi  >'^>>*d  analog 

Da  jetzt  Wmxp  =      ,  so  darf  man  den  gefundenen  Ausdruck  auch  m   ^ 

mm 

vertauschen   und  zur  bequemen  Berechnung  nach  Belieben  die  Gli 
chungen 

^t:-^^^^        oder         t«H(:-Kx')=''~|!-''-!- 

anwenden,  wo  Tür  x'=  sin  2«' 

A'  =  tg*4^t'  =  sin2€,'  ,  'k[  =  tf<*^€,'  =  sin2f,'     etc. 


i1. 

Untersuchen  wir  jetzt  die  Reductionsrormcin  der  Artt.  20  und  24 
mit  Bezug  auf  die  Grösse  des  Moduls  x.  Hierbei  sind  je  nach  det^ 
Vorzeichen  von  C — 27//'  und  von  //  vier  Falle  zu  unterscheidet^- 

i)  fi'<27//*.  Dieser  Fall  tritt  nur  bei  dem  Beispiel  d^^ 
Art.  20  auf  und  liefert  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  $[  und  6  - 
Setzt  man  wie  dort 

^*=  i2r-G 

so  ist  für  S  =  3>l  +  /u>o  ,  *  =  3A  — /i<o 


Ist  nun  //>o,   so  wird,  da  A  von  demselben  Vorzeichen,   x'*>x* 
und    somit    x*<-"-      Ist    dagegen    //<o,    so    ergibt    sich    ebenso 

2)  G'>27//*.     In  diesem  Falle  erhält  man  neben  den  obigen 
Ausdrucken  fUr  91  und  @  vermöge  des  Art.  24  die  Werlhe 

-^      ■  22'  22 
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Da  jetzt  die  sechs  GrOsseo  31  @  $  ®  A  und  H  gleiche  Vorzeichen 
besitzen,  so  wird  für  77 >o,  nach  Art.  20: 

Ferner  nach  Art.  24 

8>D>o.      .»»?-r^=^i^,      .'.  =  1  =  3^:-; 

93  3.A-4-1'  «        3A-4-V 

Wie  früher  gezeigt  worden,  liegt  X*  im  gegenwärtigen  Falle  zwischen 
'fi  und  —  G.  Ldsst  man  folglich  G  von  3^^  bis  4A*  wachsen,  so 
ergeben  sich  für  die  Moduln  des  Art.  20  die  Grenzen 


3+y8  »  ^       ^3-HV8 

und  für  die  Moduln  des  Art.  24 

Zugleich  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  der  Modul  %*  der  ersten 
Reduclionsmethode  beständig  der  kleinere,  also  für  die  numerische 
Berechnung  vortheilhaflere  ist. 

Anders   gestaltet  sich   die    Sache   für   7/<o.      Dann    hat   man 
nach  Art.  20 

a        /4  — 3^  a       /4  — 3^ 

femer  nach  Art.  -24 

D<»<o  ,        X   =  7=z  =  -  •  -■  ,-  ,  X    =  - 


S)  1^  —  3^     '  S)  i'  — 3A 

Die  Grenzen  für  3  A*  <  G  <  4  A*  werden  resp. 

^      ^3  +  V8  '         ''^''    ^3  +  V8 
i>x*>-^  ,  o<x'*<^ 

also  gerade  umgekehrt  wie  vorhin.    Man  schliesst  daraus,  dass  zwar 
die   zweite    Reductionsmethode   einen    kleineren   Modul   »*>— ,   da- 

gegen  die  erslere  einen  kleineren  Werth  von  x'*  <  —  hervorbringt. 
Eine  Vertauschung  der  Wurzeln  ^  und  @  oder  $  und  ®  der  be- 
treffenden quadratischen  Gleichungen  hat  auf  die  gefundenen  Re- 
sultate selbstverständlich  keinen  Einfluss. 
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Durch  Vergleichung  der  Ergebobse  sttinintlicher  Fälle  gebt  her- 
vor, dass  wenn  man  den  Voriheil  des  kleinsten  Moduls  erreichen 
will,  die  erste  Reductionsmethode  stets  zum  Ziele  führt, 
allerdings  für  i7<o  unter  Anwendung  des  complementären  Moduls. 
Für   G'>  27/7*  wird  jener  kleinste  Werth  des  Modulquadrats  nicbl 

allein  <  -^ ,  sondern  <        ^^^  =  0.0294373 ,  mithin  das  zugehörige 

9  <  0.0018674,   also   für  die  Convei^nz  der  Thetareiben  ganz  be- 
sonders günstig. 


i2. 

Wir  wenden    uns    zur   Reduction    des    allgemeinen   elliptischen 
Integrals  von  der  Form 


ii 


t/x«       5        t/o 


WO  X  eine  beliebige  rationale  Function  von  x  und  ^  bedeutet.  Er- 
setzt man  zunächst  durch  successive  Anwendung  der  GleichuDgeo 
des  Art.  i 

X  und  ^  durch  y  und  tj ,  welche  gleichzeitig  mit  x  und  i  reell  sind? 
so  wird  X  eine  rationale  Function  von  y  und  fj.    Da  ferner  jy*  rational 
von  y  abhängt,  so  kann  man  stets  schreiben 

wo    F^    und    P\    y    allein    rational    enthalten.      Damit    wird    wegeiP 

Si  =  r F.dz-^  r P^dy 

Mit  dem  zweiten,   elementaren  Integrale   brauchen  wir  uns  nicht  zu 
beschäftigen  und  setzen  desshalb  der  Kürze  halber 


£i 


=f'FAy)ä 


Da  sich  jede  rationale  Function  von  y  in  Glieder  von  der  Form 

cy"*        und  -^ 

[y-p] 
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zerlegen  lässt,  so  enU^pringen  hieraus  Integrale  von  der  Form 

.,„=^Vd-        und         u^^^fj^ 

in  denen  der  Parameter  p  nicht  zwischen  y^  und  y  liegen  darf,  wenn 
bei  reellem  Inlegrationswege  die  Integrale  endlich  l)leiben  sollen. 
Wenn  nach  Art.  23 

gemacht  worden  ist,  so  zeigt  man  leicht,  dass  die  Werthe  sdmmt- 
licher  v^  und  w^  auf  die  drei  Integrale  v,  w,  und  z  reducirt  werden 
könoen.  in  der  That  braucht  man  dazu  bloss  die  Recursionsformeln 
abzuleiten 

\n + 1 ]p  (83p*  -H  3 Ap  -H  S))  w^^^  4-  (2  n  +  I )  (3»^*  4-  tlp  +  ^  Wn^^  +  6 n  (»p  +  A)  iv^ 

+  (2n-.i)öu;^  .  =  -I ^ —    n] 

'        *l(y-p)--      (y,-p)-»/ 

.V+3Ap+D)pt...+  (39pV6Ap-ha^)ir.+  »p:5  =  »t;.  + i- (^^^  -  ^-2^) 

Wenn  dagegen  nach  Art.  19 

so  hat  man  zuvörderst  F^{y)  mittelst  der  Gleichungen 

fiiy)  -^fA-y)  =  2F{y')   ,         F.(y)  -F,(-y)  =  4»/^o(/) 

in  einen  geraden  und  einen  ungeraden  Theil   zu  zerfallen,  wodurch 

2ydy 


«^0  Jy^ 


Hier  bestimmt    sich    wiederum    das    zweite    Integral,    welches    für 
(ss  y*  sich  auf 

P.(t)dt 


"öAi  +  e 


reducirt,  durch  elementare  Mittel,  wesshalb  es  genügt 


fl=  rF{y*)dz 
t/o 


I 
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zu  betrachten.     Zerlegt  man  nun  F(9*)  in  Glieder  von  der  Form 

cy*"^        und         7-1 r» 

wobei    F(p)  =  00   wird   und   der  Werth  von  Yp  nicht  zwischen  y^ 
und  y   liegen   darf,    so    bleiben   für  ganze    positive  Werthe  von  m     j 
und  n  die  Integrale 

zu  untersuchen,  wo  offenbar  tr«  = r^^^=^  • 

'  **        n  —  I     0/) 

Die  beiden  recurrirenden  Relationen 

(2m+i)«t;^^,-i2mir^+(2m-i)(gt;^.,  =  yr"^«-»***"^ 

welche  durch  Differentiation  leicht  verificirt  werden  können,  gestalten 
die  Berechnung  von  v^  und  w^  aus  den  drei  Integralen  z,  v^  und  tp^  ^ 
welche  seit  Legendre  als   elliptische  Integrale   der   ersten^ 
zweiten   und  dritten  Gattung  bezeichnet  werden.     Für  nss% 
wird  M?3  durch  w^  w^  und  w^  =  z  bestimmt,  Tür  n  s=  o  ei^ibt  sich  r^ 

durch  w^  und  «;_,  =  /     (y*  —  p)dz  =  v^  —  pz.     Zugleich  zeigt  sich-, 

t/o 

da  man  auch  m  negative  Werthe  beilegen  darf,  dass  der  Fall  p  = 
auf   Integrale    der    ersten    und    zweiten   Gattung    fuhrt,    sofern    für 
p  =  o ,   m  =  —  n 

Wn  =  v_^      und      (2n-4-i)ev^„.,-i2fat;.„4-(2n-.i)«t;,.^  =  -^^  -  -^^ 

y        Vb 

woraus  für  n  =  o 

y       Vo 
Natürlich  kann  dieser  Fall  für  y^=  o  nicht  eintreten. 

Bei   dem   Beispiele   des  Art.  26   endlich  würden   Integrale    von 
der  Form 


Jy    V^y'-Gy^H      Jo   ^ 


unendlich  werden,  also  können  nur  Integrale 

*      dz  /»«       dy 


__   /»»      az       /»<»       ay 
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vorkommen,  für  welche  die  Gleichung  gilt 

{n+ i)  (4/- Gp  - /^)  u>^^, 4- (2n  4- i)(6p*  -  Y  ^)  w'n+i -♦- '2npw^^ 

j*- 2(211—  l)  «;-_.   =s  -; \A4.i 

Es  bleiben  mithin  u\  und  u\  =  ^r--^  neben  z  zu  bestimmen. 

*  *        öp 


43. 

Da   sich   z  und   u   nur   durch    einen    conslanten   Factor   unter- 
scheiden, sei 


oder 


^  =  ru  ,          v^ 

■^~ 

rt;  , 

u\  =  riü 

w 

_   /•«*    du 

Dabei  ist  es  offenbar  gleichgUllig,  ob  man  die  canonische  Form 

/•«*    du             ,  /•«*  rfw 

w  =  I     -m oder        w  =  1     

Jq  y  —p  t/o  y-p 

wähll,  da  nicht  allein 


/  ^^  —  f  y^^       f  ^^* 
y-P  ""«/y*  — p*       ^Jy'^p* 


wo  das  erste  Integral  auf  elementarem  Wege  angebbar  ist,  sondern 

auch 

y'  rfw    _    I   j  f  du    _  r  d<*    \ 
»'  — P  ""  2]/p\t/y  — |/p     Jy-hypl 

gefunden  wird. 

Wenn  die  Function  F(y)    als  reell  vorausgesetzt  wird,   so  sind 

die  Wurzeln  p  der  Gleichung  -^  -r  =  o  entweder  reell  oder  von  der 

conjugirten  Form  a±fii.      Mithin   erhält   man  im   letzteren  Fall  ein 
reelles  Aggregat  von  der  Form 

<»o  dass  man  für  n  :=  i  in  reeller  Form  das  Integral 


du 
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ZU  uniersuchen  haben  vvüixle.     Da  jedoch 


10 


so  kommt  jene  Untersuchung  im  GriTbde  auf  die  Betrachtung  des 
reellen  und  imaginären  Theils  von  w  Tür  p  s=i  a'hßi  heraus:  mit 
anderen  Worten,  wir  werden  bei  der  Reduclion  der  Integrale  der 
dritten  Gattung  auch  complexe  Werthe  des  Parameters  p  berück- 
sichtigen müssen,  während  die  Werthe  aller  übrigen  Grössen  als 
reell  vorausgesetzt  werden  sollen. 

Die  verschiedenen  Formen  der  Integrale  u  der  ersten  Gat- 
tung finden  sich  bereits  Art.  33  übersichtlich  zusammengestellt,  es 
kann  sich  also  zur  vollständigen  Reduction  des  ursprünglich  vor- 
gelegten z  nur  noch  um  Angabe  des  Factors  r  handeln.  Die  Be- 
stimmung dieser  Grösse  folgt  unmittelbar  aus  den  Formeln  der 
Art.  20,  24  und  41 

für  G'<  27/i*  ergibt  sich   r  =  -^^  ,        /i^  =  12  A'  — G 
fürG'>27/i%    H>o:      r  =  ^^ 

11    ^  2Kx 

11  <  o :      r  =  — 7= 

Nach  Art.  24  dagegen  wird  für  y*  =  G  —  3A* 
fürG'>27/i*,    /i>o:      r=— — 

'  '  Jt\V 

U  ^  2Kx' 

//  <  o :      r  =  — 7 

Es  muss  hier  auf  einen  Umstand  aufmerksam  gemacht  werden, 
dessen  schon  Art.  19  u.  folgg.  hätte  gedacht  werden  sollen.  Wenn 
die  Radicale  ^  und  //,  resp.  ^,  ^^  ;/,  i\^  sowie  z/y,  nicht  allein  reell, 
sondern  auch  positiv  genommen  werden  sollen,  so  zeigt  die 
Gleichung  des  Art.  19 

,         dx  dy 


dass  y  mit  wachsendem  x  abnehmen  muss.  Die  an  sich  gestattete 
Vertauschung  der  beiden,  der  nämlichen  quadratischen  Gleichung  an- 
gehörigen,   Wurzeln   %  und  @  äquivalirt   offenbar  dem   Uebergange 
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von  y  in  seinen  inversen  Werth ,  und  in  Uebereinstininiung  damit 
steht  das  Resultat  des  Art.  21,  demzufolge 

2LY-A)=ui-^    für    (g>«        und        =11^^^    für    (g<« 

1  — y  .  y— 1 

gefunden  worden  ist.     Nun  hat 

^  pi'^dx  ^  r^  dy  __       ry  dy 

^  'Jx,  T  '^Jy  Vi^^TJW^y^)  "  ""^^  v[y*- O(ay'-e) 

nicht  allein  das  Vorzeichen  von  x  —  x^^  sondern  ist  auch  positiv  für 
6>?l,  negativ  für  ^>6.  Daraus  folgt,  dass  6  —  ^  =  2/t  von 
gleichem  Vorzeichen  mit  x  —  x^  bestimmt  werden  muss.  Dasselbe 
lehrt  die  Gleichung  des  Art.  21 

-^«         ^  f^  i—y  ^^  —  x         ^  f  y—i 

Die  Ursache  dieser  auf  den  ersten  Blick  befremdenden  Be- 
schränkung erkennt  man  in  dem  früher  gefundenen  Ausdrucke  für  ti 
'siehe  Art.  22),  welcher  mit  dem  Factor  x  —  x^  das  Vorzeichen  um- 
kehrt,   also  ebensowohl   positiv   wie    negativ  sein  kann.     Es  darf 

diess  nicht  auffallen,  denn  die  Gleichung  f[x  y)  =  o  ist  im  Grunde 

dx^        dy* 
als  das  vollständige  Integral  von  -y-  =  -p  anzusehen,  und  je  nach- 
dem X  und  y  gleichzeitig  wachsen,  oder  nicht,  ist  dafür 

dx       dy  ,  dx      dy  _ 

nait  positiven  Vorzeichen  der  Wurzelgrössen  ?  und  1/  zu  setzen*). 
Eine  Schwierigkeit  bei  der  von  uns  betrachteten  reellen  Reduction 
kann  daraus  nicht  entstehen,  weil  über  das  Vorzeichen  des  Integrals  z 
kein  Zweifel  möglich  ist. 

Analoge  Betrachtungen  gelten  für  den  Fall  der  Transformation 
des  Art.  23  flg.  Hier  gehen  durch  Vertauschung  von  93  und  ®  die 
Fälle  des  Art.  24  unmittelbar   in  einander  über:    es   muss  aber  für 


*)  Bereits  Art.  5  des  i.  Abschnittes  ist  darauf  hingewiesen  worden,  dass  die 

dx         .  dy 
Integralgleichung  Jf  =  r  zur  Differentialgleichung  —  =  21  —^   gehört.     Es  wäre 

%ielleicht  übersichtlicher  gewesen,  bei  den  Transformationsfornieln  der  Artt.  19 
u.  folgg.  von  der  offenbar  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  gestatteten 
Voraussetzung  x^x^  auszugehen,  und  danach  die  Vorzeichen  der  Radicale  zu 
bestimmen. 
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i7  >  o  das  Radical  r^  (oder  nach  der  Transformalion  j/tp)  von  gleichein 
Vorzeichen  mit  0;^^ — x,  für  //<o  mit  x  —  x^  gewühlt  werden,  ganz 
im  Einklänge  mit  dem  Art.  25  für  i^  aufgestellten  Ausdrucke.    Hierauf 
wird  man  bei  der  Bestimmung  des  Vorzeichens  des  Factors  r  Rück- 
sicht zu  nehmen  haben. 


ii. 

Zur  Berechnung  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung 
gehen  wir  von  den  dritten  logarithmischen  Differential- 
quotienten der  Thetafunctionen  aus: 

Die  Integration  dieser  Ausdrucke  zwischen   den  geeigneten  Grenzen 
ergibt  wegen  ^,' ^  **»*j 

(d«l  '«5*'«  =  y-***'^  -^-^^^'^J«  -*,-^****J7/ 
Die  vorstellenden  Gleichungen  sliuimen  uberein  mit  den  am  Schl(B..s«e 
des  Art.  i  für     _,  V'  und  '—r^  entwickeUen  Formeln,  wenn  entwecier 

dz  dz 

B  :=  D  =i  o  oder  A  :=  E  =  o  gesetzt  werden. 

Inlegrirt    man    die    obigen   Gleichungen    nochmals    zwischen    o 
und  u,  so  erhalt  man  die  Integrale  zweiter  Gattung 

9u  &  *    Vo    d-  u  &t  t/o    ^  M 


Vo      xT  U 


n'\ 


Zn  RRDiirrioN  klliptischrr  Intkgralr. 


1i9 


wahrend    (hircb  Integration   zwischen    den   Grenzen   u   und    }^7r   sich 
iio  Formeln 


-4-  f/i/  =  — 


("-')^»'»:X"t- 


K        aiaiT^"^*« 


(/m 


ergeben.     Mithin  folgen  die  Werthe  der   ganzen    Integrale   zweiler 

(jattung 


nebst 


,,4  _  *"   »'i 


^?    =     -  -  -^* 


^; 


;;^     ^, 


Dazu    kommen  die  DilTorenlialformeln  des  Arl.  33,    welche  sich 
•offenbar  in  der  Geslall  schreiben  lassen 
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so  dass  sämmtliche  Integrale  zweiter  Gattung  nach  Belieben  yod 
einem  der  vier  logarilh mischen  Diflerentialquotienten  der  Theta- 
functionen  abhängig  gemacht  werden  können. 


i5. 


Setzt  man 


in   , 


i/o  t/ti 


SO  erhält  man  für  y  =  sin  9 


i> 


u.  s.  w.      In   der  folgenden  Tabelle   soll   nur   der   erste  Werth  auf' 
geführt  worden.     iMan  iindet  die  zusammengehörigen  Ausdrücke: 


y  s=  sin(p 


y  = 


&"    yu 


y  = 


y  = 


y  = 


y 


y  = 


y  = 


y  = ' 


simp  ' 

cos<p  , 

• 

I    i»'u 

I 
cosy  ' 

V  s 

^9  , 

t<  ^ 

I    /^'w 

I 
J(p  ' 

V  ^ 

tgy  • 

V  SS 

I 

sinr/) 

^;  /* 

D  = 


D  = 


I    /*>         /TT  i^'V 


=  -^( 


» =  — 


I   l^t  u 


_  I  /  ^;« 


»: 


jif  ' 
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.Hier  hat  man 

ig(,+i/x')-|ig(.+x')(i+x;)=i-(A+Aj 

wahrend 

in  der  Tafel   der  sogenannten   Subtractionslogarithinen         z^^ 
Argumente 

gehört*).     Analog  wird 

letzterer  Werth  aus  der  Tafel  der  Additionslogarithmen  m\J^ 
Argumente 

Igx-rl-i-/ 

zu  entnehmen.    Der  Werth  von  ^  wird  wohl  bequemer  mittelst  der ' 
Gleichung  berechnet 

I — ötö:*)   ^^  ^^'^  Subtractionstafel   dem  Argumente 

Ig-yr^  =  ^-2lgx  +  -~(Ä  +  AJ 

% 

entspricht.     Ebenso  kann  man  setzen 


lK(-^;)=4lg*.-KlK(.-^) 


"^j   Die  oben  durch  (ß  bezeichnete  Grosse 

darf  in  dem  Argumente  L  unbedenklich  vernachlässigt  werden,  falls  x^  der  Einheit 
nicht  äusserst  nahe  liegt. 
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40. 

Die  im  Eingange  des  Art.  34  entwickelten  Gleichungen  ge- 
rn gewisse  Umformungen,  deren  Richtigkeit  sofort  in  die  Augen 
gt.     Man  erhalt 

'  *,   '  cos9>         ;^^(,i)  »^  d\{q*]    cosx 


lieraus  durch  logarithraiscbe  Differentiation 

**'«        I  *«'(".  9*)      AA'  ^»(««,9*)      2Kx' 

-  = tg;f'  =  2 -•-  H tg9> 

*;»    ,*;(«,  9^)    A     ,     *;(u.7*)    2K 

=  —  ,    +     ■  colx    =2  —   — coly 

•'>,«        '*,(«,</")       fr  *,(»<.  9)        'f 

.'/'m       »'(2u,q*)      2M/«  ^'(i«,  9*)       2Kx 

=  + sini/»  =  -        —  i sinf/) 

»u        »{2u,q)  7(  *(4«,  9*)  '^ 

!y[u       &[{2u,q*)       2M     I  ^,'(iM,  9*)       2K     I 


;>,'«        ,*,'(", '9*)      Nv'  *,'(u, -9*)      2Kx' 

5=  _.       _. tgw'    =   2 ■♦-  tg</) 

>,M  '*,(«,  /9*)  »T  *l(«,  -9)  ^ 

*;«     ,  ^^;(«,/7*)     N       ,       ^;(«, -9*)    2K 

= —  H colw    =  2 T colr/) 

iiDdl.  d.  K.  S.  GesellHch.  d.  WissenBch.  XX.  1 1 
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l)(;n  (mtwickelten  Formeln  stehen  die  folgenden  zur  Seite 

I     —1   cos«/)  SB  -      — ; — cosw     ,  — cos«  ^ . 1 — cosw 


C(i 


j/C'J 


\vt*lt*lu*  (litlerenlürl  ergeben 


.^;,M,  </*)     2AÄ'         2Kx' 

=  2  4. if?z'-      -igy 

»•A'm        ,  >'  «',  7*^       A  ^      A. 

2A  ^       2K 

.1  rr 

-  -  - — -  siD  c'"  H-         '—  sin  (/», 

I  -T 

4M  14  4kx 

'  sint''H —  -  sin  7^ 

I  .T 

.M     i  2M,     I 


»•^f* 

^    M.  7 

.•A'  M,  7* 

"  »    M.  V* 

.'*;i< 

.v;  -M,.v* 

.V^N 

.•*,    -^  M.  V* 

= 

.^.. 

.\  •.../ 

^'' 

= 

I   sine'«         f    sint'\ 

4M     I  4k     I 

I    siut'*        -I   siQT^ 
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&u 


— tgw' tgw; 


7C 


JC 


=»   2' 


»  (U,   -  9»)  TT 


2Ny'      .       2Kx' 

Igw' tgqD 


TT 


N 


*^,K»9*) 


=   2 


^^(t^,    -g') 

^,(«,-9*) 


N4 
cot  CO 'h cotco/ 

:7r  TT 


2N  2K 

—  coIw'h coty 

TT  TT 


Hier    gehen   durch   den    Uebergang   von    q  in  9*   aus    einander 
hervor 


'     X%  X[  X    V  X  Xi  Xt     '  ' 

wi&hrend    bei   gleichzeitiger  Verdopi)elung  von  u  die  ReihenTolge  gilt 

'  '  '  y^i  ^[  t//'  y  t// 1/;^  1/;,  .  .  . 

^ie  Verwandlung  von  q  in   — q^  dagegen   liefert  die  entsprechenden 
Werlhe 

.    .    .  W,'  iJj[  iJJ   (p   ii)   ii)^   iO^   .    .   . 


•       •       • 


v^  V,   V   %    q    q,    q 


A       •         *        * 


für  welche  die  Gleichungen  gelten 


II 


^/W   =   — :- 


smu)  SB 


^sinx 


e.  =  -. 


'     » 


cosw  = 


M4 

cosx 


^Xi 


tgw  =  f/'tgx 


47. 

Die  Ausdrucke  des  vorigen  Artikels  können  dazu  dienen,  um 
die  Logarithmen  der  Thotafunctionon  und  ihre  Diflerentialquotienten 
in  Reihen  zu  entwickeln.     Wir  erläutern  diess  an  dem  Beispiele  von 


&'u 


—    oP 


IgtAti    und    -^'     Man  ßndet  sogleich  für  n  =:  2 


11 
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X 
/* 


r     _• -.'_; S         ..'«: 


Berücksichtigt  man  die  Gleichungen 


x'  sinqp  2         '  yx'sing)        i-^Jtp 

so  folgt 
^w  ,  ,  ,  I  I      ^  {*»"»?*? 


) 


Cr) 
=  lg^J^'+  2  Ig^j/»;  +  4  Ig^^,' . .  +  -  lg^^;_,  +  n  lg  — 3 — 

■•■t'8 1— 


2  ,2  ,2  n  ,  2 

^  («>  9") 


=  I« ^—  +  2lg -p-  +  4  Ig -1-     . .  -+"~lg ^ 


Die  Convergenz  dieser  Ausdrücke  für  wachsende  Werthe  von 
p  resp.  n  wird  von  der  BesehafTenheil  der  Grenzwerthe  der  Rest- 
glieder abhängen.  Da  für  9<  i  lim  119"  verschwindet,  so  hat  man 
nicht  allein 

hm  Ig '      =s  o         sondern  auch         hninlg — ^-^^--  =  o 

so   wie  hm  ,1  lg  -  ^--^  =  hn,  ^  Ig  -^^-1.  =  o 

,       ^(m,  9") 
Um   den   Gi-enzwerth    von    --Ig ^ —    zu    finden,    kann    man 

sich  der  Ausdrücke  des  Art.  39  bedienen,  welche 
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457 


und    folglich 


7t 


\f^e,(H\q')  far 


w  = 


/TU 


i(t?'  = 


7E 


'89 


\ 


^-* 


l 


> 


•  « 


Ig 


*  (9*) 

-lg — f- 


ntiu'  O^inn',  q'") 


n 
um' 

TT 


lg 


-Ig- 


e         } 


r«»  /,.3nt«'    ,     ^— 3IIU' 


9'"(« 


2(1 


ftn 


.r6fl 


q       ..) 


liefern.    Für  wachsende  Werihe  von  n  und  m'>o  ergibt  sich  daraus 
ohne  Schwierigkeit 


hm  -  Ig 


»(r) 


itu 


7t 


U  [7t  —  U) 
m'  = 


Ig-- 


=   {11-1 -  I 


187' 


aod  eine  nähere  Untersuchung  zeigt,  da  die  hnke  Seite  die  Periode  n 
besitzt"^),    dass    die  Gültigkeit    dieser    Gleichung    auf   das    Intervall 

o<tf^7r  beschränkt  ist. 

'9'U 
Der   zweite   der    oben    gefundenen   Ausdrücke    für    Ig-^.-    lösst 

offenbar   kein    unbeschränktes   Wachsen    von  n    zu;    die   übrigen   er- 
^bea  die  convergirenden  Entwickelungen 

i+^<P  i+^X  i-^^Xi  i+^X, 

letztere  für   o<^(p<^n.      Die   beiden   ersten  Formeln    hat  Jacobi  ^^) 
in  der  Gestall 


^ 
& 


2m 


m-k-J 


i     2m'     \    1     zm"     \*/ 


in 


J 


zm        \ 


m  ^ 


•         99 


*)   In  der  vorhergehenden  Formel    für   lg  vf  (u,  7)    kommt   auch    der   rechten 
Seite  die  Periode  7t  zu. 

**)  Cf.  Werke  Bd.  I,  S.  16  u.  19. 
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gegeben,    wobei    zu    bemerken,    dass    wegen    j/y  =  cos(2i^' — y), 
J\f}  =z  cos  (2  9  —  V') ,  etc.  a.  a.  0.  das  Product 

eos~   (2y  —  yj  cos""*(2y)|— </),)  cos"* (29)^ — y,)  . . . 
den   Werth    von    -L,Vr^-    darstellt,    wahrend    Fundam.    S.    i«;i   die 

Q. 

Entwickelung  für  ^  steht.     Die  dritte  Formel  ist  besonders  bequem, 

wenn  x  der  Einheit  sehr  nahe  liegt. 

Die  directe  Differentiation  ergibt  die  Werthe  der  logarith mische i3 
DilTerentialciuotienten 

^'u       Kx*sintf)(50Sf/)  K(i— x')    .  2Mii   . 

— —  =  \       '  .  . .  =  -  sm(/; .  . .  =  -smip  . . . 

2Kx*  sinf/>cos(/)  2K(i— x')  2A         -2K 

=  '         '  . .  =         >  -  cosf/)sinY  .  .  = coty  -+-  — coWr- . 

>T        i+^f/'  yr  TA  TT        '^         yr        ' 

^'//       n-^2u  AA*siny'cosy'  2Kx   . 

- ,     H : = — o..^    .^^  . .  .  = smo)  cosy  . . . 

%yn  \%(\  Jt       I  +^x  ^ 

A  /      A.         , 

= coty  +     -coty,     . . 

Jt         ^         7t         ^^ 

in  Uebereinstimmimg   mit   den  Resultaten   des  vorigen  Artikels,   uo- 
damit  die  Keilienentwickelungen  tur  die  unbestimmten  Integrale  zweitem 
Gattung: 

=  ^ — ^^— —  {  *osr/.sinx  +  V/^  cosxsinx«  +  V>,/i,c^sX|  sin/,  + 


-+->^f^4^i/'s^*0SXiSinX3      • 

ly-L  ^       ^  VX  VxA 

H —  sinyj cosy' . . .   . 

Die  erste  und  zweite  Formel  kommen  mit  den  von  Lggenork  und 
Gauss  gegebenen  Entwickelungen  überein*),  die  dritte  GliMchung  isl 
wiederum  an  die  Bedingung  o  <  y  <  tt  geknüpft. 


*)   LEGENriRK,    Traite   des  foncliotis  ellipt,    T.  !,  ;>.  109/13;    Gauss,    Detcrm. 
atiract.  p,  47,    vergl.   Jacobi,   Werke  Bd.  I,   S.  15  u.  18. 
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48. 
Um    ohne    den   Uebergang    von    q  zu    7'    den    Grenzwerth    von 

lg ^ —  zu  finden,  benutzen  wir  die  Function 


OD 


X[io,  q)  =  I  —  CO  •  I  —  7  w  •  I  —  7*co  .  .  =  /7  ( '  —  7**^) 

p  =  o 

Tür  welche  bereits  Euler  die  aus  der  Functionalgleichung 

X(io,q)  =  (i-^ü))X{qio,q) 

entspringenden  Reihenentwickelungen 


X 


^w  =   ^ s w 

-T   1-71-7. •.  1-? 


^  n 

I      ^    '^ w"* 

Ä  w        ^  I  —  7  •  I  —  7'  ...  I  —  7" 

angegeben  hat.     Mittelst  derselben  ergibt  sich  die  Relation 

'^(^^»      )  =  i^-^ " 

^      7  /       A  [qio,  7) 

nndich  habe  bei  einer  früheren  Gelegenheit  angemerkt*),  dass  hieraus 
die  Gleichungen 


qf        x(q)  ^'^9  '        2Xt{7)  ^'W        X3{?i 

hervorgehen,  während 

J     ^  ^ ^^ l 7' H- 

/,(-)  *-9'      ,-7*.  1-7*      ,-r/*i-7*.i-7" 

v^rd.     Dieser  Ausdruck  hört  somit  auf,  eine  Function  von  q  zu  sein, 
•vj  (lass  die    IVansscendente  x,  '^ii*  "^od  7  >  i    keinen  Sinn  mehi-  hat. 
Dasselbe   gilt    folglich    von    den    vier  Thetafunctionen,    welche  x,   ^'s 
Factor  enthalten. 

Anders  verhült  es  sich  mit  den  vier  Quotienten 

^'Mf)  '>,i'^7)  'V'M'l        „,^^i         '^3('^7l 

welche   s^mmtlich   gleichzeitig   mit  q  in   ihre   recipro- 
Len   Werl  he    übergehen,    also  der  Functionalgleichung 


'/   S.   Leipziger  Berichte,    1862,   S.  115. 
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genügen.  Man  darf  daraus  indessen  nicht  schliessen,  dass  für  9  =  1 
diese  Functionen  der  Einheit  gleich  werden.  Vielmehr  lehrt  die 
Gleichung 


OD  OD 


w' 


dass  nicht  allein   \gX{w,^)  =  — \gX{qiayq) ,   sondern  auch"^) 

lim(i  —  9)IgA'(cei,  7)  =  — jw-H  ^co'+-^co'-4-^w*+..| 

Es  geht  also  lgX(a>,  9)   für  9  =  i   durch  ±00  hindurch. 
Nun  hat  man  für   w  =  c**** 

folglich 

-  ^  (u,  q*')  I  X    #  ±1  ö*       iv  »    1 
-»B— r-   =           -«-  i'-r)    lgA'(7''cc;,  7")  -hlgA'(^,  ?**)-  2lgx  (7")  1 

1  - 

lg  -  =  -         ,-r(i-r){ißsin«  +  igA(,''c>,,")4.|gA'(?-,9-    - 

-2lgx,(9^   ) 

i 

1      ^l("l  7")  •  1   (  11 

-  'g ,       = i    ('—?")  { Ig  cos«  +  IgA  (— 9"w,  9")  + 


*,(</")  »(1-7")  ^  '^         ' 

und  wegen*) 


')   Vergl.   Leipziger  Berichte,    1862,  S.  112. 
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iimn(i  —q*^)  =  2  lg  — 

nssoD  Q 

Vim  (i  ^  q)  \gX  iq)    =  I»m(i-9)lg;f,(9)  =  -^>t* 
lim  (i  -  (/)  hXtiq)  =  l"»  (»  -  9)  »8X3(9)  =  ^'«^* 

,   I ,  ^  (",?*)       I   (/r'  .  »     A       ;  \ 

lim  -  Iß  -   —  .  —  SS  { cos  2U cos  4  w cos  oh  —  etc.  } 

Die CosJDusreihe  stellt  in  dem  Intervalle  o^u^n  den  Werlh  M(7r  —  u) 
tlar,  so  dass 

,      I  .  ^K9^)       ,     I  .   ^i(w,9~)       */(/r-i/) 
lim  —  Ig -. —  =  hm  — ig j—  = 

^     ^(9")         "     ^;(9'*)        kl 

l,„,      Ig ^_    =  1,111     lg      — ^- 


^        ^,(9^)  "        ^3(9")  '89 


erner 


,.      I  ,    ^,(»^  9")        ,.     I  .   ^3('^  9*)        ^' 
lim  — Ig ^,-    =  lim  — Ig ,       =  — 

^Ulerer  Werth  entsteht  aus  der  Reihe 


/r* 


—  cos  2  w  -I-  —  COS  4  */  —  -  -  COS  6  M  ±:  etc. 


— — — ■      • 

2 
Durch  Diflerentiation  nach  u  endlich  erhält  man 


<in(l  gilt  (iest>halb  in  dem  inlervalle    —      ^"^ 


hm j-    =  lim ,-  = ,                 o<M<;r 

«*(m,  7")  "^,(w,  7")  lg? 

hin-    =  lim-     —            = —  ,  —       <u<  — 

"   ^i(«,  9")                   "  *3(",  ?")          'g?  ^                      ^ 


49. 
Differentürt  man  die  Gleichungen 


•g  ^.  (",  g)  =  Ig  ar  -  '^'  +  Ig  Ö.  (u',  7') 
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Ig  *,(«,?)  =  |gar_?i^'  +  |g<?(„',g') 
Ig *,(«,  9)  =  Ig«  -  ~  +  lg#,(M',  q') 
SO  ergeben  sich  sogleich  die  Ausdrücke 

&^u  "  ^  6x7     jt  '      ^Ji  ■"  ^  ey  ""  tT 

für  igr    =   -      =  — ^  M   =  m  u 

und  durch  Wiederholung  der  Ditrereoliation 

•r/l^^^        \^ul   t         ^  q'\6y       \OyJt       ^  u.  ^.  >v. 

Für    M  =:  o    folgt  einfach 

iy  't''/  =  ö;'*^'/  +  -'  •         />;  '«-/  =  y  »87  +  2  ,         ^1  Ig,  =    -  lj:9  +  2 
Man  findet  aber  leichl  neben 

(i(o,q')  =»[o,q)    ,  d"(o,q')  ^  -»"(o,q') 

O^ip,  q-)  =  *,(o,  q-)    ,  Ö;(o,  q')  =  -  *;'(o,  g') 

mithin 


^"(°'';^i6,' 


*  (o,  ?') 

eine  (ileichiiiig.    welche  mit  der  bekannten  LRGENORF/schen    Formel 
-  =  KF/-hK'K-KK'=  2x*x''(K'^-^  +  K^^i\ 

2  \  OX  ÖX      / 


.7(g),  x)rfg),  E  =  1       z/(</>,  x';(i 
einführt. 

*)    rrai7c%    T.  J,  p.  öl. 
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Die  Tabelle  des  Art.  45   kann  Jetzt   in  der  Gestalt  geschrieben 
werden : 

y  =  s.nv,      ^  =  -^*\^'ei-e:^') 


_    I  ^1    /  ,e; _o'u'\ 

j/  =  t6v>,         "  =  ;^(»  -6r-i9,7') 

Die    entsprechenden    Ausdrucke    für    die    coiuplementären    Integrale 
y*du   werden  etwas  complicirter. 


50. 

Zur  Ableitung  der  Integrale  dritter  Gattung  gehen  wir 
aus  von  dem  JACoei'schen  Formelsysteni,  welches  zwischen  den  Pro- 
ducten  von  vier  Thetafunctionen  verschiedener  Argumente  aufgestellt 
werden  kann*). 


'  *j  lieber  diese  \o\\  Jacobi  in  seinen  Vorlesungen  f>egebenen  Formeln  vergl. 
jArioBfs  Brief  an  Hbbmite  (Math.  Werke,  Bd.  I,  S.  358;  Crellk's  Journal,  Bd.  32, 
S.  177;  LioiiviLLE^s  Journal,  Bd.  XI,  8.  98)  und  Rosknhain  in  seiner  Pariser 
Preisscbrift,   S.  371. 
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[108 


2. 

2&w&:c^^y&^z 

:=n^n,^n^^n,  , 

il  =  &nf^§&,fi&,(: 

2^^w&^.r^^y^^z 

=  //+//^«/Z,^//,  , 

n,  =  ^.cj^^S^^n^t^ 

2/>^«r  ^ii'^i/y^i^J 

=  11 --11,^11^^11,  , 

11^  =  ^^w»,s^,i]^,; 

z^^w^yVO^y&z 

=  ii-ii^-ii^-hn,  , 

n,  =  ^^w&^S^rj&^ 

3- 

2&iv^,r^^!/^^z 

=  ii-hii.^n.-hii,  , 

n  =  ^wi^^&^rfi^,; 

2  0^^tv^'^.r0'^y0'^z 

^n^n.-^n^^ii,  , 

11,  =  i^,&^,s^,n^'^,: 

J  ^, /r  ;>,.!• ////^  3 

=  ii^u,^n,^n,  , 

n,  =  ^,rar/>,?;>r;,>^ 

2^3ir^3.r,>,//,^^3 

^n^n.^n.H-n,  , 

ii,  =  ^3«^^3l«^';^t^ 

4 

=  ii-hn.^n.^u,  , 

/7  =  &:^xn  &,S  »^fi  Ö^^L 

2^,w?^^,r;>3//;>3  3 

=  ii^n,^n,^n,  , 

li,  =  ^,ßriJ^,f^3i;^,^ 

2^,M?^,.r,>///>3 

=  ii^n^^ii^-u,  , 

//,  =  i^,m&,S&ri^Z 

2/>w^^,r^,;/^,3 

=  ii-ii,-u,^n,  , 
=  11-^11,^11,^11,  , 

n,  =  ^W^§^,ri^,C 

5- 

2:^^tr&,r\lf&^z 

11  ^  ^,raf^?^,i?^jiS 

2d^u^^\x^^ij^^z 

^  n^n,^n,--n,  , 

il,  =  ^ra&,§^^rj:^,C 

2^,//;  O^yV  0^^|/  O^z 

=  //-//. -h /r,  - /r,  ^ 

n,  =  ^^üf&^§^,f]&K 

2x^^w^^^.rtHJ0^^  z 

=  11-11,-11,^11,  , 

11,  =  ^,^^^S»rj^,C 

In  iliescMi  riiiif  (jiiippen  noii  ForiiielijuaternioDen  sind  die  Argu- 
uienle  der  Thelaprodiicie  auf  der  rechten  und  linken  Seite  durch  die 
reciproken  üh^chungen  mit  einander  verhunden 


a 

2  M'  =   RT  -»-  1  +  »/  +  C    , 

2Br 

A) 

2./-  =  ffiH-$'—  »;  — C  , 

2§ 

c) 

2j/  =  nr-^-h/y-C  , 

21? 

rf) 

23    =   ©  — ^— I/  +  C    , 

2? 

=  m;  +  .t  + 1/  4-  a 
=  M>  -4-  .!•  —  //  —  5 
=  m;  —  X  -+-  y  —  Ä 
=  w;  —  a'  —  y-4-j3 


rdglich  auch 


«O  +  ,!•  =  IST  4-  §  , 
W  +  iy  =  CT-4-iy  , 
m;  +  3   =  OT  +  C  , 


409] 
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u?  — rr  =s  ij  -l-^  , 
W  —  z  =  ^^ri  , 


js  -H  .T  =  rar  —  i; 
ir-hy  =  BT  — C 


IÜ.X  — ya  =  crf  —  i^C 
t/'y  —  jjo;  =  xsfri  —  ^^ 
wz  —  xy  =  m^  —  ^rj 

u>* -4- or*  —  y*  —  »*  =  2(rar|+ij^)  ,         2(wa;-»-y»)  =  0*  +  ^  — iy*  — C* 

w*  — iE*-+-y*-5*  =  2(iBri/  +  £:f)    ,  2(l/>y-|-5.x)  =  BT^-^-hlJ*— C* 

tu*  — a:*  — y*+j5*  =  2(iar^+fry)   ,         2  (M?5  +  acy)  =  BT*— ^  — ij*+ f' 

Da  die  Gleichungen  a)  b)  c)  d)  zwischen  den  Argumenten  genau 
die  nllmliche  Form  haben,  wie  die  Gleichungen  zwischen  den  Pro- 
(luden  //  der  einzelnen  Qualernionen ,  so  folgt  daraus,  das8  auch 
zu  jeder  der  übrigen  Argumentenrelationen  eine  entsprechende  Formel 
zwischen  den  bezüglichen  Thetaproducten,  und  zwar  in  jeder  Qua- 
lernion,  existiren  muss.  Wir  dürfen  uns  indess  der  Mühe  des  Hin- 
schreibens überheben,  da  über  die  Zusammensetzung  solcher  Formeln 
kein  Zweifel  obwalten  kann. 


51. 

Ans  den  Formeln  dos  vorstehenden  Artikels  erhält  man  sogleich, 
'fe  die  Werthe  ii»  =  ii  +  v,  x  s^  u  —  r,  y  =  z  =  o,  rar  =  f  =  f/, 
'/  5S  f  =s  r   einander  entsprechen,  das  speciellere  System 


/>J  &  (u 


'  v)  d^  (u 
v)  d^  (u 


V 

V 
V 

V 


V 
V 
V 
V 
V 
V 


Sl  ^  [u  -h  v)  ;^  [u  -  v)  =  S^u^lv  -h  S^lu^lv  =  ;^Ju**v  -H  ^Jm^Jv 
^l^A  (u -h  v)  ^4 (m  —  ü)  =  ^^u^Jü  -  ;^Juy ü  =  ^Ju^Jv  —  &lu&lv 

y  ;>,(m  -h  v)  -»^(h  -  v)  =  ^*u  ^Iv  -  ;^Ju;^Jr  =  &lu&^v  -  ^Jti;>Jt? 
^l^ti^  +  *^)  ^i(*^  -  v)  =  ^lu^lv  —  ;>Ji*y  t?  =  ^Ju^Jv  —  ^*ua^,v 

ferner 

^;>,^^(M-+-r).^3(w  — r)  =  O^^u  ^^u  &v ^^v  -^  d^u&^u^^v &^v 

nobst   den    analogen    durcli  Umkehr   des  Vorzeichens  von  t>   hervc^  r- 
gehenden  Gleichungen 

^1^3  •^«(»^  -•-  ^)  ^3('^  —  v)  =  iJ^,//  ,:^,M  ^,tJ  ;>3V  —  d^u  &^  ud^v  ^, v 
^ ^3 ^3(m  -»-  ^')  ^ (''  —  *')  =  ^ w  !f^u^v O^^v  —  ^^ M ^,M ^^r ^, V 

^^3;>,(w-i-r)  /AJ«  — t')  =  &,u^^u0^vO^^V'-d^ud^^u&^v^^v 
0-  ^,  ^3  (//  -♦- 1')  ^,  (*/  —  r)  =  ^^  1/  ^3«  ;^  r  ;^,  V  —  ;!fw  ^, w  ^^  v  ^^  v 

Durch  Division  der  geeigneten  Formeln  verificirl  man  ohne  Mitl*^ 
die  im  Art.  17  aufgestelHen  Werthe  für  sint/;,   cosi^   und  jJip. 

Wenn  man  die  Logarilhmen  der  obigen  Gleichungen  nacN  '' 
ditfeientiirt  imd  alsdann  nach  u  integrirt,  so  folgt 


f/O  ^  *'  t/o  "^' 

nebst  entsprechenden  Formeln  für  die  id)rigen  Thel^functionen.    iM^»=3" 
kann  diese  Ausdrücke  auf  die  folgende  Form  bringen: 
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[H2 


lg 


&(u  —  V)  "" 


s=    2U 


2U 


yvJ 


2U-' 


s=  2« 


:=  2U 


^  2U 


^   2M 


t/o 


diu  ^  d\v 


52. 

Den    vorslülieiulen   Glcicliiingon    reihen   sich   die    folgenden  a 
Die  Formel 

liefert  roittelsl  logarithinischcr  DifTei'enlialion  nach  v   und  Integral! 
nach  M 


=  M 


s=  M 


•./."•'^,M 


) 


*.(«,9*)"*^*.(t',9^)' 


Fuhrt  man  nun  <len  Gleichungen  dos  Art.  35 

2Km        fp    äip  zAu        /-x'    d<p 


4  Ml/  ^  /'V'    r/y 


2N1/ 


0    ^(y/^)  ' 


a> 


(/</) 


^(qpf) 
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)log  die  Bezeichnungen  ein 

2Kv  ^   n^    d(p  zAv  __    /•?'    dq> 

4Mt»  ^   p^    dq>  2Nr  __   /*»'    e/y 

erhall  man  durch  eine  leichle  Reduction 


cot^' 


d  wenn  man  q  mit  9*  vertauscht 

^,(m-r,gV,fr,  g*)  ^^^K^  ,  2Kx^  ./gr    r«  du  ' 

—     ^/t?      2K  ^ar    /»<*  rfu  ,. 

""     ^i^,  1;       TT  sin'arJo    x'tgqp-i-cotw 

In  derselben  Weise  ergeben  sich  die  zugehörigen  Gleichungen 

^,  (ii-hr,7")^(t;,g^)  ^  ^^ ^;r      2K  ./gy     r« du 

*^  ^  (m ^^^1^7?*)  ^TÖ^sV)         ^«^       /r  cos*crJo  tgy  +  igcr  ^^' 

""      ^,  1;        TT  sin*crJo    COt<jP  -•-  COttBf 


ler 


,   ^M  +  v;^,t;  ^'21?,  0*        4Mii  ^     /•«*  du 


.    .   .  iisma 


^•^{2t\q^)      4Mcosa^a  /•«  dti 

^^^  (2V,  q  )        2t     sin  a    J^   ju  smi/;  -♦-  ü 


^  ^t ("  -  V)  ^ V  "■  '^  ^^  (^,^  ,^  1 )  "*■    ~/r     cos't'  Jo 


coseca 
du 


colw'+f 'tgir' 

_  ^^;K  tg*)       2N  Jr'     pu  du 

^d^,(v,iq^)        ^  siiiVjo   i''tgcii'+ cotjr' 

s.  w.  Die  letzteren  Gleichungen  fuhren  wieder  auf  (i)  und  (2) 
rück,  wenn  man  q  mit  — q*  vertauscht,  wahrend  die  ersteren 
im  Uebergang  von  u,  r,  q  in  -u,  —  1;  und  Vq  die  weiteren 
rmeln  liefern 

AbkABdl.  d.  K.  S.  OeMlltch.  d.  Wissenaoh.  XX.  IS 
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»[{ü~+'v,q^)&,{\v,q*)  »'v      2Kx  ^       /■«•  du 

(5)      Ig 33^^^ T j-  =  «  -—   -I eOitSJa   I      

'M;^«-f,?*)*(*t',9*)  *"         "^  •'•   ,-ji^  +  xsin» 

^,'v      2 K  cos 0^0  /•«  dw 

(6  =  w  -  -  • -c^-  1     


xsinf)  - 


siniv 


^a  M-.    .1 


,^,                                                      ^/r      2Kco8ar^Qr  /•«        du 
^  ^  ^,  t;       /r     sin  ar   J^    _i i 


sintp       sinur 

Durch    eine   Umkehr   der   Vorzeichen    von   v   und    er    werden    keine 
wesentlich  verschiedenen  Formeln  erhallen. 


53. 
Wenn    man   die   hier   abgeleiteten  Ausdillcke   für  elliptische  In- 
tegrale  dritter  Gattung   von   der  Form    /  -  _--    auf  die   caDODisc\ie 

Form   tt»  =a  r  "TZ"    anwenden  will,  so  erhttit  man  (Art.  43) 

'«     du  r^    du 


I     r   /»«    an  /•»    au     \ 


und  hat  folglich  mit 


die  correspondirenden  Parameterwerthe 

zu    verbinden.      Man   sieht,   dass   hier   namentlich   das    Beispiel  des 
Art.  24  in  Betracht  kommt. 

Dabei  entspricht  dem  doppollen  Vorzeichen  von  Yp  einfach  die 
Umkehr  des  Vorzeichens  von  v  und  er,  während  fUr  negative  Werthe 
von  p  das  Argument  v  rein  imaginiir  wird.     In  der  Thal  hatten  wir 

welche  Werthe  resp.  in   1^*-    und   i-^^    übergehen,    wenn   man  ri 
für  V  schreibt.     Da  nun  für 
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ach  Art.  39 

/K    -  /K     - 

/K    —  /K     — 

D  IreleD  die  Werlhe 

— 7n-,-r    %;   =  I  Sin  rar  und         —  ^  >— y    =  itgar 

an  die  Stelle  von  tgcr  und  sin  er,  folglich  auch  resp.  itg^-or,  sectsr' 
und  — ^ — ~-    an    die    Stelle    von    tu  im,    cosar    und    z/or    (verffl. 

Art.  35)- 

Es  fragt  sich  noch,  wie  man  den  einem  beliebigen  com- 
plexen  Parameter  p  entsprechenden  c  o  m  p  I  e  x  e  n  VVerth  v  =  v^  -§-  v^i 
bestimmen  kann.     Dazu  führt  der  folgende  Satz: 

»Wenn  die  conjugirten  VVerthe  von  v  und  er  durch  v  und  m  be- 
zeichnet werden,  und  man  setzt 

SO  sind  h  k  W  Hypotenuse  und  Katheten  eines  rechtwinkligen 
sphärischen  Dreiecks,  in  welchem  die  Seiten  h  und  k  den  Win- 
kel h'  einsch Hessen.« 

Man  hat  demnach  mil  Hülfe  des  gegebenen  Werthes  von  p  =  a  +  ßi 
die  Winkel  h  und  h'  zu  bestimmen,  und  findet  alsdann  die  von 
^icoii  in  seinen  Vorlesungen  abgeleiteten  Formeln 

tgÄr  =  tg^cos^'  ,  sinA'  =  sinA  sin/t' 

oraus  sich  v^  und  v,  in  der  gewöhnlichen  Weise  ergeben. 

Den  Beweis  dieses  Satzes  erhalt  man  auf  folgendem  Wege. 
ffenbar  ist  für  Kv,  =  K'v[ 

&{2v;,q')        Ö,(2V,,9J         i  »^(2V^i,q} 
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wofür  man  wegen  v  +  v  =s  2v^^   v  —  v  =z  2v^i  schreiben  kai 
Da  nun  nach  den  Gleichungen  des  Art.  51 

SO  folgt  wegen    tgw^rar  =  ^^^ 


tj^A'  = 


i^üSJüS-i-  igcT^cr 


I  —  t45crj/t?JigiBr^cr  ' 


siiiÄ'  = 


und  durch  Substitution  von 


Ä'f 


tgA*  =  igAcosÄ'  , 


tg^^rar  =  tg^Äc"'^'* 
sinA*'  =  sin/r  sin^' 


q.  e.  d. 


54. 

Kehren   wir   zu    den  Formeln   des  Art.  51    zurUck   und 
unter  dem  Integralzeichen  die  Amplituden  ip  und  or  ein,   so  I 
dieselben  geschrieben  werden,  wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  v 


n 


^•k 


=   XI 


V)   _ 

»'1  "" 


11     /■« 


l      /'«  du 

rar  Jq        -/*  9 .  '^'''''ro 

71      /*« 


-    ^'i' «. 


du 


=  1/ 


-jcos  r/)H-sec  er 


TT       r» 


»S  ««  '2  i:in2  , 


-7ir  ^5 — 

*/0     *_si.r»* 


^    x*x'*sin'9P 
du 


scc  qp  -♦-  CO 


=  w 


X'COS''^ 


x'*7T   pn 


^,V 


du 


n_  /»w        c/m 

— -  =  1/  ,\  -   —  — I —  I      -  —  — 


u  - '- 


cos*ro 


0     _i 

X*7I    /'W  r/?/ 


X  71     /'W  r/?/ 


co^^Jo    xMn>- 


=  ?/ 


;>i 


11 


m 


a' 


=  U 


*     -4- 
^,  V      cos' 


71      /•«  c//*  _     ^,'r  ^     71      /»«  du 


Ml] 
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2,  *b;^^(w  — r) 


x*/I    /•«*  f/// 


=  u 


,2^  <p 


J-'m 


9 


du 


;»'i; 
=  "^^ 


-Jl/         , 

«'0     — r— ^  —  sin 


sm  cor 


II       /•«*  (tu 


8111 


cos' 9       sin'm 


x'^iT  /•« 


r/u 


ii    /»»  au 

ji^m  ./n         •     4  COS 


w 


J'^m 


n    /»w       rf?4  ^ 


—    1/  _   l. 


=  // 


O'.v 


n    pu         du 

'        sin*w 


iT      /»«  du  _ 

«'O       -_ — r —  —  fioc  m 


u 


x'^SlB^(p 


du 


n  r .  „  .  ,^ 

/_    x'*sin*a)  t 

«/  0    _      ^    X  _  ms 


COS   {7 


2    ^A  rtJ  — i/i   "" 


^.(V-U) 


y.v 


in  iBf  Jo    cot*qp  — < 


=  1/  *  — 


=  u 


=  ** 


sm 

«/o    ^  qp  — 


COl  C«T 


;>^t; 


^*cy 


du 


j/*GT 


^>         ^*lff 


==    H 


t/O    cos  (p  —  cos 

n    pu       du 


sm 


m 


=  // 


<< 


&in^(p       sin' 19 


^,'1; 
^3^ 


du 


sio'oi 


u 


X    11    /'»  a?« 

^*nr  ^Q    cos'y cns^ox 

iT      /•«*  rfw 


&v 


sin'^       sin' 07 


iT       /»«*  f/u 

cos  ötJo    sec*y  — sec*cy 

_     n      pu 

x'*il    /'tt  du 

cos*  er  Jq    ^*y ^  ro 

cos*y        cos'iö 
•/o    sin*</) -- sin*0T 


I 


\.^i^ 


»(u^ 


V)   "" 


»4  7-     • 


du 


x'*iT    /«  (ir/ 


c()s-ro 


^:t)     x'*iT  /•« 

=  u  .. ^i   -    / 


•'o    -t4-, sin*» 


=  u 


y,v 


X    ii    r 

cos*  cy,/o 


du 


•2/>rkc2/yt  J^  W 


X'COS*^) 


cos'ro 


»*sin'9> 


iT       /»M  (/w 


„  /»M  du 

H  -j^ ;- 


=  u 


SS   U 


X'SID*^ 


n      ru 


</m 


n    /•« 


du 


Ü?!f 


^*7 


see*« 


=  u 


«/o    cot  (f  -hJ^  US 

n    /*«♦       dw 


IT      /•« 


dtf 


^^-'^Jo   x^cosV-häs 


=  ?« 


^0     Ig-y 


du 


'    IT^-^^S"^ 


n    pu       du 


Man   siebt,   dass  von   den   in   diesen  48  Formeln   auflretendea 
Integralen  dritter  Gattung  je   drei   nur  der  F^orm   nach  verschieden 
sind,  wie  z.  B. 

/»«♦  du  _    /»«*  du  __    /*u  du 

ttinSMt  •/•*ir  fiin'm  ^*-nf  r  .■#' 


sin*^ 


^*W 


sin'^ 


['1 


oder 


In  dem  bekannten  von  Jacobi  aufgestellten  Tableau  fttr  Integrale 
dritter  Gattung^)  siüd  desswegen  bloss  sechszehn  Gleichungen  ent- 
halten. 


55. 


>«  i9. 


in    der    folgenden    Tabelle    sollen   die   Integrale    w  =  -    ^_^« 

nach  den  VVerthen  von  y  geordnet,    und   die   zugehörigen  lnterv».B^^ 
der   reellen    Parameter  p  angegeben  werden. 


I.    (/  =5  sin^) 


^'v 


JIw  =^  u Ig  ^-    -        '    , 

&V  »    ^^'^(V  —  u) 


o<p  =  siD*i|]r<i 


n 


~? — i    i 

X  Sin  CT 

x'*/I 
X*  cos*  or 

x'*IT 


m;  =  — «/ 


^i^' 


41« 


^  (u  +  t'j 


m;  = 


—21 —  W  =    —  U 


J^m 


X 


<p 


X  sm  or 

X  COS*«f 


o<p  = 


cos*öjr 


<i 


')  Sur  la  rotation  d'un  corps,  Malh.  Werke  Bd.  2,  S.  186. 


H%] 


—       a. 


x'llic 


— r  » 
sm  or 

x'/T 

..  |p 

cos  s 


f ' 
i 


r-ic  =  — 


^•ar 


—  TT» 


••     i-— 


>.^ 


5^         « 


illP  Ä    — 


JI 

X  sin  er 


x'n 


-i — r  w 

X  cos  27 


3  • 

-    1£ 


-V       I 


>,     I.— 


»1 


IC  ^=   «f 


3 

I 
1 


J  ^ 


«  "sa 


4-      f 


X 

U 


i,iltt;  = 


#  = a  r«>'ir 


x'%*^"' 


^r 


>,— r 


Kr  =  -^  -  1 

X    sin  9 


n 

eos*w 


er  = 


er 


■  V./»  =  5 


^;r 


>   V 


—  M— ^  ^  —  IE 


;*=  - 


1    -^  ^^ 


X  sin  et 


5-     f=-^» 


x^nw  == 


—  u 


1  ^-^    r  — M 


n 

Sin  m 
cos*nr 


r 
r 


=  — u 


tt    • lg  — ij 


=  ^*«i<i 


—  oo  <  /»  = 


—  oo<p 


x'*<p 


—  tr>l*ios..o 


-x'*«iS*«vo 


»t 


J^m^' 
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6.     y  = 


^q> 


-jiflu)  =    "U-^ h        Ig  ^^7 T    , 


-71    .     4        ^ 

X    Sin  lar 


n 


cos  mr 
x*iT 


—  u;  =  u-^^ Ig  ^^-7 , 

nf  &^v       »   ^^Jv  — u)  ' 


X  X 

I  4 

—  oo<ü  =s y.col  er  < 

X 

—  oo</)=  — lg*iBr<o 


i<p  = 


I 


^'nr^iP* 


7-     y  =  tgqp 


X*  _  ^'i; 


X 


;>v 


x'*sin*öy 


o<p  =  -7icot*ar<c» 


SS   —  }/         -  -4-   --   Itf  -    --^ — 

n         _     &iv  _  1      ^,  [H  +  r) 


J^Xß 


w  = 


o<j9  =s  tg*far<oo 


^<p  =  -^<-' 


8.     y  E=  cotf) 


X   JltV  =  M-^ lg~ , 

cos*5*^  "  "^,t;       2  '*5i^^(i/-r)   ' 
—n tv  ^  —  w  -^-  -4-  -  lg  -J-)-    -4 


\   > 


o<p  =  cot*cr<c3o 


o<p  =  x'*tg*iDr<  00 


ri 


#1 


-i<P  =  - 


J^ 


<-x 


»I 


sing) 


X 

3?x"sin*öjr 


x*cos 


j/j  =  U-—     —         R-— ^^    , 


^•nr 


w 


=  u-^'^'-~ 


3t;       2   *'^^(t;-M)   ' 


0<p  s=  -71  COS  iDr<-7, 


-  00  <  p  =r    -  -,f-^- 


XX     Sin    «BT 


<- 


—  00  <  I)  = r  sec*iBr  < 

X  X 


o</)  = 


sin^fsr 


<^ 
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lo.     y  =  -7-^ 

X  n«,  =  «^-  --  'g^-(^    .  -X    <p  =    -K   cos  W<0 


sin*»  "^  ^1 1;  '    »  ""  ^4  (t;  —  m)   '  '^     ^ ''       sin'or 


,— u?  =  w^* Ig  ß-1 i   y  X    <»  =  X    See  tDr<oo 

Gosqp 

11.  w  =  — --Z- 

nw  =  u  — ig  -^7 f  ,  o  <  «  =  sm  fsr  <  1 

<cos*0  ^,ü       »   *'^(w  — t;)   *  X*      ^        x*cos*iDr 

jc'*n  ;?^>       I  ,    ^.(u  +  t;)  ^  cos'iar  ^ 

12.  y  =  — 2^ 
cosy 


»  <  /^  =  j^;:*;;;  <  ~ 


t 


C^O««««'  =  "^-v  -  ^  ^»T^-i   '  '<''=-  ^S^<°° 


'in  nf..  lA  f        .     ..\  ..i «. 


*  >t'"|l  S-lv       I  ,    ^(m  +  v)  ^  X* cos* CT 


Da  die  Integrale  dritter  Gattung  unendlich  werden,  wenn  inner- 
balb  des  Integrationsintervalles  y*  =s  p^  so  sind,  wie  leicht  zu  sehen, 

für  reelle   Werthe   von   y    und   ro   die   von    ^S'^y^T)    al>hängigen 
Formeln    an    die    Bedingung    m<v,    dagegen    die    lg-äV~_  \    ^^^ 


7t 

haltenden  an  die  Bedingung   u  < v   geknüpft. 
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56. 

Lbgendre  unlerscheidet  die  Integrale  w  logarithmischen 
Charakters  von  denen  trigonometrischen  Charakters  w\  Die 
letzteren    gehen    aus    den   vorstehenden   Formeln   hervor,   wenn 

man  t;  mit  vi  resp.  tgjcr  mit  iiginf'  vertauscht.     Da  hierdurch  /? 

2K  sintBr'cosiaf'^(iDr'x')  .  iT'i       .  .  ,  ,  ,  „,,  , 

m    —     -  -  -^ Li  —-  — —     überffeht,    so  erhalt   man  das 

.    7t  COS  er  cos  fsr  ^      ' 

correspondirende  reelle  Formelsystem: 

t.    y  SS  siiKp 

cos  W                         0V        21   ^^^{v^u^)                          '^              ^ 
-4    .    4^**^    ^  ^JT -^^nT T   f  — 00<ps= iCOtOr 


x'* 


X  Ö,V         21    '^öj  V  — Ml)    '  '^  X  X 


x"iT'     ,  ö>        I  .    dJv-hui)  ^  1^1 


I 

2.    y  =  ::t 


smq) 


— r—,  W    =  —  M  Vi 1 '  Ig  z"^ :v  .        -^oo<;)Ä— XtgW 

_-^    ,iBr'=/i   « A^^-\ r   ,  -oo<p  =  —  cot*ro'< 

sm  w  e^v      21  ^O^iv^ui]  ^ 

x'*/I'm/  =r    -M^   +-rlg^* A  ,  X*  </>  =  ^'tBr'<  I 

x*x'*7I'     ,  e'v        i  ,    dJv-hui)  ,^  X*      ^ 

3.     y  Ä  cosy 

ros*tar'  ftv       21  ^d^iv-^ui]  ' 

JI'  ,  e/r        I  .    dlv-hui)  ^  J*w'     ^ 

;'sm  CT  (9^1;      21  ^d(v  ^utj  '^       x  sm  w 


-^  /I'w;'  =  u  j.^ : Ig^»^ :    ,  i  <P  =^ T  co«*«r' 

X  ß^V         21    ^d^[v  —  U%)    '  .        X  '^  X 

x'*  x'*sinV 


X 
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8.     y  s  cotf) 

COS*IBr'  dv         2t    ^d^V  —  Hl)    '  '  COS  IBT 

sin*iBr'  d^v      21  ^öj(t;  — wt)  '  '  sm'fflr    ^ 

Xilwss—  U^+       .lg  ^ .      ,         —  X  *</)=—  X      SID    Or  <  O 

x*x'*i7'     ,  ß'v        I  ,    dJv-^ui)  ,,  x'*cosV  ^ 

Q.         ^    =S        ^   ^ 


X'*  cos* W'  ^'     "■  **  ö r  2  i  ^  ö, (l>  -  M /)     ' 


I  I 

x^      '^       X  *cos*iBr'  ^ 


XX    sin  CT'  ^^i;      2/  ^0^{v--uf)  x        '        x  x    sin  itf 

X  6^v       21   ^ö  i;— Mt  X        '  X 


i  sin*iBr'   _ 

X  ^   IBT 


Sin  9 


cos*cy'  Hv       21  ^^O^v^ui)   '  ^'^  ^ 

x-i/'«>'  =  -%*'''  +  i  Ig^*'^-^'^')   .  o<y>  =  x-cos*iiT'<x- 


x*x'Vr  /9;r        I  .   ^y,ft^  +  i/0  ^  x^x'^sin*^' 


COSO) 

II.     »/  =  —-J- 

^^^  ^  Oi^       21  ^O^iv  —  m)    '  ^  ^ 


X* Singer'       ^  '^ä\,  ""       *«/      -  -     ,  -oo</>  = TCol*fBr  <o 

X    5111    W  Ö^V  2  t     ^  ß^\V  --Ul)  '  X 


'<p  =  ^'<7f 


4  SS]  ZuE  Reduction  elliftischer  Integrale.  181 

12.       1/  = 

VOSip 

COS  W                           de         21    ^O^lv  —  ui)  '  J^         ^ 

-:— , — ;w   =M> ^'Stt-^  •  —  oo< ;>  =  —  cot  mr  <o 

X   '/I'm^     =    -M-l-    -1--    .  Ig     0 ^  X*</;   =   ^V<  1 


x*x''il'     ,  ö:r        1  .    0{v-hui)  ,  X* 

^« — 7-*^'     =  «ZI       —         'f^Ti-^ T    »  X    </)  =  -n 7  <  I 

jj^m'  O^v      21  ^ß  U'—ui]  '        J  TS 


Selbstverständlich  können  die  logaritlnnischen  Glieder  durch  die 
reelle  Form  eines  arctang  ausgedrückt  werden,  wenn  man  für 
Ö  (»  -4-  ui)  =  t]-^^i 


i  ^   div-hui)              I             i  ö(r  +  ui)  —  ö(r  — M/)  \  ^     C 

—  Ig ^7 T  =  arc    tg  =  -^^7— : — "V-T-ar T     =  arctg  — 

setzt.  Von  den  vieldeutigen  Werthen  des  Logarithmus  oder  arctg 
ist  überall  derjenige  Werth  zu  nehmen,  der  mit  u  verschwindet, 
also  mit  u  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  liegt.  Ausserdem 
hat   man 

-i{9(f^**'-e-**'jsin27/-(/*(f>*''-f?-**^)sin4?/±..} 
e^iv-hui]  ==  9*(e"-e"'')cosw  — qf*(e'"  — f'""'*^^)cos3M±.. 

-4-t{g^(p*'-4-e-*')sini/-9^(c'''^+^-'*>in3w±..} 

-4-i{9*(e*'-e-^)sinM-^9*(e''^+   -'^')  sinsw -4- . .  } 
Ö,(i?-I-Mi)  =  I  H-qf(e*^-l-6~**')  C0S2W -i-g*(e**'H- ^~*'')  C0S4W  H- .  . 

-4-t{9{e**'-.c-**')sin2M  +  9*(^**'-e-*'')sin4U+..} 


57. 

Die  Ausdrücke  der  Artt.  55  und  56  zeigen,  dass  für  jeden  der 
zwölf  Werthe  von  y  das  zugehörige  p  für  reelle  er  oder  m'  alle 
r  e  o  1 1  e  n    Werthe   zwischen    ±  00 ,    und    zwar   doppelt ,    durchlilufl. 

Ersetzt   man  v  durch v,    so   gehen    die   beiden    dem   gleichen 

Intervalle   angehörigen  Werthe  von  p  des  Art.  55  in  einander   über, 
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Während    in    den    Gleichungen    des    Art.   56    zu    gleichem    Zwec 

v'   an   die  Stelle  von  v\   oder  was  dasselbe   ist,    —^ — v 

die  Stelle  von  t;  zu  treten  hat. 

Den  Formeln  des  Art.  56  kann  eine  modificirte  Gestalt  gegeb 
werden,  wenn  man  bei  Ableitung  derselben  v  unverändert  lässt  u 
dagegen  u  ipit  ui  vertauscht.  Dann  entspriogen  z.  B.  aus  ( 
siebenten  Quaternion  die  Gleichungen 


y  SS  sinf) 

m^HW    ^     U -4- lß--*\-  —' 

n  _     _    ^,'«'_J^|  ^,(t)-mi) 
x'* sin* 0 "'  ~  " ^,v      21  ^»^(v-u i)   ' 

J^nt^'  ~  "  *,i'      21  *^^{v  -  ui)  ' 


—  oo<p  =  — 7,coi*i!r-<; 

—  oo<p  =  — tg*ar<o 


^  vi     X 


Uisst   man   hier  k  ti  t>   in  x'  ti'  v'    Übergehen,   so   ei^eben   sich 
Ausdrucke 


I.    ^  =  S109) 

?'_„/  _  „"»/(*''' 9.')  _   i.   »»("'+»''.<?') 
X  sin  ©  xf-,(t^,q]       21      ^,(i'— «j,  9) 

^^^^ "    ~       "  *. (i-S  9')  "^  2.  "^ », [v'-u'i,  q')  ' 


COS  er 


00  <  p  = «^  coi 

X 


—  oo<p  =  —  tgV 


^<^  =  :7^< 


deren    Uebereinstimmung   mit   der    früheren   Form    leicht    direct 
verificiren  ist. 

Auch    in  den  Ausdrücken  des  Art.  55  kann  man,    wenn  x 
Einheit  nahe  liegt,  mit  Vortheil  das  Argument  q'  anstatt  q  einfüh 
und  erhalt  ohne  Schwierigkeit 


«W] 


Zur  Reduction  rlliptischer  Ipttegrale. 
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I.     ^  CS  sin^) 


-1.4      M> 

xsin  ar 
T — r-**' 

X  cos  0 


X 


Pur**'  ""       "  e^r'"*"  »  *^ö(*/'-t>')   ' 


o</>  =  sin*cr<  I 


I  I         ^ 

X        '        X  sin  er 

X  '^  X    cos  CT 


o<p  = 


cos*w 


<I 


und  entsprechend  für  die  Formeln  der  Übrigen  Quaternionen. 

Wenn  es  sich  endlich    um   die  Aiirstellung   der   complemen- 
tareo  Integrale 

ptTf    du 
»  =  /        ^-  - 

handelt,   so  wird   man   nur  zu  beachten  haben,    dass    -j-  =  —  j-  , 

(lit  du 

und  (lass  tt>  für  w  =  —    verschwindet.     Damit  erhält  man  sogleich 


I.     y  =:  sin  ip 


n  t  7t  \  ^4  V        I  .    ^  (n  -4-  v) 


o</)  =  sm  iBf<  I 


X  sm 

?C08*fDr 


^<^ 


<oo 


J«<P  =  Zi 


~1  ~"  1 — 

X  sm  tii 
X  COR  or 


COS^IBf 


D. s.  w.    für   die   logarithmischen  Integrale,   sowie   für   die   Inte^grale 
trigonometrischen  Charakters  die  entsprechenden  Gleichungen 


? 


I.     y  =  s\r\(p 


\  2  /  ö,t;      21  ''Ö3(r--wj) 

n'       ,  i  7t         \d'v       I  ,     /ö-(r-l-w/) 

s  or  \  2         1  dv      21  "  — iö,(i;  — Ml) 

*n'    ,        iTt  xd'v        I  ,      iejv-hui) 

'*cr  \2  /ö,r      2t  '^  —  f^,  iJ  — ?ii) 


oo<  1>  =  —     4  cot*iBr'<o 

X 


oo</}  =  —  tg*iDr'<o 


•<''  =  ^<7 


u.  s.  w. 
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Wahrend  also  in  den  Ausdrücken  für  das  Inte^al  w  die  Function 
?'/,  eine  Art  Ausnahmestellung  einnahm,  sofern 

lg|iiü±£j  =  Ig-^^iL-    an  Stelle  von     Ig^ij^ 

auftrat^),  so  ist  beim  complementären  Integral  tt),   sowohl  für  reelle 

wie    für   imaginäre  Werthe  von   v.    1ä^^4 1   durch    Ig^  *^ ^ 

zu  ersetzen.  Im  Zusammenhange  damit  steht  die  weitere  Forderung, 
wonach  wenigstens  im  logarithmischen  Falle  in  den  von  lgi>,(tt  — p) 
abhängigen  Formeln  die  Bedingung  u>r,    und   in   den  Ausdrücken 

mit    Ig  [ —  i\{u  +  v)]    die  Ungleichung   m  >    -  —  v   erfüllt  sein  muss, 

damit  der  Nenner  y* — p  unter  dem  Integralzeichen  nicht  verschwinde. 


58. 


Die  Werthe  der   ganzen  Integrale   dritter  Gattung  er- 
geben   sich    aus   dem    Früheren    ohne   Weiteres,    wenn    man    in  w 

'IT 

u  =         oder  in   tt)   w  =  o   setzt.     Doch  hat  man  dabei  zu  berilck- 

2 

sichtigen,    dass    das   ganze    Integral    /      -^     —    nur    endlich    bleibt, 

wenn  p  nicht  mit  i/  zusammenfallen  kann.  Damit  gehen  für  die 
sogen,  logarilh mischen  Integrale  —  wenigstens  unter  Voraus- 
setzung eines  reellen  Integrationswegs  —  folgende  vierund zwanzig 
Gleichungen  hervor 

VC    S-'v       pi^  du  ri^  du 


IC    xT  V  ^  p  iTf           au  ^  r^ 

2  X*  Ti  ^v  ",/  0      _i ^1  gj^i  ^  ""  ,/o      x^ec*  y  -h  X*  cos*  m 

_    pi^  du  __    pi^  du        _ 

«/o      cot*9)-i-z/*tBr       Jq      x'*tg*qp +  z/*iBf 

pi^f  du  *     pi^  du 

^  .h      ^ Vx W*  m  "  fo      ^ST-.^^in*'^ 


*)  Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  in  diesem  Falle  die  Gleichförmigkeit  sieb 
häUo  lierstollon  lassen,  wenn  man  die  Argumente  der  übrigen  Tlielafunclionen, 
was  offenbar  gestattet   ist,    in  gleicher  Weise  abändern  wollte. 
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.TsiD^iBT  ^,'r /»l^r  du  _   /»i^  du 


^       siiroT  -i/*y        sin'' 

__   p\^  du  ri^  du 


m 


jccosJSx^^v  __  pi^  du  _    I     /»i^i         dti 

i^  du  i     pi^  du 


jccos  vs  xt^v  __   ptn  au  _    I     Pt^t         au 


__  pt^  au  ^    i     pt^  c 


.«. 


.-      ,-sec  er 


i^  rfw  /»i^r  rfw 


4  COJ**y 


0     ___": — X 


nJ^m   ^,'r  __   /»i?'  du  __    i     /»i^r  r/i* 

i^  rfa  I     /»i^r  du 


_^     Pi^               UU  1        P] 

t/o         Ant*/n  -J_  _Z ^      t/o 


.1 


Bei  den  Inlegralen  trigonometrischen  Charakters  kann  für 
reelle  Werthe  von  u  y*  nicht  mit  p  zusammenfallen,  dagegen  ver- 
schwinden jetzt  für  u  =  —-  die  logarithmischen  Glieder  nur  bei  den 
von  {^  und  x^^  abhangigen  Argumenten,  während 

ii,j{"j»-ji^  =  -•-igt4't^4  und  Aig^'?'--^-"^!-  =  '.  igti'^-^ 

in  ^lg(-i)  =(m+|)7r 

übergehen,  wo  die  ganze  Zahl  m  für  den  reellen  Integrationsweg  zu 
heslimmen   übrig  bleibt.     Man   überzeugt  sich   aber   leicht,   dass  m 

verschwinden   muss,    wenn   man   etwa    x  =  o    und    m'  =  —    sub- 

2 

^tuirl.     Durch    die    erste    Bedingung    wird    nicht    allein    x'  =  i , 
=^--,  9  =  o,  M  =  y,  ^cr'  =  coscr',  //'  =  simar'cos^cr',    son- 
*'n  auch 

^^kuai.  d.  K.  S.  OeseUscb.  d.  WisBensch.  XX.  13 
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,  =  r'ji'P_  ^  ,j,igW^  +  «,.)        oder        .-*=  tgi(^  -«r'l  . 


folglich 


e^^  ^>  =  ?!_t^Il  = 


Ov            '  ^^v       e*'— e"*'       sinW 

*     = =  sintsr    ,  7i'-  =  o 

Damit  erhalt  man  die  48  Integralwerthe 

TTCOS^tff'  d'i^  _   pi^  du  ^  pi^  du 

"   2x^ir~~0v  "Jo       -I_4.x*tfi*cr'  "-^0      x'Vsec*a)-4-x*sec*iBr' 

sin*  9  ^ 

i^  du  pi^  du 


/t^  au  ^  C^ 

^       cos'ot'  ^  ^       cos*iir' 
pi^             du              ^  pi^  du 

sin'^  cos' 9p  ^^ 

7rcos*izr'/         ö'v\   _  pi^  du  _    *  ri^  rfw 

cos*  BT  '  -^*9) 

_^  pi^  du  __  /»i^  du 

./ 0      sec*  er '—  cos*  (p      Ja     sec*  tff '  —  —  ^ 

_     i  /»i^  rfu  _    p\n  du 

/-        J^xa'  .%  /-       cos*g)       ,  «      , 

7rsin*rar'ö/r  _^   /»i^             dw                     /»i^          rfu 
'7/r~  ö,  r  ""  ./o      x*sin>+coi*flr'  "^  Jo         J _«:!_ 

sin*OT'       ^*<jp 
__    /*4^  d//  __  p{n  du 

sin*iir'  ^  sin*w'  J^tp 

^   pi^  du  pin  du 

"^  • '0  '       -  J^  ""  ./o      x^cös*^  .  ^CT' 

sin'ro'      "^  ^  '^    ^>  -f-coi  1S7 


n  rar    /c/jr         \    _   /»i^  du  ^  pin 


^*ro 
r»i?'  c/?/  piTi  du 


sin*9  T  ^sin*w' 


^^    /»a^  au  ptn 

•^0      cotV  +  ^4— ,  '^^      x'*tfiV-4---i — 
^       sin*w'  '^     «f^  y  ^sin*ro' 

sin'^       sin*ny  cos'y 


^31]  Zur  Reduction  elliptischer  Integrale.  t87 


i^  du  I      rin  du 


Pi^  au  I     z*!^  (tu 

__  pi^t  du  ^   piTt  du 


J^(p 


7t      I         0^v\   __    /»i^  du  __    I     /'i^  rf?/ 


sinV       -^*nr'  ^^^  ^/^       ^    J'^m' 

^   fi^  df(  _    I     /^i^  flu 

/a  .4  ri  COS^W  '  jT^    /_  ^    i 

•'  0         nnf.'  #«  -1_  V   *     .  -  -  —  '^      •'0         f  CT* 


0      cot>  +  x''    .,^-r        "    -'0      tßV/) 


^'^ro'  "   '    ■    ^*m 


cos*  OJ  ' 


__    /*i^  r//f  ^    pi^i  du 

""  ./o      ^>  -.  x*x '* ''"'"''  " -'o       ^>  _7^ 
sin*^  ]j'*m'  cos'<jp       J^m' 


_    /»}^  du  ^  I      /»l^r  //// 

C08  qp  +     :ä'«^~  ^»9  ^  ^«"^ 

t  Pi^  du  pi^r  du 

0        ^%/.- 


_    «  pi^i  du  _    /» 


^*ro'  ^''ro'        ^> 


59. 

Die  Formeln  der  Artt.  55  und  56  sind  mit  Rücksicht,  auf  reelle 
Werthe  des  Parameters  p  entwickelt  worden,  allein  selbstverständlich 
behalten  die  für  die  Integrale  w  und  w'  gefundenen  Ausdrücke  auch  für 
complexe  Werthe  von  p  resp.  m  und  rar'  Gültigkeit.  Es  handelt  sich 
dann  nur  um  Bestimmung  des  complexen  Arguments  v  =  v^  +  i\i 
der  Tbetafunctionen  für  ein  gegebenes  p  =  h  +  [ii  ^    und    diese  Be- 

13* 
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Stimmung  kann  genau  nach  den  Vorschriften  des  Art.  53  ausgefilbri 
werden.  Indess  ist  es  wünschenswerth ,  die  resultirenden  Formeln 
in  ihre  reollen  und  imaginären  Theile  zu  zerlegen,  da  nach  Art  42 
bei  der  Rechnung  mit  elliptischen  Integralen  beide  gesondert  ge- 
braucht werden.  Dabei  stellt  sich  heraus,  dass  die  reellen  und 
imaginären  Theile  der  Integrale  mit  complexem  Parameter,  selbst 
wieder  von  solchen  mit  reellem  Parameter  abhängig  gemachl 
werden  können. 

Nehmen   wir  als  Beispiel   die   von  Jacobi    in   den  Vordergrund 

gestellte    erste    Form    der    zweiten    Quaternion    für    y  =  -: —    und 

p  =  x*sin*tBr 

und  bezeichnen  wie   früher  durch  v  und  ^  die   conjugirten  Werlhe 
von  V  und  nf^  so  ist 

Die  Anwendung  der  Formel  des  Art.  51 

y  ^  (u  -m;)  ^  (?/  -  v)  =  ^*M  ^*r  —  ^Ji/  y,v 
ergibt  sogleich 

,  ^   ^'  (1/  -h  V,)  ^]  (V,  I)  -  ^:  (u  +  V,)  y,  (V,  i) 

^  ^  y  {u  -  V,]  ^:  (r,  /)  -  ^j  (u  -  t^o)  ^?  (t\  I ) 


—  -4-  W  —  Ifi  I  I  H I 


Bezoichnol  man  im  Folgenden  durch  rsj^  11^  w^  resp.  tff[  /J[ 
und  w[  die  Werthe,  in  welche  m  II  w  resp.  tar'  //'  1/»'  übergehen, 
wenn  man  v  durch  v^,  resp.  v^  ersetzt,  so  hat  man  zunächst  vermöge 
der  Verdoppelungsformeln  des  Art.  18 

tg|A'  =  tgiar,^(iör,x)   ,  tgiA'  =  lg<^«x') 

und   für        sin/  =  xsinA  ,  sin/'  =  x'sinÄ' 


smnf  = fy  , 

COSGTq          COS^A' 

cos|A' 
coscTq       sin^/ 

JtSf^  ""  cos|/    ' 

^tar^j  "~  sin^A-  ' 

1^1  ZtR    ReDUCTION    ELLII'TISCIIKU     InTEGRALE.  180 

sxnXk  .  sin  1/  _,        zK      ,  ,       - 

—    ^—  -*^."«r     —    2__  Jl^  _    tj^  J /»  cos   GT^j 

^^;  =  ^tg-iA'cosX 
u.  s.  w.     Führt  man  ferner  die  Gleichungen 

-^ti — \ —     =  >csin^i//o  ,  -,;4- — ; — '-4  =  xsin*!/;/ 

^  (ti  +  rj  ^^  xriu-hv^i)  ^* 

ein,  so  erhalt  man  durch  die  Additionsformeln  des  Art.  17 

.    tp^  __  cosGr^^tar^sin^jp  ±sintar,jCosqp^gp 
^^^  I  —  x*sin*iaroSin*qp 

.    i//j  _  ^  tar^'  sin  q>±  i  sin  kt/  cos  ct/  cos  qp  ^y 
^'"^^*'  "  i~sin*<^*y  ^" 

wo  folglich  die  Winkel  xpl  und  w[  conjugirte   complexe  Werthe  be- 
sitzen. 

Die    Substitution   dieser   Ausdrücke    liefert    nach   einer   leichten 

Rechnung 

P-  y^'n  »r  ^        x^/Totg^-cr;        ,,       '       i-hxng*<sin>, 

I  -4-  X  sm  cTq  tg  taTj  ^      i  +  x  lg  cr^  sin  o)^ 

In  analoger  Weise  findet  man 


_0 
0 

Durch  Differentiation  des  Integrals 
aber  folgt 


cos 
und  damit 


x*iT'sin*f/)  _  _  ö'r  _  ^  /^'(?/  +  »^0  _  ;»^(t/-rO\ 

*CT'(i'+xMg*Gy'sm%/)i  ~        Ov       li  \  iJ^(u  + vi)        ^(w- vt)  / 


^;t'o  +  ^\0       ^K-*\0  l  öt;.       cos*cy;(i  +  x*sin*i5rotg*<' 

^  .  _  _     .1    ÖV,        I       ^  i>/  +  i\  i)  \  ^       . x*JT^sin*egr^^ 

^'-"       ''\''ö^"*"irß^(/.-iV)l""'"^os*<(i+Vsin'crotß'<^ 


Die  ADwendung  der  eingeführlea  BezeichnuDgen  ergibt 

^_   x*iT/      ,^  x*iT/sin*«Brjj  i       i  —  x^siD^iBT^^sin*«/;,' 


X   8ID    IBT^Sin  If/, 


WO  das  iogarithmischc  Glied  in  reeller  Form  durch 

2  X*  sin*  tar^  sin  üS[  cos  rs[Jw[  sin  r/)  cosq)^(p 


—  arc l2  — 


*  (i  —  sin*  ot/^*^))*  —  x*sin*  rar^^  (^*cTj  sinV/)  —  slu*vlflcos*w^cos*q>J'(p\ 

ersetzt  werden  kann. 

Man  sieht,   dass  die  Werthe  von  P  und  Qi  durch  gegenseitige 
Vertauschung  von  r^  und  v^i  in  einander  übergehen.     Das  Integral  t/^ 
aber  mit  complexem  Parameter  ist  auf  die  beiden  Integrale  w^  und  w^ 
mit  reellem  Parameter  reducirt.     Die  Ausführbarkeit  einer  derartiger^ 
Keduction  ist  bereits  von  Legendre  erkannt  worden"^). 


60. 

Eine  abweichende  Bestinunung  von  Q  geht  hervor,    wenn  nia  ^ 
dasselbe  auf  die  Form  bringt 

ß x*/z;sin*rar^  _  2.|  dj(\        i      ^(t^+jv+_V^ 

^  "       cos*<(i  +  x*sin*cTotg*<)  "       ^  l^'       '"^  Ov,  ■*"  21-  ß^(u+r,-tv>-: 

_     x*/Zj'    I   /«w+i'o       p^-Vq  (In 2 u sin* nf^  \ 

"  2cos*cy;i  Jo  Vo  '     -i-v*tL.*nt'      n-x*sin*cy.tR*iar;' 


sin^y 


X*  lg*  rar;      I  +  X*  sin*  rar^  tg*  er; 


Durch  Vergleichung   dieses   Ausdrucks   mit  dem   früheren   entspring  i 
das  Additionstheorem  für  die  Integrale  dritter  Gattung  in  der  Gestal  t 


X  /i;  /     pu  ^  r^'*'^''^  r**""*'^_         ^^ l  —  J-l    ^^^  sin*iaroSin*i//; 

cos*cr;(  Vo       7o  c/o         _J^  4.x*tß*cy'^  "  2?  ^  i  -x*sin*^rsin*cc;; 

oder  mit  leichter  Buchstabenveränderung 


X* 


I    /»tt+ttj       /.t«-tt,  ^     >^i*            f/jf  \  —  ii    I  —  >«*sin*g?^sin*w 

Uo  t/o  Jo   __L x*sin*Br'         *      i  —  x*sin*9)^sin*tp 


sin'y 

wie  man  auch  direct  mittelst  des  Ausdruckes 


*)   Legendre,    Traitc  des  fonctions  elliptiques,    VoL  /,   Cap.  24 
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I      vA  [u-h  r)  ^  (w  +  «1  —  v)  u^  («  —  ?/j  —  r) 
T  ^  ^"*  (li  —  r)  ;>  {u  +  w^  +  r)  ^  (u  —  ii~+  v) 

tevveist*).     Für  u  =  u^  ergeben  sich  die  Verdoppelungsformeln 

Ic/o  ./o    _i x^sincj'         *       I  —  x*sin*qpsin'i// 

sin*  9) 


cos*«,     ..,n  ./n      .^_:L_  +  xng 

sin*9  ^ 


In  entsprechender  Weise  leitet  man  das  Additionstheorem  für 
die  Integrale  der  zweiten  Gattung  durch  logarithmische  Differentiation 
der  Gleichungen  ab 

;^*^(mh-m.);!^(m-u,)  ^fw^fw,  ^  .  4 

^i   \.i~ ^  =  I  —  tA-  t/4—  =  I  —  X  sin  r/)iSin'(/) 

^*^J/f4-Mj^J<i  — ?<J  _     _  ^*'^  :^?JS  _     _  sin%/), 

&\'iirP~^  "  '  "■  ^|u^~'a,  -  I  -  sin  (p,  —,- 

wodurch  die  Formeln 

&'[u•hU^)        ^'(m  — wj  yu^         ^Ktl^  s'm*  (p^  S\n  (p  cos  (pJ(f 

^(m  +  mJ        ^(m  — mJ""     n^M  —  TT      I— x*sinV|SinV/) 

t^,'(u-4-t/,)       ^^'(m  — //,)  //,'//  ^  4Ksin*yj  cotqp^y 

^i  (<' +  ^J       ^1  (w  -  "1)  ""  ^  ^*  "■  7r  siu>  ^^nVi 

>,!>  +  i#J       ^,  (?/  -  t/J  "     iJ^,M  ^     cos* 9)  -  sinVi  ^*<P 

^,'(fi-4-tiJ       ^3(w  — ^^)         ^jW  _  4Kx*x'*         sin*(jpjSin<pcosqp 

^,(m"+ t/J         ^3  (U  -  r/J  ■"  ^  ^,U  ""  TT    "      Z/9)(X'*H-X'C0SV.C0S» 

erballen  werden,  denen  die  weiteren  Relationen  zur  Seite  stehen 

X       sinqp,  I  —  X  sm  <jp 


/r     ^^^<p  ^  (p  Qosq)  J  (p  cosq>^J  q)^  +  x'*sin<psin9)j 
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bedient.     Setzt  man  a?=±w,  y  =  v,   z  =  v,   so  folgt 

S'^V  &^V  x^^U  x^^{v  -^  V  —  u) 

,5^ (D  —  w)  />  (r  —  m)  ^ (c  +  t)  +  ?*)  _     ""  ~S^  ^^  ^  ^(r  4-  V  —  ti) 


mithin 


I       ^(«;  +  t)  +  M)^(t;  — t/)  ^(v  — m)  __   I      I +  ^  siof) Sinai 


wo 


.    i//  _    I   ^,  (u±2ro)  _  cos/:^Ä:sin(jp±sin/:cosijp^<3P 
^^^  ""  yx  ^  («  ±  2  v^)  ""  I  —  X*  sin*A*siD*<jp 

während 

also  im  vorliegenden  Falle  durch  den  Modul  des  Parameters  p  =  x^sinHv 
gegeben  ist.  Diflerentiirt  man  nach  u  und  lässt  dann  u  verschwinden, 
so  wird 

Ebenso  erhält  man  durch  Umkehr  des  Vorzeichens  von  v 

I       i>(t>  — iJ  +  w)  ^(p  — ?/)  ^(t)4- w)  _    I       I  —  ^  sinqpsinw' 
zi  *'^(r  —  l)  — m)  ^(d  +  m)  ^(D  — m)  ""  2»  °  I  —  ^sio^sini//' 

.    i//'  1   &^{u±2V^i)  _  ^Ä'singpdbisin/r'cosfc'cosqp^y  ,,, 

und  durch  Ditlerentiation 

Damit  ergeben  sich  schliesslich  die  Werthe 

P,_             zKit      .    ,        I,    I +  psiDr/)  sino; 
=  X  /IjuWtH-  DsmA+—  lg ^  -— ^-;  — 

*    '^        /r    ^  2      I  +  ^  sm  4JP  sin  t// 

Öx*iTi.      ,      2  Km        ,,           .       gsmk'cosk'sxnwcosw^w 
=  — i-Ti  ir/. Q  IsÄ'  -4-  arcl^  - ^^ —  . ^ — ~ — ^ 

cos^A'     *         7v    "^  ""  ^  i-sin*A'z/V-?^A'sin> 

welche  sich  durch  Einfachheit  empfehlen.  Je  nachdem  t;^  oder  9^ 
verschwind(»n,  gehen  diese  Gleichungen  über  in  die  Verdoppelungs- 
formeln 
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H X  sin  vsmilH — % — 

-'^  ^      I +  x  sin  vsiny  sin^ 


4Kx'süi9'^9'  f  du  zKx^smk'Jk'   f  du 


Jr»  au  ^  2Kx  smk  ^k     /»• 

t     _i_-|.»*li.*H'  ^  ~cösÜ'     J^     .    « 


wo 


2Ktf   s.  j    .     ,,       1  ,    I  — Ä*t«:*Ä'sinysin«' 
-^  -'      I  —  X  t$  0  sinf-sin^ 


z  sin  0  = ,   ,  X  lg  «F  =  -    ,,- 

I  -I-  cosA-  I  +  OOSA" 

1  .    i  +  x^sin'iSFsinff  sincii        ,   cosl  w  — cr^ 
—  lo — ^ ?-  _  =  lu  —       — 

2  ^  H-  X  sin  CSF  sin  ^  sin  ^         •'cos^(^  —  y. 

1  .    1 — z^tu^v'sinflpsinoi'  (-7A'— casA'  sinA'sin<rci>scr-7cr 

2«       i  —  z*tg*0'siny  sini^'  ^  i  —  sin*A'>y*y  +  cosA'cos*y  +  ^A'sin*y 

Bei  der  Vergleichung  mit  den  entspi-echenden  Resultaten  des  Art.  6o 
hat  oiao  die  verschiedene  Bedeutung  der  Winkel  ip  und  co  nicht 
ausser  Acht  zu  lassen. 


62. 

Auf  analogem  Wege  kann  man  auch  bei  den  übrigen  Formen 
der  Integrale  dritter  Gattung,  weiche  im  Art.  55  zusammengestellt 
worden  sind,  für  complexe  Parameter  die  Trennung  in  den  reellen 
ond  imaginären  Theil  ausfuhren.  Es  wird  nicht  nöthig  sein,  die 
Resultate  sämmtlicher  48  Fälle  einzeln  anzugeben;  wir  begnügen  uns, 
die  entsprechenden  Gleichungen  zwischen  den  Thelafunctionen  hinzu- 
schreiben, von  denen  die  weitere  Reduction  abhängt. 

^^,{x-^y^z)i^,x^^y^^z-^,(x^y-hz)l^,x^,y^,z 
»(y+i)  ^,(a:+y)^,(x4.j5)  =  &^(x-^y'hz)^^xd-y&z-h^j^{x'hy-hz]!^^x&^y^iZ 

=  d'(x-hyhz)ax&^y^^Z'^^^{x-^y-^z)^,x^,y&,z 
*iyH-;j;^,(a;-l-y)^,(a;-h^)  =^  ^^(x^y^z)  ^^x^^y^^z-i-^^ix-^y-^z)  &,x^y^z 

3=  ^{X'hy•hz)&x^^y^^z~'&^{x-k'y'^z)^^x&^y^'^z 
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'*i^t(y+^)^(«-+y)*(^+« 


^t  *,(y + ^)  *i  (^+»)  -»,  (a:; + 3 


*»*.(y+3)  »ti^+y)  »t(x+s 


*,*,(»+5)  ^,(d^+y)  »i{x-t-3 


^A»(y+']»ij^+y)^{x 


*j  *,  (y + s) -»,  (a; + y)  ^,  (aj + 3 


'^j  *j  (y + 3)  ^,(-«+y) '2^,(^:^+3 


*,*,(y+3)^,(a;+y)*,(x+3 


=  »(x- 

=  »{x- 
=  »^{x 

=  *,(x 

=  d-ix- 

=  *,  (o: 

=  »{x- 
=  ^  {x  - 


Bezeichnel   man   durch   A 
-^  -    und    lg©,    so  gehen  die 

^  (t;  —  u)  ^  (i)  —  >0  ;>  (2 1^0+  ?/-)  _ 


+  y  +  js)  ^4  X  ^y  ^J5  +  *,  (a -♦•  y  +  jj)  ^,2?  ^,y  ^,1 
hy  +  Ä)  ;>x^,y^,5  -  ^,(a?4.y-4-j8)  ^,ici^,y^,i 

+  y  +  «)^ia:^3y*5Ä4-i^,(ir-4-y-#-a)*,a7*,y*,i 
hy 4-3)  ^x ^,y^,Ä  —  ^^(x4-y-4-j5)  ^,a;*y^Ä 
l-y  +  s)  ^ir^jy^^5+ ^,(aj  +  y-4-55)  ^,a:*,y^3i 
+  yH-j5)^5£c^,y^,;5—  di(x*4-y-4-3)  ^^ac^y^a 
+  y  +  55)^3X^3y;^,i5-^,(x  +  y4.3)^,x*,y*, 
♦.y  +  i3)^x^y^j5  4-^^(x  +  y-4-»j^,flc^,y^,s 

,  ^,   i'  die   Moduln   resp.    von    sin  er, 
Werthe  hervor 

-l-x*A*siny  sincei 
+-x*A*sin<)psini/; 


&^  {v  —  u)  ^,  (t)  —  u)  ^^  (2  t;p+  ?/)  _ 

^^  [V  H-  m)  ^,  (V  H-  m)  ^,  (2  V^—  tij   "" 


^,  (i;  —  y/ 1  ^,  (r  —  ?/)  i^,  (2 1'^  -4-  //-)  _ 


^3  ( v  +  w)  ;>3  (t;  +  w)  1^3  (2  Vo  -  '0 


—  X /i  cosqpcosw        J — V  ^ip^io 


^  y^ fji^ CQScp  cosif) 

_J!__ 

sin^  siDoi 
siD9)SiDi/; 


I  —V^^ff^ifß 


siny  sino)  I 

cos  y  cos  0) 

COS  y  cos «// 
x'*/u*sec(jp  secw 


v*coly  COtCü 


V  coifpcoixf) 


x'*i^*tg9)lgui 


+  x'*/u*sec(jpseci//        iH-x'  i^  tg^tgi/; 


t  ^f  cosy  COSO) 


i  ^icos^^cosi/; 


x*A 


4Jtp^%\> 


I    


jj/1^1 


1    /i    «  sin  y  sin  Ol 


%    ,%    fsinopsiDil' 

—  X   X     U    — .^     - 


I  — 
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und    durch  DiiTerentialioD 

^'f2ig       ^'v     •9''v           2K  ,  .        .  -  .   ,            2K   ,,4  .  , 
-^-f V- Y. TT-   =  —      -X  sinearsincTsinA- = x'A  sinÄ 

O-^izv^)       ^,'tJ      ^i^  _^       2K  I  —  cosrarcoswcosA"  __       2K    i—JwJüsJk 
^,    2  rj       ^,t?      ^jV  ""         7r       sintsrsin^sinA'      ""         /r  x^  sin  17  sin ^  sin A* 

_^       il^  JüSj^Jk  —  cosCTcosöcosA- __       2K/sinA'      Jk\ 
""        TT  x'^sincrsiu^sinA*  ""        7ir   \  A*        IgÄ/ 

__         2K    /sinA-        I    \  __  2K     /sinA-       ^A' \ 

""       TT^A*  \  /u*        IgÄ/  ""       7rcosA\  1/*        sinA/ 

^ruro)  "^'"^7^  =  ~^'    tg^rtg^tgA.  =  --X   ^  igA.        . 
-^ai^tO       ^ji'      ^jT?       2K   o   .iSintarsinwsiüA'       2K   -   ,-   -sinA* 

*_L_.  •'.  ^  — 2_  ^  _*. .  SS  XX  __-  -      —  ^   X   X     U 

^,(2rJ       t^jü      ^jV        TT  JüSJmJk  jc  ^  Jk 

nebsl 


I     \^(2V,  J)  d^V  -d-V  I  7t  ^ 

1    i&[(2t\i]       &;v      ^Iv \  _      2K     is'mk'       Jk' \ 
i   \^,  (2i'^i)       x^^v      ä-^vl  ""  7rcosA''\    A*         sinA'/ 


_     2K    /sinA'         I    \  _  2K/sinA*'      Jk'\ 
"  7t JF  \7*^         tgP /  "  "TT \    1^*         tgP / 


I 


^^     'i..i 


'St*       t  f 

X  V  SinA' 


1 

I 


l^i{2V,i)      S^jv      d^jvx  ^  ^iK^i^'i^iSinA' 


während  in  den  vorhergehendeo  Ausdrücken,  durch  den  Wechsel 
des  Vorzeichens  von  v,  A*  ^*  und  r*  ihr  Vorzeichen  umkehren  und 
w  fo  in  \p'  €(>'  übergehen. 


Berichtigungen  und  Nachträge. 


S.  68,  Z.  5  bemerke  man  die  Gleichung 

S.  8i,   Z.  lO  lies  |-l-6flc  4- 2 6,  cp  4- c,   statt  2b^•hc^. 
S.  86,  Z.  II   lies  4- fjSo  *^*t  —fo^o»  ^^  ^^^ 

S.  88,   Z.  II   lies  f^-i^f^  stall   f^-^f 

Jq        t/o  »'o        »/o 

S.  89,   Z.  13  sind  die  Worte  ausgefallen: 

Der  Winkel  tt  — i/»  wird  durch  ein  auf  die  Seite  w  geHilltes  Perpendikel  in  di 

beiden  Theile gc»'  und  — ^^x'  '-erlegt,  wo 

Die  Gleichung  U»  =  «)  4-y    oder  tgi/'  =  -'^^-^-    -^f  — ;     ist  bekanntlich  fi 

I— tgqc'ig;i:JgpJ;f 

die  numerische  Rechnung  besonders  geeignet. 

S.  93»  Z.  12  V.  u.  ist  hinzuzufügen,  dass  für  G^'^2'jH*  die  Wurzeln  X^   und  » 
das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  A  und  /T  besitzen  müssen,  weil 

A4-Aj4-A^  =  0         und         >lAjAj  =  — fT. 

S.  96,   Z.  20  lies   (ff* — a)*  . 

S.  104,   Z.  7  lies  —2 ^  statt  —2- — -- 

V  y 

S.  117,  siehe  den  Nachtrag  zu  Art.  16. 

S.  122,  Z.  II  lies  ^iiiq^)  statt  ^,(»7*). 
S.  125,  Anmerkung,  lies  lg.Jo)'  =  ttg-J^gc''. 
S.  132,  Anmerkung,   ist  zu  er\vUhnen,  dass  die  Gleichung 

auf  bequeme    Reihen-    resp.    Kettenbruchsentwickelungen    führt.      Zunächst    e 

hält  man 

4, 


>'/=    K4-('+'/-7*+/-'/..) 
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lind  durch  Potenzirung 

7  =  -j^  (14-87  +  207*—  627*-!- 2167".  .) 


X* 


1  4-3  I  —  X  X  2  X 

oder  für   a  = r— ;  =  f 

I  4-  X  X  I  4-  X 


8 

\i^oraus  wiederum 


9  s=  -5-(l  +  207*— 627*  + 216?°.  .) 


9*  =  }/7-(i  +  59*— 539*+7249'''--) 


oder 


i  +  5<7-53?*+724'/--  =  |/i69(x  +  --)* 
hervorgeht.     Die  Umkehr  dieser  Reihen  ergibt 

+  9"8(f)    +"745'(j-|"  ■) 


»%=fl(-5(|)*-.4,(|)'*5864(|)-..} 


oder  in  RctteDbruehsrorni 


1/  t7*      1    •    1   X     . 


i  i  i  i  t 

3   X     .    19  X     .   29  X     .     33   X     .    27453  * 


*      l7  I    •    5    ^     •    61    A     . 

'^  ^  ~    ^"8*1        64I         160   i 


81         96  I         96   I         152   I         96976   I 

IT 


4  .         -.4  2« 

II      A 


39<HO    I 

Uui  die  Convergenz  dieser  Entwickelungen   zu  steigern,    bniucht    man  nur  7  in 
9*  oder  7* ,    folglich  x  und  X  in  Xj  A^  resp.   x,  x^  übergehen  zu  lassen ,   wobei 

X,  =  tg*^«  und  für    x'=  cos*f ,    x^  =  *  =  (         J^    .)    =  tg*K^ 


2X« 


femer  für  x^  =  tg  J/  ,  Aj  =  ^  =  sin/   und  für   x,  =  |/2  sin^  , 

I  4-  Xj 

A^  ^  lg  ^   werden. 

S.   135,   Z.  8  V.  u.  lies  J(7/x')   statt  J(g[;'x'). 

S-   140,   Z.  QU.  10  lies  sin*',   sin*/,   sin*,'  statt  sin2*',  sin2*,'  und  sin2*,'. 

S.  148,  Z.  7  V.  u.  setze  man  hinzu:  Zugleich  geben  die  aufgestellten  Ausdrücke 
zu  erkennen^  dass  die  höheren  DifTerentialquotienten  der  Thetafunctionen  sich  auf 
diese  Functionen  und  ihre   ersten  Differentialquotienten  zurückführen  lassen. 

S.   148,    Z.  2  V.  u.   lies  ti-^  stall  u—  • 
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Fortsetzung  der  Berichtigungen  und  Nachträge. 


S.  60,    Z.  3  V.  u.  hinzuzufügen:     Für  6 HCl)  =  AD'-i-  B^E  odor  ;.  -h  r  =  o  winl 


§1  =  {Bx*-^I)){'^^x^^4x^  ^J 


$.61,   Anmerkung  zum  Schlüsse  des  Arl.  3. 
Aus  4  A'  —  (JA  —  //  =  o  folgt 

G''--2'jH^=  (12;.«- (?;*((; -3/.') 
Für  3A  >ö  ist  mithin  nach  dem  Obigen  B   —  i4r>^A.      Da  aber  die  cubische 
Gleichung    in    jedem    Falle    eine    und    nur    eine    Wurzel    hat,    für   welche 

4A    >  6? ,    so    fragt    sich,    ob    auch   in    dem  Intervalle    — G^k   > — (;   stets 

«  3  4 

B   — ACy>  AX    bleibt.      Wäre    Letzleres    der    Fall,    so    würde    die    Wurzel    A, 

welche  gleiches  Vorzeichen  mit   H  =  A  ;4A   — G)  =  4AA,A^    besitzt,    stets  eine 

reeih»  Zerlegung  herbeiführen.      Diess  tritt    in  der  That    ein    für    B^  —  AC^o, 

weil    we.iien    A  h- A,  4- A^  =  o    A,    und    A^    resp.   Ak^    und    A?.^    entgegengesetzte 

Vi»rzeichen    von   A    resp.    AX    besitzen.      Da    nun    bei    vier    complexen    Wurzeln 

nur   eines  dieser  Producl«?    <^  H   —  .1 C   sein  kann,    so  hat  man  die  Fälle 

1)        AI  <B'^AC  ,  .4/,  >/y*  — Jr  ,  Aa^^B'  —  AC 

2)      ^lA,  <//*  — /ir  ,  yi;^> /y*  — /ir  ,  .ia  >ä*  — ^r 

3;      .1 A^ <  Ä*  —  yi r  ,  .1 A  y.  B^  -  Ar  ,  A ;.,  >  /r  —  ac 

Die  Fälle  2;  und  3)  enthalten  für  //  — ^ir>o  einen  \Viderspruch ,  der  für 
H^  —  -ir<o  wegfällt.  In  der  Thal  kann  lelztereofalls  die  Wurzel  A  einer  nicht 
reellen  Zerlegung  entsprechen.  W^^nn  aber  auch  t^  und  ^'^  conjugirt  complex 
werden,  so  bleibt  doch  li  ?«"-*- ^,"^4  re(^ll.  Tebrigens  wird  für  den  Fall  von 
vier  reellen  Wurzeln  A  — TA  <  2  (T  — BD),  während  bei  vier  complexen 
Wurzeln  A*  —  TA  >  2  (r*  —  BD)  . 
S.  66   sind  zu  den  Formeln  des  Arl.  6  die  Gleichungen  hinzuzufügen : 

//  =  .W*  —  L\  ,  \h  t=     Lx  4-  M   [M^x  4-  iV, )  —  f/-.,^  4-  i»/, )  [Mx  4-  A' ) 

3  'i  =  2  [AD^  —  DA,  )    ,  4/,  /.,  =  f„/^  4-  3  'Vi 

21,  ^  AE^—  EA,    ,  qi^i^  =  /„/,.  4-  8/3/, 

31^  =  2  [BE^  —  /i/^, )    .  4/.,/,  =  /^i;,  4-  3/4/^ 

^  (0'"  —  27/7^1  =  4/V,  —  /,  Ig  —  31,13 

S.  85,    Z.  16  lies  Cjf,    statt  ef^  . 

S.  86,   Z.  6  V.  u.   lies  «mit  dem  Modul  x  <  i«. 

8.   lO-?,    Z.  l^  lies    »p  = -,    also    in   diesem  Falle    eine    absolute 

Invariante«. 

Akkasdl.  d.  K.  S.  OesellBch.  d.  WiMHennh.  XX.  1  ^  ^ 
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S.  109,   Z.  8  lies  »in  Bezug  auf  x  und  auf  1/«. 

S.  113,   Z.  10  lies  xy^  stall  x^y  , 

S.  119,   Z.  6  einzuscliallcn :      Man   sieht,    dass   die  vier  Thelafunctionen  der  ^iMr- 

liellen  Diirerenlialgleichung  genügen  (r    )  '*'(**' 7)   ^  ""  47>  ^(**»7)   • 

S.  119,   Z.  10  lies  »folglich«  stall  »nebst«. 

S.  125,   Z.  11/12  hinzuzufügen: 

Es  liegt  auf  der  Hand,    dass    durch   die  Elimination  von  gr»  aus  der  Vorbind un$; 
von  I*  und  H*,   so  wie  von  I^  und  11^,   die  Verdoppelungsformcin  des  Art.  18     »*'* 

tgi  V  =  <8ar->  {/.>  /<)     "n<i     tg|;|r'  =  tgi/''J  (1/»',  A) 

hervorgehen  müssen. 
S.  126,   Z.  10  lies  »wodurch«. 
S.  126,   Z.  4  V.  u.   lies   I  -h  Jq^  statt  ^/  . 

S.  129,   Z.  II   lies  »aus  dem  Centrum  auf  die  Tangente«  stall  »auf  die  Tangenlt^«!*'. 
S.  131,   Z.  10  V.  u.  lies  »was  aus  dem  Nachlasse  von  Gauss  Bd.  3  seiner  Wc^rke 

über  elliptische  Functionen  enlhUll«. 

S.  138,    Anmerkung  zum  Schlüsse  des  Art.  39. 

Wenn  hier  durch  Einführung  dos  complemenl'aren  Moduls  q  oder  7'<  e"^  ^«>' 
worden  ist,  so  gilt  selbsIverstUndlich  diese  Ungleichung  nur  für  reelle  Werl*  10 
dos  Moduls.  Das  allgemeine  von  Jacobi  aufgestellte  Transformationstheorem  <*  «"' 
setzt  q  durch 

.m/ii+n\gq  .  m.K  +  h  K'i 

WO  mn  — w  71  =  I  ,   und   es  lässl  sich  leicht  zeigen,   dass  durch  geeignete  Bc     -^ 
Stimmung  der  ganzen   Zahlen  m  u  m'  n'  stets  mod7'<  £?""^^^  gemacht  werde-** 
kann.      Siehe  Jacobi,    VVorko  Bd.  1,  S.  385   und  Bd.  11,  S.  35,   sowie  Leipzige 
Berichte,    1862,   S.  92  flg. 

S.  138,   Z.  8  v.  u.   lies 

smu  —  7    sm3u  4-7    sm5ti   —  7      smyw  +  .  .  . 

cosm'4- 7'*  cos3u'4- 7'"cos5m'4- 7'*   oosyu'-j- .  .  . 
S.  140»  Z.  9  lies  »wo  für  x'  =  cosf 

;/  =  lg*  J  {^^n  —  ^j   =  cos^,    ,  A,'  =  tg*^(^7r  —  ^ J  =  cos^,     etc.« 

S.  142,   Z.  6    einzuschalton    »oder    x  =  3  —  )/8  .      Vorgl.    Thomak  ,    Tlieorie    der 
complexon   Functionen    (1873),   S.  iii.« 

S.   146,    Z.  7  V.  u.    lies  »>i;   und   »/ ,   sowie  J(pi(, 

S.   150.      Vor  Art.    |5   sind  als  neue  Arlikel  einzuschallon : 


—  r 


44«. 

Dio  Differenlialformoln  der  Art.  33  und  44  lassen  sich  in  fruchl- 
bare  Heihcnenlwickolimgen  uniselzen,  wenn  man  die  Logarithmen 
der  Thelafunctionen   hildel: 


^  *  7"  Zl  R    ReDUCTION    RLL1PT18CUER    InTEURALE.  III 


OD 


m:-f       o**      cosanii 

!};.'>,?/   =    lj^(2X,?*sinM)  4-^lg(l  —  27'**COS2M-h7*'*) 
I      /  4    •        N  V^       9*^       COS271M 

^^  1  —  7  n 

Ig^^t/  =  l{^  (2X|7^C0SW)  H-^'lgll  +  2  7***C0S2M4-9*'*) 

=   Ig  (2  X,  7^  COS  W)  4-  2  >    (-  I  )**        — --^,,      

I  —  qf  71 

-^^  I  —  q  n 

Kn"cli   Diirorcnliaüon  folü;l  sogleich  fUr  dio  Integrale  zweiler  Galliing 

r —   =  4  >         — -? — ^ ^      .  =  4  >:    -    -.   sm  21111 

"  ,     \  —  2q         V0S2U  -^q  ,      i  —  r/'" 


in  ^: ^in 


'*  '*  .  "VT  7     sin 2?/  .      .      xrr     7 

,     -    =  cot//  +  4  > '    -  ^    =  coli/  +  4^  ^^sin2Wi/ 

*  '*  -^^1—2  7***  cos  2  //  +  7  '^^  I  —  7  " 

^»•*                           ^VT  7*"  sin  2?/  xTf/       ^n     9*** 

ä:--  =  -  Igt/  -  4^ ^  ^-^  =  -  Igi/  4-  4^(-  0'*-  ^     , 

*  '*  ^^    l-h  27^  COS2  M  4-7  I  —  7 

^^''  .  V^  7*''~*  sin  21/  ^         xn      7** 

'^ä"  '^^  I  4- 27  (-0821/4-7  1—7 

Subslituirt  man  diese  Werllie,  so  erliUll'^man 

.^iO'^uO'jU       ,^i'>i"/,7^)  .  X7     9^       . 

/r    *      '     =  />'    *        ,    =  coi?/ 4- 4  >      ^       sin2«?/ 

O-uO-.H  ;>,  (//,7:')  -*^  I  4-7" 


n  ^n 


=  col?/ —  4sin2?/  >  •    _  '-^ 


I  —  2  7"  cos  21/  4-  7*** 


** *-    =  y    «  ^'  '^-  =  tgi/4-4  V(— i)^     ^— sin27ii/ 

^,f/  ^,u  ;>,  (?/,  7*)  -^  14-7*' 

=  tßf/ 4- 4sin2?/  >  '  ^ 

14-27   cos  2  //  4-  7 

13»* 


W.    ScilEIRNER,  [H6 

D9,  Z.  8  lies  »in  Bezug  auf  x  und  auf  y<*. 

13,  Z.  10  lies  xy*  stall  x^t/ . 

19,   Z.  6  einzuschallen :     Man   sieht,    dass   die  vier  ThelafuQclionen  der  par- 

llen  Differentialgleichung  genügen  (  jt    )  ''(**' 7)   =  ""  49  v~^  (<«.  7)    - 

IQ,  Z.  10  lies  »folglich«  st^ll  »nebst«. 

25,  Z.  11/12  hinzuzufügen: 

liegl  auf  der  Hand,    dass    durch   die  Eliminalion  von  gt-  aus  der  Verbindung 
in  I*  und  H*,  so  wie  von  1^  und  n\   die  Yerdoppelungsformeln  des  Art.  18  als 

tgi '/'  =  «sar^  {x>  t*]    und    tgiar'  =  ig v'^  (*/»',  -^l 

irvorgehen  müssen. 

26,  Z.  10  lies  »wodurch«. 

26,  Z.  4  V.  u.   lies   I  4-  Jq^  statt  J/  . 

>9,   Z.  II   lies  »aus  dem  Centrum  auf  die  Tangente«  stall  »auf  die  Tangenten^. 

31,  Z.  10  V.  u.  lies  »was  aus  dem  Nachlasse  von  Gauss  Bd.  3  seiner  Werke 
►er  elliptische  Functionen  enthält«. 

j8,    Anmerkung  zum  Schlüsse  des  Art.  39. 

enn  hier  durch  Einführung  des  complementären  Moduls  q  oder  q''^  e"^  ge- 
>rdcn  ist,  so  gilt  selbstverständlich  diese  Ungleichung  nur  für  rocile  Worthe 
s  Moduls.  Das  allgemeine  von  Jacobi  aufgestellte  Transformationslheorem  er- 
tzt  q  durch 

•  w  /t  I  -*-  n  lg q  .  m.K  -t-  n  tCi 

3  mn' —  m'n  =  i  ,  und  es  lässl  sich  leicht  zeigen,  dass  durch  geeignete  Bo- 
nmiung  der  ganzen  Zahlen  m  n  m' «'  stets  mod q' <^  6"^^^  gemacht  werden 
nn.  Siehe  Jacobi,  Werke  Bd.  I,  S.  385  und  Bd.  II,  S.  35,  sowie  Leipziger 
5 richte,    1862,   S.  92  flg. 

j8,   Z.  8  V.  u.   lies 

smu  —  q    sm3M  -h  7    sm5u  —  q      smju  +  .  .  . 

^  cosu  4-  q    cos3M  4-  q     COS 5*1  4-  7      cos  7«  4-  .  .  . 

|.o,  Z.  9  lies  »wo  für  x'  ^  cos^ 

y  =  Ig*]  {{^f  —  f)  =  eos^,    ,  A/  =  tg^if^ir  —  /^ J  =  cosj^,     etc.« 

[2y  Z.  6  einzuschalten  »oder  x  =  3  —  )/8  .  Vergl.  Tuomae,  Theorie  der 
mplexen  Funclionen   (1873),   S.  iii.« 

46,    Z.  7  V.  u.    lies  »)i'  und   »; ,   sowie  //</)«. 

50.      Vor  Art.  45   sind  als  neue  Artikel  einzuschalten  : 


44«. 

Die  Differenlialfoimeln  der  All.  33  und  44  lassen  sich  in   fruchl- 
Rcihenenlvvickelungen    umsetzen,    wenn    man    die   Logarithmen 
Thelafunclionen   hildel: 


^^7.  ZiR  Redixtion  elliptischer  Integrale. 


111 


<n 


n=  t 
a^^  i—q  n 

|}j;/>,  M  =   li^  (2X,?^sinu)  -4-  y  1^  (l  —  2  7*'*  cos  21/-»- 7***) 

=  Ii?  (2Xi9^smw)  -  2^    "^— ^ 

^^  i  —q  n 

^^  I  —  9  n 

Diirrli   DiHbrenliaUon  folgt  sogleich  für  die  Intograle  zweiter  Gattung 

^  M  ^^77  q  Sin  2?/  '%rr      Q 

^,'w  .  'VT  7***  sin  2?/  .  x:t     7***       . 

•>!  w  '•^  I  —  2 r/ "  cos 2  ?/  4-  9  '•^  I  —  9"'* 

^,  M  ^tT  9       Sin  2?/  ^r-T,  ,•,       q 

*^i"  '^^    I  4-29    *CX)S2W  4-9  ^^  1—9'* 

^a"  V^  9***^*  sin  2U  ,r^  ^n      q^ 

^3 "  '^^  I  4-  2  9  '    cos  2 1<  -»-  9  "  "^^  ^  —q 

Siilistitiiirt  man  diese  Werthe,  so  erhall  "man 


7"      . 

sin  2 ;?  ?/ 
I  4-  9" 


;>*    *      '    ^  ir    ^^^  '  =  cot?/ 4- 4 

=  coli/ —  4 sin 21/  >     -       -     — -- 

^^  1  —  29** cos 2 ?/  4-  9*'* 


^^u^^u  ^,(M,9i)  -^  1  4-9** 


Sin2  7<t/ 


yn^n 


=r   lgM4-  4Sin2M^  n 


I  4-  2  9**  COS  21/  4-  9*" 


IV  W.     ScilEIBNKR,  i^*^ 

;y,«*,M  »,{2u,q*)        sin2«        -^i-g«»"* 


^a  -  *        -   =  ^^-^ — ^  V    =  8  >  —^ — — —-sin  4n  — 2)m 


=  8  sin  2?/  ^ 


«n— 1  /.    .    ^4n— i' 


(I 


,_2g«»-*cos4«  +  9''»-* 


^,  -   --5— =  ^,  — *•    -   ',     =colu  +  4>^ ! ^   sin2nK 


=  colli  4-  4  sin  2  ?<  y 


9" 


I  —  2  ( — 9)**COS2U  +  7 


«tl 


^^»/  »,u  '  ^,  («,  /fli )  ^         ^^  i^l-q]" 

_n 

=  t{^?iH-4sin2U  ^ 


sin2n?/ 


I  4-  2  i  —  ^)**C0S2M  -h  7 


tn 


folglich 


n  ^«n 


/>;>3    *     =  -        14-8  Sin*«  >  V«         /•.  i 

K*f  «fJ'^l  -^    I  -29**»COS2?#4-7*'*' 

=  coli/  —  4  >,  -     ——sin 2 WM  =  — voiff 


/>  />,  ?• '-  =  (m/ 1 1  4-  8  cosS*  V ^7-'l  -'^ 1 

'^i^'  •       l  ^   l4-2(7*«COS2t/4-0*"' 


2  7       cos  21/4-9 

2  Ax 


=  lp;ii4-4  >   1—  i)    -  '— -sin2iiw  =  lgf/> 

-^^  I  4-  qf  '*^ 

^i  *>i  Tf—  =    .-{14-4  Sin  M  >         ■  ^  ,^ —    '  - 5 

*      '^,U  Sini/\  ^  -^    I-2(/*'*C0S2ll  +  (/*'*' 


= H  4   >    —      ,„    ^  Sin    2  w  —  I   II  = 

sin//       ^^^  I— ö*»»-*  7r  sin//) 


*      »    ^»/  ^  -^    1-20"- 'C0S2»  +«*"-* 


.w  — 


1 


^       9""-^         .     .  .  2ÄX    . 

=  4    >  —  ^   7,7Z-|S'"'2W  — iji/  =  -—  sin//) 

1  —  //  'f 


und    wie    sich    durch  VorUuischimt;;   von    r/  mil  —  q   und    von   n  mit 
M  +  ^TT  leichl  ergibl: 


^^d]  Zur  Rediction  elliptischer  Integrale.  v 


xrr ;        -»      g"~«        .  2A'xx'sin*p 

—    1-4  >     -  0        -        *n-7^ÖS    2/f  —  IjM  = ^ 

cosf*        -^^  I— (y***"*        ^  7r  cosf/) 


'^s"  1+27***      *COS2«/4-r/ 


in  —  I  ^ 

4n  — i 
jua  z  u  -t-  f/ 

I 


-VT  ^n-l        7       "^  /  \  2Ä'xcosr/) 


*i^,«  COSmI  ^  -^    .+2(^*'»C0S2M  +  g*"i 

^  VT/  »9  f  X  2hli         I 

=    -       -»■4>    —  ij     —  -4„-i^-0i*  2n—  I  M  = 

cosu        -^^  i-l-^*'*~*  jr     cosqp 

^      7""^  ,  ,  2A'x 

=  4^  ,„_,cos(2«— i)m  =  - -cosy 

Zur  Vervollätäodigung  dienen  die  Ausdrucke 

■VT  V»      7*  zA'x'    I 

'"'''  ^»    -1+4^  I  _2</'"-C0S2«  +  /»-*  ' 

=  1+42  7       ,„  C0S2 nu  =  -^(p 


*'.  Jacobi  gibt  in  den  Fundam.  S.  87  dem  letzteren  Aufdruck  die  Form 


VI 


W.     SrHElBNEK.  [^^^ 


aiKSserdeiii    fin(l(»n    sich    in    den   Fundam.  (S.  187}    noch    die    hierher 
gehörigen  Entvvickelungen 


a'  '^   [       .\W— *  r*»* •'*■"*  ^w         /»***"■* 


«.f  ^  (       ,\»,,'**w-«- 1 /,  _.,,*» 


0-,  1     r  i    -VT  —  M  </  ^^  "•■  7    )  1 

9^^u       vosu  l  -—    ,  4-  27*'*cos2M  4-  q      ' 


) 


441». 

Durch  Integration  der  Gleichung  für  -^     gebt  der  Werth   hervor 


.  2KU  /'"^s*'   .  VT 

I  fp  =  iini—     =  O^JJ     -n-du  =  // 4- 2^    - 


0     »^'*  14-7  w 


.4»—  I  ...• 


=  u  4-  2^  i~  ij        ai-tMs;  —'        _^- 

I   —  «  cos  2  1/ 


*]    llifMaiis  tMits|>riiif^(Mi  die  trigonoiiictrischeii  UeilitMi 

*    =  2rt^,4-4  >  «„(•üS2fiw   ,  '    =  +4  >     —  i;   6„ios    2«—  I 

i>M  ^^  O^n        cosu         «^^ 

77--  =  -. 4^  /;«siii(2/i  —  i)u   ,  .,  *     =  2a^  4-  4  V'  f—  i)"/i«  Cü.s2f4tt 

wo 

CD  X» 

"»  —  ^^   V       * .'  7  »  "11  —  ^^  \       *  y  7 

L'obrig(*ns  loiiclitel  ein,  dass  die  im  ohij^oii  Art.  f^o^ehenon  Kiitwickelunf^on  für 
u  =  o  oder  u  ^  \:i  Ausdrücke  inaninchfaeher  Art  für  die  Potenzen  von  0  (y^  {y^ 
oder,  was  auf  dasselbe  hinaiiskoinnd ,  für  die  Prodiicte  »'»'',,  «'' i'j  und  »'j-*'., 
und  deren  Quadrate  liefern.      Wir  führen  beispielsweise  nur  die  Gleichung 

n— i  n—i 

14-7  I  —  7 

—  4^^   (        Ij  q  - 

I  —7 

an,   welche  in  den  FunJam.   S.  187  nicht  ganz  correcl  ausgedrückt  ist. 


•51]  Zur  RüDtCTioN  ellivtischi«;«  Integrale. 


VIE 


wilhrond   die  IntogralioQ  der   übrigen  Qnolionten   die  Formeln   liefert 

-^(/m  =  yj      -j—'  =  iircsm(xsiny;  =  2tp  -^tp  3j 

,^-y      7""=^      sin(2W-i)M  ^-T.        w,-i        ,    27"""-sin// 

*•/ 0      ^«  ^'  •/ 0       ^*^»*^  '/^  -^  y  "  ^'^^  y  ^   tg  I  (  J  TT  4-  f/) )  "*  ^ 

.     .  ^(- i)**(7*""*shW2n-i)// 

=    Ig  11^1,1^4- /^-h  4^^        ;^_.        -        -  - 


I  4-  r/  2/4  —  1 


>        ^^:t/       \n,    I  4-  27  smu4-7 
'^^  1  —  27  sin  w  4-  7 


_      X"^         ^»-»      7**"^      sinf2//-- 1;*/  _    ^     I  4-27""^sin;/4-7*'*"* 
-^^  1  —  7  2/1—1  '•^      1—27**   *sinw4-7" 


^^        I  ■"  7  2/1—1 

i^  ,        '^rr,    I  4- 27"  sin?/ 4- 7*" 

^^       I  —  27  sini/  4-  7 

-     __«__  t/w  =  XX   /        — ;^ — -  =  iircl^       ,c()S7)  )  =  iircros— —  7 

-«rr  ^n-^      7**"*       (•os(2/?  — ilu  ^rr  n- 1        .    27      -rosa 

-^^  14-7  2/?  —  1  J  —  7 

..in;>_f/^  pln  dfp  ...  ,        .1  X7      7***"*      C0s(2/i—  i)u 

=    lgCOt|t*4.^(-l)'*lg ^~ — ^ 

"^^  I  —  2  7    COSM  4-  7 


VIII  W.    ScH£iBISEK,  L^^* 


_        ^         (J        ^         COS  (  2  //  —   I  I  //    _     '^        I  +  29        *  COSM  4-  7 

'•^  I  —  7   •  2  /<  —  I  '■^       I  —  27"    *  cos w  -h  9 


,     ,      rl^  lyu    ,  ri"        dir  ,    ^/r/  -h  cosr/)         ,     /  i  -h  z      .      -\ 


iM—  l 


cos  (2/*  —   11?/ 


I  —  q               2H  —  1 
;i  „^ "in 


lj^coli//4-   >;  Ij4-      -\^ '- 


I  —  2  7"  cos  M  4-  7*" 


=    -|n;0üS//4-4>    -  ,,  --  - 

'^^     I  4-7  n 

Ju      ^1 "  •/^j         ^7'  (i  -h  X  )  sin 7)  smx 

=  —  Ig  sm  */  4-  4  >  --       '   ;« ■ 

-*^     14-7  n 

I  .     X7/  «-ii    f  /27"rüS?/\S 

In  diesen  Formeln  sind   nianehe  hemerkeiiswerllie  Uesullate  eiil- 
halten.     So  z.  B.  folgt  aus    1) 

mithin  für  r'*"'  =  r»^ 

,  —  ''  .  I  —  7*w  .  I  —  '^  .  I  —  fl^,> . . .        'Vf—  i)"/,'*--"-*- » 1,/' 
^»K/J-M)!  _  <•'  '        _       ./«*_  _.    ^  ^  V  j .    _ 

I  —  r/W  •  I  —      -  •  I  —  7   W  .  I  —    '     .  .  .  ^  l—  I)     ?  ^ 


10'  CO 


wenn  die  Sunnnationen    im  Zlihler   und  Nenner  7Avischen   ±  cx>    aus- 
geführt werden^).     Damit  erhalt  man   (Jacobi,  Werke  Bd.  I,  S.  9) 

*)   Die    UciheiLcntwickelungeii   der   Producle   ergeben  sich  leicht.,    wenn    mau 
berücksichtigt,   duss  Nenner  und  Zähler  in  übergehen,    wenn  man  ot  mit  qm  . 

resp.   mit  -      vertauscht  und  dann  7  stall  7    schreibt. 
7 


153] 


Zur  Reduction  elliptischer  Integrale. 


IX 


—  I  ./* .  1 «  —  i 


I    e^    ""-»-i  14-   >  (— i)   r/"    *      (i 


(i  —  (/^'*j  sin2/M< 


(/***)  cos  2  7111 


Aus    2)  ergibt  sich  ferner 

^3-1  *  ä  /r  —  M ,  7  i )         14-2 7  5  siii  //  —  2 7 s  ros 2  //  —  2 7^  sin  3 «  . 


^  (i  *  i''^  "  "'  7^ )         I  "~  27Ksint/  —  274COS2M  4-  27*sin3« 
während  aus  6)   und  8j   die  Gleichungen  hervorgehen  *) 

sin  J  I  J/r  4-  »/)  —  7sin|(  Jyf  4-  w)  4-7*sin$i  ^/r  4- /i  >  —  7'^'^in  J  (3''  "+■  ")  ±- 
ros^  :^/r  4-m)4-  7Cüs5  (  J/f  4-  «)  4-  7*rüs|  (Jyr  4-w)  4-  7**cosJ  ( .Jyr4-M)  4-.. 

^1  ii"?  ^ad")        ^i  (i'^  '7^!        sin|//  4-  7sin|<<  —  7"'sin^  u  —  7Sin  Ji* .. 
Die  Formeln  3)  und  7)  liefern  resp.  für  y  =  J  tf  und  (f'  =  o  {Futul. 


S.   108 


3'\ 


; 


«irc 


sinx  =4^(-i)"-' 


."-i 


I 


H-(/*"-'2«-I 


=  2^(-,)'-'arclß.  A9  ^^_^    =  4>"'(-i,"-'«--'^t«(?"-^ 


Die   AustlrUckc  9)  bis   12)   endlich  enthalten  die  Weithe 


-lli(/;     = — 

^t  ('',7*1^3(7*) 


^(«.7*)^*(7*) 


welche  sodeich  direct  verilicirt  werden  können. 


Bei    den  Integralen  der  zweiten  Gattung   erscheinen    die   Qua- 
drate der  Quotienten  zweier  Thetafunclionen,  desshalb  mögen  auch 


*]   Jacobi  a.  a.  0.  sowie  in  Grelle*s  Journal  Bd.  3^  S.  192 


V 


X  \V.    ScHßlBNER,  [15 

für  diese  die  belrellenden  Keihenentvvickelungen  /usaniiiiengestell 
Nvordcn.  Durch  wiederholte  Differentiation  der  logarithniischcii  Diffe 
rentialquotienten  folgt 

I  7-  I    Ij^  ^u  =  -7{ -^  -      =  8  ^  --7-  cos2nu 

\  du  J    ^  ^u       \  O^u  1  -^^  I  _  ö*** 


=  8V- 


7*"-*COS2U  '  -**»-» 


I  —  27*'*     *C0S2// -h^f*'*     * 


-^  \i-2a*'*-*cos2i£-ha*'*-*' 


\  du  /    ^    *  ^,  M       \  ^^  u  I  sin  u        ^^  I  _  Q^^ 


27       OOS2W  +  9  \  I  —  2qf 


/    ^M*.      ..  ^>  /^i'M*  I  o  VT/  ^ 


n    »*7 
— ^— —-  cos  2  /i  /i 

I  -  9*~ 


i» .  ^«n„2. 


—  '  «V  7     COS  2  ?^       _     _    A  VT  /  9     sin  2  W  \  " 

^_gVT  (/*""Vos2w  _i5yT/_        7*llls'niJf_    u 

—^  i  +  27*''-*cos2«  +  ry^'*-*  -^  W  4- 2(?**'-*cos2u  +  r/"- V 

LUssl  man  hier  u  unendlich  abnehmen,  so  wird 


;;^*  =  - 1 4-8  V(- ,)^*-^?  --  =  - , -8  V— ?-_- 


♦  \ 


Durch  nochmalige  Differentiation  würden  sich  die  Gleichungen  ergeben 

4  n 

sin  2  nu 

in 

4   «n 

Sin  2  nu 
7 


'^'^ r,  3"^ —  =  -TT o  > —Sil 

«\  u  sin  u        ^  I  —  (f^ 

<%  «  cos  tt  ^"  I  (,'" 


4  n 

sin  2  nu 
7 


S5^  ZlR     KkDLCTION    KLLII»ilS<:HER    I.NTKGRALl!:.  X* 

Die  Substitution    dieser  Weilho    in    die  Gleichungen  des  Art.  44, 
..  148  liefert  die  gesuchten  Ausdrücke: 


^-*.    '- 1  =  16  >^ — i— -sur«M 


1-9 


(^^4*^7)*= ''-^«-•''""'.s»""^"'-'-" 


1-7 


«7"      .  , 

— --  -  Sin  nu 


1-7 


n 


a4_,(,>-T_!L'L_.Mn*«« 


in 

1-7 


\     *    ^  ^'^ul         sin//         -^^  I  —  ^,*'* 


7 

/i  4  M 


=  — y-  -I-  8  >^{       -■ '  —ciys'nu 

(  ^, -^3  ^;f  f  =  col^u  4-  16^:-  x)'^  '^^sin^M  J.r  -  . 


*n  „,4w 


\  *  9■^H!  Sin  II  '•-'  1—7 


n  in 


sin*«^    -^V       ^    i-(-7)"       1-7*"  ' 


V         *d-fUl        cos«        ^^  i_«*" 


7 


^^  '  I  —  7"'* 


*     folglich  audi 


n     '»7  .    .    o  VT/        .N«         7 


1-H7  l»+7   ' 

/«  ,\i»— 1  IM— I,,       471  —  i\ 

fr  -     -    _      _ 


/.;  =  . + s^'— ^7^^-^  =  •  +  8^ 


r'ergl.    auch    Leipziger  Berichte  1862.   S.  114. 
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i  —  q 

(^*,0f  =  ■+8^(-.)«-^„(cos2«u-9") 


=  ^'+16  V(-i) 


n 


n-i      '*7        .,:„i 


I  -  7*~ 


siD  nu 


=  ^,'+,6^1-,)»-^sinV» 

1  —  9 


Bildet  man  endlicii  die  Gleicluingen 

»y  ^  _       Äl«*«  ^  Q  VTf    '"?!!_       i2«-i)7*"~'(cos2«-7*"-'^ 
^»    "       •^''     hq      ~    —  l  j  _  ^in  -^  -  , "_  ,y «-  •  eos2  w  +  ,,«»-*"     ( 

'^  (1-9*")*  -^.-r/"!  ,_,»»  1 

*'""  =    -    .  fl  -  »^  *'  "  =    -  1  +  8  V  '      '"^ --  +     2»«/"' ((^082«-?*"     » 
^.«  ^'        ör/  ^ll-,/*«         I-2<?*"cOS2M  +  g«"' 

=  -  1  +  8^  (  — '--     114-2  cos  2/r//)  =  -  I  -  8^       ^  (i  -  4 cosSu/ 


^=    _..^'ii^=    _,+8Vl      ^^7'^  2fl(?*^(C0S2/.-K?^^) 


n        ,  i  /       -\»  _«» 


M  —  (/     '  I— g        '  I- 

*>  =  _  .„^Jü^  =  8  V '  -''-    -  (2« -1)  «/*•*-' (cos2m- <?*•*-')  l 
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so  ergeben  sich  ohne  Schwierigkeit  die  Quadrate  der  logarithmischen 
DiflTereniialquotienten  in  der  Form*) 


i*.«\              i           .  v^f       2(1*"              nq*"    1       , 
I^M    =  tg^.+  i6  V(-i)'»    -^-?-- il__    sinSn. 


44^. 

Da  man  die  Entwickelung  der  Quotienten  von  Thetafunctionen 
und  von  Producten  derselben  in  PartialbrUche  und  in  trigonometrische 
Reiben,  wie  Jagobi  gelehrt  hat,  auch  direct  vornehmen  kann,  so 
lassen  sich  umgekehrt  auf  diesem  Wege  die  im  Art.  33  angewandten 
Differenlialausdrücke  ohne  Schwierigkeit  ableiten.  Auch  bemerkt 
man   leicht,   dass  a.a.O.  die  Relationen   i>*/>*i/ =  i>*//* m -+-/>%'/ *w 

X  9  1  * 

u.    s-  w.    selbst  einfache    Folgerungen  jener    Differentialformeln   sind, 
wie   z.  B.  durch  Subtraction  der  Gleichungen 

erhellt,  wodurch  der  Werth  von   -*- ^—  hervorgeht. 

In    einem    an  Hermite  gerichteten  Briefe  vom  6.  Aug.  1845  ^^^ 

merkt  Jacobi**),  dass  er  die  Zerlegung  von   -L;z{~^  in  Partialbrüche 

in   seinen  Vorlesungen  behandelt  und  auf  die  inverse  Transformation 
and    die  Division    der    elliptischen  Functionen    angewandt   habe.     In 


*)  Vergl.  §  85  des  reichhaltigen  Werkes  von  Sciiellbach  über  elliptische 
Integrale  und  Thetafunctionen,  wobei  bemerkt  werden  mag,  dass  die  Formeln  2) 
und    3)    nicht  ganz  genau  zu  sein  scheinen. 

•'^i    Werke  Bd.  I,    S.  357,    auch  Ckelle's  Journal  Bd.  32,    S.  176,    so   wie 
Lioiville\s  Journal,  Bd.  11,   S.  97. 
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[t6 


OD 


=  colM  +  cott»  -h  4  y  (/ 


I  —  2qf***C0S2M  +  7*** 


—  OD 


9       W 


=  tgw-i-lgt;  +  4^(-i)'»9 


„  i„sin2(?*  +  nr) -h  7     sin2wr 


I  +  2  7***  cos  2?/  +  (/*** 


I  +  2q         C0S2U  -hq 


1 


K^[n  +il)  ^  _ 


00 


00 


v-^ 


— x> 


_      ^,       ,„_,   „.^cos  (2«— ju+jm;  —</*"_' cos  (2  m—  ir  — ?0 
"*^'       '■        ^  '    ".-2<,'»-'eos2»  +  /"-*"    " 

•VT,        ,n  .„sin2(?/ +  «»')  —  n*"sin2Hr 

,  1  —  2  7      C0S2  M  +  7 


gn 


=   —  tu //  -h  CO 


>T   i «  sin  2 1  ?/  -♦-  /« 1-]  -h  q     sin  2 /i v 


1  +  27     COS  2it  -^  q 


^Ä  ("  +  '') 


^        w  -  }  ^w  -  J 


/>3//^r 


I^  i-hr^-W. 


«W  —  1 


"^-T    n-  A  ^0«  (  2  /i  —  I  r  -♦-?/!-♦-  7 
^  i  +  2q  COS  2  /f  +  7 


cos  ( 2  «  —  1 »'  —  ?/ ) 

4n  — 1 


^Ht»^r 


9*< 


7'< 


7*< 


7*< 


7<i 


7<; 


'/•< 


7*<; 


-?'<; 


«/<: 


1 

^;^,  f?/  +  r) 


J»l—  I 


„_i   i„_,cos(2;/ -»- 2«  —  1 1')  —  7         cos[2n  — i)»' 


,_2</*"-'eos2i/ +  «/*»-* 


7'<; 


7*<; 


a'/,«^,C 


c/> 


411 


Sin  ?< 


+  4V(-i)"7 


.  „   „  sin  { 2  //  r  -4-  // )  —  7     sin  ( 2 r? r  —  y/ ^! 


9<;" 


1  —  27*"  cos  2  /<  -h  7** " 
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Zur  Rbdüction  elliptischer  Integrale. 


XVII 


cr> 


n  yn 


*Ä>±J';'  = .  V'..  y^l 


&^H&V 


_3D 


//*"w 


00 


=  c-i«  ■*•  ^^f 


t^cos  [znv  +  ti)  -^  q     cos(2?n^  — m) 

I  +  2q*^C0S2U  +  9*** 


7<?< 


^  -  ;• 


((i 


OD 


=  sL  -  ^^^'"^ 


_  I  sin  ( 2  M  +  2  w  —  I  t?)  +  7*"     *  sin  ( 2  w  —  1 )  r 


I  +  27"*      *C0S2W 


4n  — « 


9    <;<! 


7*<?<-J. 


Zu  bemerken  ist,  dass  die  beigeschriebenen  Convergenzbe- 
(linguDgen  sich  auf  die  Moduln  der  Grössen' f  und  q  beziehen. 
Es  ist  wohl  nicht  nöthig,  die  analogen  16  Formeln,  welche  sich  für 
die  nämlichen  Quotienten  durch  Vertauschung  von  u  und  v 
resp-  ü>  und  f  ergeben,  ausführlich  hinzuschreiben.  Uebrigens  sieht 
man  leicht,  dass  diese  Vertauschung,  mit  Bezug  auf  die  Ausdrücke 
des  Art.  44»,  dem  Uebergang  von  den  Partialbrüchen  zu  den  tri- 
gonometrischen Reihen  entspricht. 


i4^. 

Um  schliesslich  ein  Beispiel  der  Transformationen  zu  geben, 
deren  die  Entwickelungen  des  vorstehenden  Artikels  ßihig  sind,  be- 
trachten wir  die  Gleichung 


und  trennen  zunächst  auf  der  rechten  Seite  die  Glieder,  welche  un- 
geraden und  geraden  Werthen  von  n  entsprechen.  Dadurch  erhüll 
man 

&:»,{u  +  v)  ^      &;{q')      i^{u+2V,q')       &,[u  +  2V  q')\ 

^  &;{q')^iu+2V,q')  ^  ^;{q')&{u  +  4V,q')  ^  ^/(g*)  ^,  L'iJtif:^/!! 
» (M,  9*)  &,  (2t;,  (/*)  ^  (w,  q*)  ^,  (41^,  7*)  ^4  (u,  q')  ^t  (4'^  7*) 

und  bei  unbegrenzter  Wiederholung  derselben  Operation 

^;(g)^,(u  +  t;,g)  ^  ^r9l(q')^{u  +  pv,qP) 
^i(t*,9)*i(^,9)         nTi     »(u,q^)^Apv.qP) 


WO  /i  =  2**  die  Potenzen  von  2  durchläuft. 

AbhaadL  d.  K.  8.  OeMllsch.  d.  WisseuBoh.  XX. 
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Ferner  setzen  wir*) 

wo  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeuten  soll.  Damit  n  allen  Zahlen 
zwischen  ±00  gleich  werde,  uuiss  n'  dieselben  Werthe  annehmen, 
während  //  ein  vollslUndiges  System  incongruentcr  Zahlen  nach  dem 
Modul  m  zu  durchlaufen  hat     Dadurch  geht  die  Doppelsumme  hervor 


0^0-,  hi  +  v)  ^  2  ■ -^•"  ^f,  y,    rz 


Da  w  den  Factor  r/*-"    erhalt,   wenn    m   um   /ttlg  -    geändert   \>ird, 
so  folgt 


2  V  ?ri 


Liisst    man    jetzt    f    in    «^    übergehen,    wo    «  =  e  «       eine 


r/f 


wie  Wurzel  der  Einheil  bedeutet,  so  wächst  v  um  —  und  es   wird 

m 


Summirt  man  hier  in  Bezug  auf  die  verschiedenen  Wurzelwerlhe 
von  «,  oder  was  dasselbe  ist,  lässt  man  auch  r  ein  Zahlensystem 
nach  dem  Modul  m  durchlaufen,  so  folgt,  da  J§la^^  verschwindet, 
wofern  nicht  /i  ^  omodm  ,  ^ 

2)  Ä? 


=  //* 


^.«*,(t^+';;)       .'/.(«,n^,('»",r) 


Ersetzt  man  endlich  q  durch  ^•» ,    v  durch      -,   so  ergibt  sich 


Durch    Verbindung   dieser   Gleichung    mit    i),    nachdem    daselbst    u 
und  V  vertauscht  worden  sind,  erhält  man  die  Doppelsumme 


*)  Vergl.  Leipziger  Berichte,    1862,  S.  131. 


^^3]  Zur  REorcnoN  elliptischer  Integrale.  xix 

wo  das  Argument  q  auf  beiden  Seilen  unverUndert  geblieben  ist. 
Allgemeiner  sind  die  Ausdrücke 

=s    .V'    .  V  w • 

lu  letzterem  wird  vorausgesetzt,  dass  m  und  n  keinen  gemeinschaft- 
iirliea  Theiler  haben.  Analogen  Transformationen  sind  auch  die 
übrigen  der  sechszehn  Quotienlen   des  vorigen  Artikels  unterworfen. 


4lf. 

Bei  dieser  Gelegenheit  mögen  noch  folgende  Ausdrücke  für  die 
bei  den  Integralen  der  zweiten  und  dritten  Gattung  auftretenden 
Thetafunctionen  Krwilhnung  linden: 


_  if_V    _      2      yjl  ^I l V    _         •  •^  _ 


_^»"-'„;)(,_^»»-«C) 
tn 


) 


;^,r  «•  -^  »  ,  +  7*"w       I  +  fy*"c  '        "  -^  (I  +  v'"«^) (I  +  V*"?) 


"-'('"-?) 


woraus  für  w-f-t;  =  o  oder  s^'^  =  i 

tkf  ^  ^i"*"  *       .      in—  i 

S-    U  l      ^y  1  l  I  V  I       ..  'w-r  l  +  ^  iO 


'1., 


(0 


_t!f  ~  _L  NT/-— i L_     \  —    ^  r      Vi-Zll— 


Ol 
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^    ,        ^«n 


'  q    to 


und  wenn  man  nach  den  Potenzen  von  oa  entwickelt 


yu        ^    ^       -^ 


1 


^/w  I    1  +  (ti  2     X.T      9  /      n         I     \  i  I 


?"  W    '  9* 


I  2      ^7  It)    —  q      10 


c 


.n       _»n..— n 


'  2     ^-f  ,        ,„tü    — q     10  . 


9 


Für  die  Integrale  dritter  Gattung  endlich  wird 


7  -  1-9 

9 


9    —   1  +  9    ^ 


n- 1    .>-        I    ■ 


WO    in   den   Functionen    t>    f=c*"*,    in    den    6   f  =  c"**'    gesetzt 
werden  muss.     Damit  erhält  man  ohne  Schwierigkeit 


165' 


Zlr  Rediction  elliptischer  Integrale. 


ixi 


l?i 


=  ^iM'  + 


47*"    *sin2Msin2r 


I  1-2(1 

sin(r  +  u) 


4»!—  I 


COS 2  (U  —  f)  +  (/ 


4  /i  -  i  / 


49     sm2usin2v 


1«  ^^i!lt_«' 
I..  ^^±J!l 

I  ,    ff  V  +  i(i) 
-    lii-  - 

21    '    ffiV  —  lll) 


q*" COS 2  [11 -v)+q*"' 
_      cos[i'  +  «)       V'It/    4^*"  sin  2  M  sin  21'  v 


^^''i^i'- 


47*"    *  sin  2^1  sin  2 i? 


^X> 


I    -♦-    27 

in—  t  .— ir 


*"     *C0S2  (// —  V)  -1-7 


4n  — i  / 


CO 


X7       .        9   "     "^    "*sin2M  x7       .       9*"    V^**'sin2M 

4  '—7  «-'        'C0S2/*        ^  1—7  <'*C0S2W 


00 


=  — ^arelg 


«n—  1  /^«t> 


1 

.-4t» 


(c"_e-"')sin2»< 


,  _  g»»-  •  {e**' +€-*")  C0S2«  +  9*"-* 


Li^^,:''+"'^ 


xrr        ,        7   V        sm2w 


<X) 


7     tf     sin2M 


,,  *^^^,r-w,)  ^  ^i-7*"fj-*%-os2i/      ^         ^i  -7*V^'cos2/i 


2t  *^^,(t'  — m/) 


yC' 


=  ?/  — ^  arc  lg 


in    —  if    • 

7    e       sin  2/1 


QO 


00 


=  — ^iirclg 


4-7*"6;   **'cos2«f 

in—  1   —  ir    • 
7  e         sin2f/ 


.^nrclg 


C£) 


i  n  i  t>    • 
7     (*      Sin2?/ 

1-1-7      £•       C0S2« 

*"-*e**^sin2M 


>  a  rc  Iß  — - — T -— 

^mf  "  .     .     ^i  W  —  I  „i  V 


e     cos  2  /* 


nebst  den  Irigonometrischen  Reihen 


■»[v  +  u] 

'^'»iv-u) 

.^.  (*'+«) 

^;>,(r-M) 

.    ^,("  +  «) 

•^^^.(t,-«) 

;>.(r  +  «) 

»;»,lt.-«) 

I 

,^  «;•'+•»•) 

2i 

•^ö(r-Mi) 

I 

/>.(r  +  «0 

21 

'»<9^(i  _„,) 

I 

Ä,(r  +  M.) 

2« 

^  <?,(!'  — Ml) 

I 

,OAr^«i) 

00  n 

mr-f      7  sin2nr  . 

4^y  2 — rrr  •  Sin  2  71M 


in 


r  1-9 


Sin   r  +  M 


7) 


«n 


siii2/tr  . 

-  Sin  2  w  u 


Mll     C'-T"t*;  ^T        7  .-MHZ 

"^    ^"sin  (f^  -  //^  "*"  '^^  1  -  7*'* '  ~~J^ 

.    cosfv-l-?^)  '^rr  (— 0**</*"    sin2?iv   . 

/         « n  n      • 

«VT  '  —  117     Sin 2np  . 
=  4> —J-.  sin  2  t?// 

^^^  in 

^^    1—7  n 


=  -^ 


.n 


P*"*'—  ("*"" 


sin2n?/ 


2'       ^j(^'-"  "* 


1-7 


n 


-*nv_^*n^*nv    gj^^n« 


\-q 

tt+y{-i]"- 


in 


n 


int*  in   int* 

*"'  —  7*''e  **^    sin2r?M 


1-7 


in 


71 


=  _  V  tz^i-  ^  1-^ 


—  inv 


-sin2  7nf 


1-7 


.-ir 


q<e    -<- 


—  r 


?<«■    <I 


q <!■"'<  i 


,<e-<j 


XXII  W.    SCHBIBNKR,  [<6^ 

Dass  die  Ausdrücke  -7]s~t- — —4  und  ^IßTrl ^   die  Periode 

nicht  besitzen,  weil  bei  einer  stetigen  Aenderung  von  u  um 
nicht  der  nämliche  Werth  des  Logarithmus  wiedererhalten  wir^ 
darauf  hat  bereits  Jacobi  in  seiner  Abhandlung  über  die  RotaticD 
(Werke  Bd.  11,  S.  175)  aufmerksam  gemacht.  Es  ist  auf  diesen 
Umstand  bei  der  im  Art.  56  gegebenen  Darstellung  der  trigono- 
metrischen Integrale  dritter  Gattung  Rücksicht  zu  nehmen. 


448. 

Umkehr  der  Gleichung   v  =  n  —  fu. 

Sei  fu  =  u  —  V  eine  Function  mit  der  Periode  2  tt  ,  so  läss 
sich  die  Entwickelung  in  eine  trigonometrische  Reihe  sowohl  nach  t 
als  nach  v  vornehmen  und  zwar  erhielt  man  letzteren  falls  für 

nebst 


I       pn  I       pn  I      pn 


dt 


Damit  folut 


2-1  J^„  ^    2VJllJ_„ 


dt 


=  2./"/'"^  +^;~r/_>'""  (^'  -'+/■') 


<rt 


Wenn  z.  B.    u  —  v  =  fu  =  2^ a„^\n2nv  ,   so  ist 


2     p^Tf  i      p^n 

oder 

0 

nebst 


"*"  =  ^f  ""^^^^^i^^f^)^^ 


?/  =  r+>   -—  /         sin2w(t^  — /+/*n 


dt 


<W!  Zur  Reduktion  bixiptisciirr  Integrale.  xxiii 

Man   kann   diese  Formel    zur  Umkehr   der  elliptischen  Integrale 
zweiler  Gattung  benutzcMi.     Sei  etwa 

w  =  au  —  p-r-—  =  av 

WO 

^u  VT      V  •  VT  9  sm2ft 


V^        7  V 


«»— 1..^^ .     ,.4M  — 4 


^M  I       I"~9  I       1  —  27  C0S2M-|-r/ 

SO  wird  für  --  =  y 

a         ' 

1/  —  ?'  =  y— —  =  2  >  rt„sin2wr 

t 

?<  =  r  -♦-  >  /        sm  2 ;?    r  —  ^  +  y  — —  1  dt 

Schreibt  man    e=  hmSy^,    so  erhlilt  man  für  abnehmende  VVerthe 
von   q 


M„  = /     cosn  (//  —  £' sin <<)  Jm 

21\jX  Jq 


wie    bei   der   Entwickelung    des    KEPLER'schcn    Problems,    wo  w   die 
excentrische  und    v  =  t/  —  esxnu   die  mittlere  Anomalie  bedeuten*). 
Wenn  man  nach  Art.  39  und  40  mittelst 

m     — .  =^   1-  1//  =  J3^u 

die    Argumente    u     und    9'    einführt,    also    i>[u^q)    durch    0^[u\q) 
=  O-^^ui^q)    ersetzt,  so  ergibt  sich  für 

«=-,  +  —,  (i  =  ßw 

rar        /r 


♦\ 


')   Man   sieht   leicht,    dass   diese  Methode  auch    auf  Integrale  dritter  Gattung 
ao^endbar   s6in  wird,    denn  wenn    in   dem  Ausdrucke  für  w  noch  ein  Glied  von 

der   Form    ^Ig-T-7 r    hinzutritt,  so  hat  diess  lediglich  zur  Folge,   dass  sich  in 

der    umgekehrten   Entwickelung   für    u  —  v   das   Argument   des    Sinus    unter    dem 

Integralzeichen  um    zn  —  lg-^-7 rr    ändert.     Freilich  ist    mit   der   Aufstellung 

derartiger    Integralfomieln    für    die    praktische    Berechnung    noch    nicht    viel    ge- 
wonnen. 
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oder 

eine    Function    mit    der    imaginären    Periode    ni.       Schreibt    man 
u=ut,   V  =  V  t  ^   so  wird 


CO 

sin  2  nt; 


«n  =  -     1        cos2yt  (/■♦-/'    *;/  ^,    )(//  ==  ^ ^  /       cos2n    /  +  y      *    .    ^., 


nebst 


OD 


u'-t>'=^a„(e*^*''-6-*"*") 


WO  jedoch  die  Convergenz  der  Reihe  vorausgesetzt  werden  muss, 
da  die  Ableitung  der  Formel  keineswegs  auf  strengem  Wege  erfolgt 
ist.     Die  umgekehrte  Reihe 


Gf) 


mit 


*                             —OD 

6„  =  I  , 

I  —  ^ 

convergirt    innerhalb    dos    Intervalls    motl  q  <  mod  e  "  <  i  .        Für 
^'  =  o  würde  sich  hiernach  ergeben 

n'-v'=y'-^  =  ^ ^ /       cos2n[t-ylgt)dl 


■M: 


S.  155^  Z.  14  lies  oif  CO    9  statt  01. 

S.  157,  Z.  8  V.  u.   lies  »ersteren«  statt  »ersten«. 

S.  171,  Z.  7  lies  itgjcy'  statt  tar . 

2  A' 
S.  178,   Z.  6  ist  die  Bezeichnung  77'=  -    -sini?y'coscy'J(tar',  x')   hervorzuheben. 

S.  181,   Z.  9  v.u.  lies  c^^^  +  c"«*'. 

S.  184.     Zu  Art.  58  ist  anzumerken,    dass  die  ganzen  Integrale  dritter  Gattung 

durch   unbestimmte    Integrale  der  zweiten  Gattung  ausgedrückt  werden. 
S.  190,   Z.  1    V.  u.   lies  Chap.  24. 
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S.   191,   Z.  4  V.  u.       Hier    mögen    der    Vollständigkeit    halber    die    symmetrischen 
Formeln  des  Additionstheorems  eingesciialtet  werden: 

h         —  -rr-r T"  = smg-  smy  smii; 

Ou         üv        ^(u-k-v)  n  ^       ^        i" 

<^[u       (y[v       0[(u'¥v)  ^  2K    I  —  cosy  cosjfcosi/'  ^  2A'     i  —  J^J^JH) 

*^,u       ^^v      ^,  (u -h  t;)  n  sin<]r'Sin;if  sini/'  x  n     singp  sin;|fsini/' 

9'u         {t'v         KI^-^v)  2Ä'x'* 

^— H-^-  ^i    ^       = tg9tg;flg»/; 

^,'tt       ^jV      ^3(t4-|-v)  2A'x*x'*    sin gp  sin/ sin  V' 

€^,U  <^^V  ^3(14-1-1?)  71  JiftJxJ^' 

von  denen  Art.  62  Gebrauch  gemacht  worden  ist.     Schreibt  man  folglich 
^[y]  =  /  +/  "2  I     y  du  =  2  -/  -/  t/rft* 

t/o  «/O  «/O  «/fl  «^tt  — f4|         «^«  +  141 


/»tt  +  v        /»a        /»v   . 

y[y]=         -     -     yrf« 

«/o  t/o        «/o 


so  erhall  man  für  die  verschiedenen  Werlhe  von  y 

n-sinV, «  .  /    .\       =  'nsHiTl  =  -U[cos(p]  =.  -       (/[J,,] 

A  I  —  X  sm  ^  sm  (p^  ^^ 


Ä  ^  sm9  '  cos*<^  —  cosVi  ^^'^^  ^'"^ 


] 


^  .  siny, V*       sinq^cosy  Jy_  ^  ^  _i__    ^  ^  _     ^f/[^] 

#r  \  cosy  f  cos*9  —  sinVi^V  ^^'^'^  ^  *        cos<^' 

K\    Jq>    '  x'Vx*cos*9COS*(p^        ^^      ^V  ^'^  ^'^'     ^  Jq>  ^ 

— -sing)  sin  ;if  sin  t//  =  K[sing)]  =  —  F[cos9]  = y[^9>] 

2  K  XX 

2  h  cosg»  XX       ^cosq> 

n  sin y  sin y sin y;  _  J_yr±_^  _  r^r^jü^i  .. L.  rf^^l 

2Ä'    Jq>J%d^)  XX     ^^y-'  '■Jy-'  x'x'     ^J(f>^ 

S-   199,   Z.  9  V.  u.  lies  x^  =5  tg*^f  statt  tg*^f . 

S.  IX   des  Supplements,   Z.  5  lies  tg|(j7i  +  g)  =  -^j-7 — |     ^^ /  ^J  • 

S.  XII,   Z.  10  lies  (cos2t*  — g  "      )  . 
S.  Xn,    Z.  12  lies  (0082^  —  9***)  . 
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Damit  kann  die  Integralgleichung  A'  =  V  durch  die  äquivalente  X^  ^  ±  l'^  ersetzt 
werden y  woraus  folgt)  dass  A\  als  Function  von  .V  ausdrückbar  sein  muss.  AU 
C40vananten  der  biquadratischen  Form  ergeben  sich 

Stellt  man  auch  die  Invarianten  G  und  //  als  Functionen  von  i  und  dessen 
DifTerenlialquotienten  dar,  so  erhält  man  ohne  Weiteres  die  CAYLKY-llRRHiTE^sche 
Gleichung 

mit   ihren  Folgenmgen.     Für   das   elliptische   DifTerential   entspringt    der  Ausdruck 

dx  dw  g 

S  zV^iv^—Gw  —  H  f 

G' 
welcher   durch  Einführung  der  absoluten  Invariante   J  ss  —^   transformirt   werden 

H 

kann. 

Weitere  Betrachtungen  über  die  Covarianten  folgen  im  Art«  6  und  dem  Nach- 
trage zu  S.  66.  Es  werden  die  Goefficienten  in  g  und  h  entwickelt,  die  Relationen 
zwischen  den  Covarianten  und  Invarianten  von  g  und  von  f  angegeben  und 
schliesslich  eine  grössere  Anzahl  von  DitTerentialformeln  für  die  Covarianten  ab- 
geleitet.     Die  Renntniss  der  Wurzeln  k  führt  zur  Auflösung  der  Gleichungen 

/•  =  o  ,         g  =  o        und        ä  =  o  . 

Aus  der  zwischen  X  und  X^  bestehenden  Gleichung 

X^  =  4A''— 6'A'— // 

geht  im  Art.  7  die  WEiERSTRAss*sche  Normalform  hervor 

dX 

y^X^'^GX—H 

Die  Werthe  von  X  und  A\  werden  weiter  umgeformt  und  nach  einigen  Re- 
ductionen  eine  quadratische  Gleichung  gefunden,  aus  der  die  identischen  Formelo 
folgen : 

(i2X*-fi'X  +  gi'^G){x-x,)  =  3(f^X-gi  +  2i,X,) 
oder 

(2^,X,-f^X+g;){x-w,)  =  4(/o^-ffo) 

Wird  in  dieser  Gleichung  X  mit  Y  und  X^  mit  i:  F,  vertauscht ,  so  erhält  man 
die  Substitution 

durch  welche     .-  in  ±  — ^  übergeführt  wird,   folglich  muss  sich  nach  Elimination 

von  fj  die  gesuchte  Gleichung  f[x,  y)  =  o  ergeben.  Allein  dieser  Weg  wird 
nur  angedeutet. 

Art«  8    gibt   eine   bequemere    Methode,    f[x,  y)  ^  o    zu   finden;    nachdem 
diese  Gleichung  in  der  Form  geschrieben 

L«  {y - !/o)'  +  2/?(?/ - i/J  +  y]  [x - arj*  +  [a, [y  -  t/J* ^2ß^(y- yj  +  /J  (er  —  orj 
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werdeo  die  Coefficienten  im  Art.  8  und  Art«  9  durch  directc  Rechnung  als 
Faoctionen  von  J^ ,  r^^  und  den  zugehörigen  Co  Varianten  resp.  deren  DiflTerential- 
quotienten  entwickelt.  Die  Function  f{xy  y]  nimmt  dann  nach  Multiplication  mit 
k  =  \g  —  9/*,  wo  f  und  g  ebenso  von  y  abhängen  wie  f  und  g  von  Xy  die 
Gestalt  an 

kj(x,y)   =  ^,S+ri^T=zo 

Die   Werthe  von  S  und   T  sind  am  Ende  des  Art.  9  angegeben. 

Art.  10  stellt  die  Fonn  auf,  in  der  nunmehr  die  Substitution  des  Art.  7 
erscheint;  für  den  einfacheren  Fall,  dasi»  tj^  verschwindet,  ist  die  Substitution  für 
X  —  or^  und  der  Werth  des  Radicals  J ,  nebst  der  umgekehrten  Substitution  y  —  y^ 
und  dem  Radicale  ly,  ausführlich  berechnet. 

Im  Falle  ly^^  =  o  nehmen,  wie  im  Art.  11  gezeigt  wird,  k  nnd  dessen 
Differentialquotienten  eine  einfachere  Gestalt  an,  so  dass  auch  der  Ausdruck  für 
k^f{x,  y)  ^  JjjC  sich  vereinfacht.  Die  Coeflicienten  a,  b  .  .  .  bestimmen  sich 
dann  ohne  Schwierigkeit.  Die  daraus  entspringenden  Werthe  von  x  und  y  stehen 
mit  denen  des  Art.  10  in  Einklang. 

Der  allgemeinere  Fall,  in  dem  1;,)  nicht  verschwindet,  wird  im  Art.  12  kurz 
berührt,    sodann  aber  zu  speciellen  Beisi)ielcn  übergegangen. 

AI.S  erstes  Beispiel  wird  der  Fall  betrachtet,  in  dem  die  A,  B  .  .  .  den 
S.S.  .  .  gleich  sind ;  aus  den  allgemeinen  Formeln  ergeben  sich  die  ent- 
sprechenden Werthe  für  k  und  S. 

/^       rVdx 
+  1      -  -  =  o    CD  und  y  niit- 

einander  vertauscht  werden  können,  worden  im  Art.  13  S  und  T  so  umgeformt, 
dass  auch  in  ihnen  diese  VerUuischbarkeit  in  die  Augen  springt;  die  Ausdrücke 
für  Xj    y,   ^  und  »/  folgen  dann  ohne  Schwierigkeit. 

Im  Art*  14  findet  sich  das  vorliegende  Beispiel  weiter  specialisirt  für  die 
Falle  Vo  =  o ,  y^  =  00  und  tj^  =  o.  Durch  die  zulässigen  Yertauschungen  der 
Grossen  ^  ^0  y  !^o  erhalten  letzterenfalls  die  betreflfenden  Uelationen  mannichfaltige 
Formen . 

Art*  15  zeigt,   dass  aus  demselben  Grunde  auch  die  Integralgleichungen 

X  sss  y         und 

in  verschiedener  Gestalt  aufgestellt  werden  können,  wodurch  ein  Mittel  zur  di- 
recten  Bcstimnmng  der  Goofticienten  ab.,  in  f[x,  y)  für  den  jetzigen  Fall  ge- 
gewonnen wird. 

Werden  die  gefundenen  Gleichungen  der  irrationalen  Substitution 

aj  — 35»  y  — I/o      '  'S  — 2/  ^o  —  y» 

a;  —  yo  y  —  «0 

auf  die  Normalform  mit  dem  Modul   x  <  i ,    also  auf 

11=  i-x*i-x*x* 


g.l." 

-1-  f  °^ 

^ 

v: 

m             0 

X 

-«^0 

V 

-2/0 
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angewandt 7  so  gehen  im  Art.  16  nach  Einführung  von 

X  =  sin  9  y  ^  sini/' 


Vi  —  X  sin  q)  =  J(<p,  x)  x*-h  x'*  -^   i 

die  trigonometrischen  Relationen  hervor,   durch  welche 

<P  d(p  p^  dqf 


übergeführt  wird.     Diese  Formeln  können  auch  als  Additionsformeln  für 

P^       f^o_^   p^        P^  ^   P^  d(f> 

angesehen  werden.  Als  Nachtrag  zum  ersten  Abschnitt  S.  117  (Oij  wird  eine  Con- 
struction  dieses  allgemeinen  Additionstheorcms  mit  Hülfe  zweier  sphärischen  Dreiei'ke 
gegeben.  Wird  ip  =  </'o  gesetzt,  so  geht  die  Verdoppelung  der  elliptischen  Inte- 
grale hervor. 

Setzt   man    dagegen    (i'^  =  o ,     i/'„  ==  / ,    so   erhält    man ,    wie   im   kxL  17 
gezeigt  ist,   die  gewöhnlichen  Additionsformeln  für 


t/o         Jq         J(f        Jx  Jo     -^SP 


aus  denen    sini/»,    cosi/»,    Ji/»    und    tgi/'    in  vierfacher  Gestalt  berechaet  werden. 

Eine    andere   Ableitung   derselben   Ausdrücke    tindet    sich    im    Art.    51,    während 

2  K 
Art.  60   1/1  =s  am —  (u4-  im)    gesetzt  ist.     Hieran  schliesst  sich  die  GonstnictioD 

des  Additionstheorcms  mittelst  eines  sphärischen  Dreiecks  (vergl.  den  Nachtrag  zu 
S.  89),  aus  der  sich  der  dem  Satze  von  der  Winkelsumme  im  ebenen  Dreieckr 
entsprechende  Satz  für  das  sphärische  Dreieck  ergibt.  Die  Beziehung  zwischen 
den  Formehl  der  sphärischen  Trigonometrie  und  den  elliptischen  Additionsfonueln 
wird  nach  LAc^HAXit:  und  Jacobi  zur  Aufstellung  einer  Formeltabelle  benutzt. 
Im  Art«  18  wird  in  den  allgemeinen  Formeln  des  Art.  16  zunächst 

^  =  l'f  ,  */ ü  =  <•>     ""*'     */'o  =  X 

und  zweitens  ^^^  =  o  ,  ip^  =  o»  ,  q>  ss  \\f     und     i/'  «  ^n 

gesetzt  und  die  F'orm,  welche  die  entsprechenden  Additionssätzc  alsdann  an- 
nehmen, ausführlich  entwickelt.  Die  bctrelfenden  Verdoppelungsformeln  gehen 
hervor,   wenn   ;f  =  7    gemacht  wird. 

Ein  zweites  Beispiel  wird  in  den  Artt«  19  bis  22  behandelt  und  die  ('»oef- 
licienten  5)  und  2)  in  /;  gleich  Null  angenonnnen.  Aus  der  Gleichheit  der  In- 
varianten von  i  und  //  ergibt  sich  alsdaim 

G  =  -A  und         ae  =  6?-.3A* 

Eine  und  nur  eine  Wurzel  A  der  cubischen  Hesohente  ^X^ — Gk  —  // =  o  ka"" 
stets  reell  und  von  gleichem  Vorzeichen  mit  //  bestimmt  werden.  Wird  die  Be- 
dingung 

«-h(S  =  6A 

hinzugefügt,   so  sind  %  und  6  die  Wurzeln  «ier  quadratischen  Gleichung 

CT*  —  öAcjr  —  3 A* -I- (;  =s  o 
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welche  mit  A    reell   sein    inüssen.     Es    nimmt  daiiu   das  elliptische  Ditferential  die 
Form  an 

dy du 

Im  reelle  Ausdrücke  zu  erhalten,  hat  man  //^  =  i  zu  setzen.  So  bekommt  man 
die  leicht  auf  die  sogenannte  Normalform  reductibeln  Integrale 

Zum  Schlüsse  des  Art.  19  werden  ausserdem  die  Invarianten  G  und  H,  ferner 
die  Wurzeln  A ,  A^ ,  A^  der  cubischen  Resolvenle  nebst  den  Werthen  für  21  und  6 
ab  Functionen  der  Wurzeln  von   |  =  o   ausgedrückt. 

Art«  30  enthält  die  sechs  verschiedenen  VVerthe,   welche  man  für  //  je  nach 

der  Be^chatfenheit    der    Werthe    von    %    und    (S    zu    substituiren    hat,     um    die 

pfp      d(p 
LeGENDEE*sche  Normalform    /      -7- r    zu  erhallen;  dabei  sind  zugleich  die  zu- 

gehörigen  Werthe  der  Moduln  x  und  x'  angegeben.  Die  Betrachtung  der  ver- 
schiedenen Werthe  von  x*  zeigt,  dass  sich  dieselben  als  Wurzeln  einer  reciproken 
Gleichung  sechsten  Grades  darstellen  lassen,  welche  auf  eine  cubische  Gleichung 
^OD  einfacher  Form  reductibel  ist.  Weitere  Untersuchungen  über  die  Grösse  der 
iodoln  enthält  Art.  41. 

Im  Art«  21   wird  die  irrationale  Substitution  für  den  gegenwärtigen  Fall,   wo 
«oer  der  Factoren  von  /;  für    //  =  y^,  =  i    verschwindet,   in  der  Gestalt 

2[X-X)  =  ±^i±J^ 

I  —  y 

An 

«gegeben,    wo    fi    =  12A   — (V  ,    ferner    die    rationale   Gleichung    /"(op,  y)  =  o 
sowohl  nach  den  Formeln  des  Art.  9  wie  des  Art.  1 1   entwickelt. 

Art.  22    stellt  aus    den    allgemeinen  Formeln    des  Art.  10   die    dem   jetzigen 
irispiel  entsprechenden  Werthe  von  op  ,   1/ ,   ^  und  »;  dar. 

Die  Artt.  19 — 22  enthalten  also  eine  Ueductionsmethode  des  elliptischen 
iKlIerentials  auf  die  Normalform ,  die  stets  anwendbar  ist ,  weil  sich  ^  und  @  in 
alkn  Fällen  reell  bestimmen  lassen. 

Ein  drittes  Beispiel  behandeln  die  Artt.  23  bis  23.      Wird 

«  =  e  =  o 

e^etzl.    so  folgt  vermöge  der  Invariantengleichungen 

G  =  2A  ,  45)3)  =  12A*  — G 

ater    Hinzufüguug    der    Bedingung    $  +  3)  =  3A    ergeben    sich    $    und   2)    als 
k'urzeln  der  quadratischen  Gleichung 

tar'— 3Acy-h3A*--|G  =  o  , 

nd  aber  nur  reell  für  6'>3A*  oder  fj"^>27//*.     Je  nachdem  H  einen  positiven 
Jer  negativen  Werth  hat,  erhält  mau 

dy  ds  dt 


oder         =  — 


n        V(5'-hi)(»5'4-3))  y(i-^*){»/'_S)) 
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Art.  24t  gibt  die  Abhängigkeit  der  Goefficienlen  9  und  ^  von  den  Wur^^/^ 
der   Gleichung    §  =  o ,    vergleicht    ihre   Werthe   mit  denen   von  9    und   ß    des 
vorigen  Beispiels,  und  lehrt  die  vier  verschiedenen  Substitutionen,  welche  für  die 
verschiedenen  Werthe  von  93  und  S)   auf  die  LEGENDRE*sche  Nomialform  führen. 
Weiter   ist   die   reciproke   Gleichung   aufgestellt,    deren   Wurzeln   die  zugehörigeD 
Moduln  X*  und  x'*  sind;    die   entsprechende   cubische  Gleichung   hängt  jetzt  nur 
von  der  absoluten  Invariante  ab   (vergl.  Nachtrag  zu  S.  103). 

Neben  der  irrationalen  Substitution 

SD 

für  den  vorliegenden  Fall    enthält  Art«  25    den  Werth    von  S,    unter   Benutzun^^ 
der  allgemeinen  Formehi  der  Artt.  9  und   11,  femer  die  aus  Art.  10  abgeleiteten  ra 
dem  jetzigen  Beispiele  entsprechenden  Werthe  für  x,    y,    §  und  fj. 
Als  viertes  Beispiel  ist  im  Art«  26 

«  =  e=:o  ,  ö=  I 

gesetzt.     Dadurch  wird    G  =  —  4®  ,    /f  =  —  (S  ,    1?*  =  4y'—  Gy  -—  H  ,    also 


(/=—  =  —  ''^ 


§  V4/-6>-Ä 


und  für   y^^  =  00 


OD 


dy 


Vvf-Gy^H 


Nach   Angabe   der  Weierstrass' sehen    Entwickelung   für  y   nach   Potenzen   von 
ßndet   sich   für   beliebige  Werthe   von  y^    die  Gleichung    —  k^f[x,  y)  :=  o   aiM.^ 
führlich  aufgestellt. 

Art.  27    enthält    die   Anwendung    für    y^  =r  00    und    gibt    den   Werth  fi/r 
X  —  Xq  ,    die    irrationale   Substitution   in   der   einfachen   Form    y  =  JT,    mit  defli 
zugehörigen   1;  =  JT^  ,    den  Werth  von  $   und   endlich  die  Substitution ,    die  mao 
zur  Reduction    auf  die  LECENORE'sche  Normalform   anzuwenden   hat.     Dabei  wird 
man  auf  die  Moduln  des  Art.  24  zurückgeführt. 

In   den  Artt.  28  bis  32  werden   einige  Fälle   betrachtet,    in  denen   eine  qua-  ^ 
dratische  Gleichung  von  der  Form  f[x,  y)  ss  o  der  Differentialgleichung 

dx      dy 

genügt,   ohne  dass  §  und  y;  gleiche  Invarianten  besitzen.     Es  sind  diess  zunächst 
die  Substitutionen  der  Artt.  20  und  23  : 

y  =  cosgo  ,  J(p  ,  tg  q>         und         —  sin*^ 

Art«  28   betrachtet   die  Substitutionen    y  :=  cos<p  ,    y  z=z  Jq>   und    leitet   mit 
Hülfe  der  Wurzeln  der  Gleichungen 

4A'-.GA  — Ä=o         und         4iu' —  Oju  —  ^  =s  o 

die   Beziehungen    zwischen   den    invarianten    G   und   H  einerseits   und    ®    und  ^ 
andererseits  ab. 
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Das  Nämliche  leistet  Art«  29  rücksichtlich  der  Substitutionen  y  =  tg*<)^  und 
V  =  —  8in*y . 

Art«  30  behandelt  unter  diesem  Gesichtspunkte  die  Substitution  des  Art.  27 
nebst  der  reciproken  Substitution. 

Zu  den  Substitutionen,  die  auf  ungleiche  Invarianten  führen,  gehört  auch  die 
GAV8s*sche  Substitution  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels,  welche  nebst  ihrer 
reciproken  im  Art«  31  untersucht  wird,  sowie 

die  Substitution  des  complementären  Moduls,  die  den  Gegenstand  des  Art.  32 

bOdet.     Am  Schlüsse  des  Art.  32  finden  sich  endlich  noch  die  Invariantenrelationen 

aogegeben,    die   bei   einer  Transformation   nter  Ordnung  statttinden,    welche  dem 

debergange    von    q    in    q*^    entspricht    und    selbstverständlich    nicht    auf    eine 

^adratische  Gleichung   von   der  Form  f{x,  y)  =t  o  führt.      Die   Rechnung  ver- 

2  X 

eiafacht    sich   durch  Einführung   der  Grösse    h  =s  —^—f    an  Stelle   des   Moduls   x, 

X  X 

worüber  einige  Bemerkungen  beigefügt  suid. 

A.  Donadt. 


Zweiler  Abschnitt.    Die  Boduction  der  elliptischen  Integrale  auf  die 

Thetafunctionen  Jacobi's. 

Art«  33  deßnirt  die  vier  Thetafunctionen 

OD 

*luq)  =^(_i)»,»»cos2nu  ,  0^{uq]  =  ^9^"* ^''cos  (an  +  i)  tt 

—OD 

*Ju9)  =  ^(-.i)V«-»-i>%in(2n-hi)M  ,         ^>,{uq)  =  ^(/~~cos2nu 

durch  unendliche  Reihen  und  unendliche  Producte,  woraus  für  m  =  o  die 
Gleichungen 

*  =  XiX*   ,  »:  =  2qix'    .  *,  =  2qixa*   >  *.  =  M* 

henorgehen,  wenn 

Vermöge  der  zwölf  für  die  Quotienten  je  zweier  Thetafunctionen  geltenden  Ditfe- 
^ntialformeln  (vergl.  Art.  44^  des  Nachtrags)  und  der  daraus  entspringenden 
linearen  Relationen  zwischen  den  Quadraten  der  verschiedenen  Thetafunctionen, 
ergeben  sich  24  Formen  für  das  elliptische  Integral  u  der  ersten  Gattung  nebst 
den  zugehörigen  Substitutionen  zur  Keduction  auf  die  Normalform 

=  1      -— oder  nach  Jacobi  s  Bezeichnung     q>  =  am 


wo      X  =  A  , 


Abhandl.  d.  K.  8.  UeselUch.  d.  WiBsensch.  XX.  13c 
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gesetzt  ist  und 

-^»l/xsm»,  _=y_cos,p,  ^=|/_^y 

gefunden  wird. 

Die  Producte  zweier  Thetafunctionen,    welche  in  den  Differentialformeln  vor- 
kommen, werden  Art«  34  auf  einfache  Thetafunctionen  reducirt,  wobei  das  Argu- 
ment (u,  q)   durch  (u,  qi)  ,    (zu,  q^)  und  (u,  iq*)    ersetzt  wird.     Damit  folgen 
zugleich  die   entsprechenden  Beziehungen  zu  den  Argumenten  (ii,  q^)  ,    (-|u,  ^^j 
und    [u,  — g*j  .      Bezeichnet  man   durch  A  ju  i^  ^  die  Werthe,    in  welche  sich  n 
durch  den  Uebergang  von  q  r^sp.  in  q* ,  q^ ,  iq^  und  —  ^*  verwandelt,  wahrend 
gleichzeitig  Ä"  in  A  M  N  P  übergeht,    und  lässt  K'  A'  M'  den  complementSren 
Moduln  x'  X'  fji'  entsprechen,    so  ergibt  sich,  dass  fi  ebenso  von  x  abhängt,  wi& 
X  von  A,   und  dass  durch  Vertauscfaung  von  x  und  x'   k  und  fi'  sowie  /u  und  iT 
ineinander  übergehen.     Femer  wird 

7i""r       x'       '  7i""r       X 

wenn   der  Fortschritt   in   der   Grössenreihe    .  .  A,  A^  A  x  /m  /m^  /i,  .  .    dem   wieder — 
holten  Uebergange  von  q  zu  q*  correspondirt. 

Art«  35  führt  die  den  sechs  Argumenten  des  vorigen  Artikels  entsprechende 
Amplituden  x'  V'  ^'  ^^^P-  X  ^'  ^  ^^  ^^^  leitet  die  den  sechs  Integralgleichunge  - 

pq>     dq)       ^       2         rx     dx      _      l        ff     4%      __       i        f^     dip 

zugehörenden,  paarweise  reciproken  Substitutionen  ab.     Die  beiden  letzten  führen 
auf  complexe  Moduln  und  werden  benutzt,  um  Transformationen  aufzustellen,  welche 
ein  elliptisches  Integral,    dessen  Modul   eine  complexe   Einheit,    auf  ein  anderes 
mit  reellem  Modul    <  i    reduciren ,    und  welche   dem  Uebergang   von  ^  in   —  9 
entsprechen. 

Im  Art«  36  sind  die  verschiedenen  Umformungen  der  vier  vorhergehenden 
Transformationen,  welche  die  Namen  ipon  Gauss  und  von  Landen  tni§en,  tabel- 
larisch zusammengestellt. 

Art«  37  enthält  einige  historische  Netizen  und  zeigt  den  directea  Zusammen- 
hang sowohl  der  GAuss'schen  Transformation  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels, 
wie  der  von  Landen  in  der  LEGENDRB'schen  Form,  mit  der  LAGRANGE*schen  Sub- 
stitution 

l  /i  ±  m,*f/,*  m-^n  , 

r    I  ±  n^  y^  2 

welche  zu  der  Gleichung 

0    ]/(i±m^/)(i±nV)        h     y(i±m,V)(i±n,V) 
führt. 
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Art,  38  beschäftigt  sich  mit  der  Berechnung  der  Argumente  u  und  q ,   wenn 
9  und  X  gegeben  sind.     Die  Grösse  q  wird  nach  Jagobi  mittelst  der  Formel 


.l.'i    '» 


q  —  i5x'  ***    ***    **'  * 

gefunden y    wo  x,  x,  x,  .  .  .   statt  ju  (x^  ju,  geschrieben  sind,    also  x^  dem  Ueber- 

gange  von   ^    zu   9*     entspricht.     Die    numerische  Berechnung   lässt  sich,    unter 
Benutzung   der    sogenannten   Additionstogarithmeii ,    durch    Einführung    von    Uülfs- 
pnseeü  erleichtern,    welche   zugleich  zur  Ableitung  der  Werthe  des  ganzen  Inte- 
grals IT  resp.  von  Ig^j   und    Ig;^,-   dienen.      Im  Nachtrage    zu  S.  132    finden  sich 
slait   coQvergirende    Reihen-    und    Kettenbruchsentwickelungen    zur    Berechnung 
iroD  9,    z.   B.    für    qi    nach    den   Potenzen    von    ^tg^^<    und    von    i^tg*d, 
veno  X  =:  sine  ==  y 2  sind  gesetzt   wird.     Die  Berechnung  von  u   wird   geleistet 
sowohl  durch    wiederholte   Anwendung    der   GAuss'schen ,    wie    der   LANOEN'schen 
TnnMormation,  oder  der  JAcoBi'schen  Substitution   mtg  <p  =  ntg^gp^  ^    für  welche 

dq>  __  dq^ 

m  sin  y -h  n  cos  (p        Vmj  sin  2g>^'k'n^  cos  2gr, 

Im  Art«  39  wird  der  complementarc  Modul  x'  eingeführt^  wodurch  für 

/*q>     dq)  f9'      dq>' 

I       ,,       \  =  /        ^,    ,    f\         oder         Ku  =  K  u 

»    S ^-^   =     ; ,  U      =    tST    U 

n  \gq 

werden.     Bezeichnet  man  durch 

CO 


</  =  c        ^    ,  q   =  e       * 


ß  ^  ^(_  i)nqnn^tnu   ^  ^^   ^  ^(_  ,)«^(n+ i)%(«n-|.  i)u 


.«nt* 


(fe  vier  Thetafunctionen ,    in  denen  die   trigonometrischen  Functionen  durch  reelle 
£ipooentialgrÖsseu   ersetzt  worden   sind,    so   lassen   sich   die   Functionen   ^^[u  q) 


uu 


mittelst  des   Factors  We     ^     auf  die  Functionen   Oi[uq')   reduciren,  wenn  man 

mgleich    6   und    6^   vertauscht.      In    analoge    Beziehung   treten    die    Werthe    der 

Kkmctronen    li(q)    und    XiW)\     ^^^   XX%Xz    werden    Differentialgleichungen    der 

ersten,    für  X^[q)   eine  solche  der  zweiten  Ordnung  aufgestellt.     Femer  wird  auf 

die  approximative  Richtigkeit  der  Gleichung 

a"^  €ß  tfl 

—  =i+2c       "^-^le  '•+•26    ^    '*-l-.. 

r 

aufmerksam  gemacht,    welche   schon   für  massige  Werthe   der  willkürlichen  Con- 
Spanien  a  anwendbar  ist   und  selbst  nach  r  differentiirt  werden   kann.     An  den 

Werth    \%q  ==  — n--    wird    mittelst   der  Substitution    mtg*^  =  ni^qf^    ein   di- 

recter    Nachweis  dafür  geknüpft,    dass   der  Uebergang    zum    arithmetischen    und 

geometrischen   Mittel  der  Verwandlung  von  q   in  9*   oder  der  Verdoppelung   des 

K' 
Verhältnisses  —  entspricht. 

A 
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Für  X  >^  ist  wegen  q' -^e"  im  Allgemeinen  die  Berechnung  der  Fund 
6[u'  q']  vortheilhaft ,  und  wie  sich  q'  direct  aus  x'  oder  x  ei^ibt,  lasst  si« 
ohne  u  durch  Anwendung  sowohl  der  Gauss  sehen  Transformation,  wie 
LK(iENDHE'schen  Form  der  LANüExN^schen  Substitution,  direct  aus  ^  berecl 
Die  Vorschriften  dazu  enthält  Art.  40«  Im  Nachtrag  zu  S.  138  ist  bemerkt, 
wenn  man  das  Imaginäre  nicht  ausschliessen  will,  bei  complexen  Werthen  ' 
mod  qr  •<  e~ '^  ^*  gemacht  werden  kann. 

Art«  41  untersucht  die  Keductionsfomieln  der  Artt.  20  und  24  mit  I 
auf  die  Grosse  des  Moduls  x .  Hierbei  sind  je  nach  den  Vorzeichen  der  Di 
minante  (V' — 27/^*  und  der  Invariante  H  vier  Fälle  zu  unterscheiden,  und 
führt,  wenn  man  den  Vortheil  des  kleinsten  Moduls  erreichen  will,  die  e 
Reductionsmethode  stets  zum  Ziel ,  allerdings  für  1/  <  o  unter  Anwendung 
complementären  Moduls.  Für  G'<  27//*  wird  q  resp.  9' < 0,043214, 
G^>'2'jH*  dagegen  <o.ooi8674. 

Art.  42  beschäftigt  sich  mit  der  Reduction  des  allgemeinen  elliptis 
Integrals  von  der  Form 

wo  X  rational  von  x  und  $,   resp.  von  y  und  17  abhängt.     Für 

'/*  =  4y(V-»-3^y-»-S)) 

lassen  sich  die  durch  Zerlegung  von  X  entspringenden  Integrale 

Jr**  m                                       p^       dz 
y    dz         und         «;„  =  / 
0                                            Jo    [y  —  pr 

durch   geeignete    Kccursionsformeln   auf  die    drei    Integrale   z  v^   und   w^    zui 
führen.     Für 

setzt  man 

r^   *m  .  /•*        dz 

Jo  Jo    [y^  —  pr 

und   reducirt   diese  Grössen  in  analoger  Weise  auf  die   elliptischen  Integrale 
ersten,  zweiten  und  dritten  Gattung.     Für 

V*  =  4!/'—  Gy  —  Hy  J/o  =  ~ 

endlich  würde   i',;i  =  /     y^dz   unendlich  werden  und  man  hat 

Jo 

Qo         dy 


mittelst  z  w.   und  w^  =  -r-^  zu  bestimmen. 

op 

Art«  43  leitet  die  Werlhe  des  Factors  r  in  den  Gleichungen 

z  =^  ru  ,  v^  =  rv  ,  tüj  =  rti? 
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/***«.                 ,                     p^     du 
ab,  wo  ^  '^  i     y  du         und         w  ^  1     -« 

./o  Jo  y  —p 

pu    du 
vergleicht  damit  die  Form   1     und  gibt  den  Grund  an,    wesshalb  auch  bei 

Jq  y-p 

Beschränkung  auf  reelle  Grössen  coniplexe  Werthe  des  Parameters  p  be- 
rücksichtigt werden  müssen.  Auch  findet  sich  liier  ein  Umstand  erörtert,  der 
gewisse  Beschränkungen   in   den  Vorzeichen    der    vorkommenden   Radicale    erklärt^ 

and  der  darin  besteht,  dass  die  zwischen  x  und  ij  f^efundcne  Gleichung  f[xy]  =  o 

dx        dy           dx       dy 
den  beiden   Diirercntialglcichungen  -jr  ^  —  und  ---  H =  o  genügt. 

Art«  a  geht  von  den  Ausdrücken  für  die  dritten  logarithmischen  Diflerential- 
quotienten  der  Thetafunctionen  aus  und  zeigt,  wie  durch  zweimalige  Integration 
die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  als  lineare  Functionen  von  u  und 
den  ersten  logarithmischen  Ditferentialquotienten  der  Thetafunctionen  erhalten  wer- 

den.    Die  Constanten  -t- ,    -r^  und  -^  liefern  die  Werthe  der  ganzen  Integrale; 

ihre  Differenzen  lassen  sich  durch  die  Potenzen  der  t*^  ausdrücken,  analog  den 
Differenzen  der  ersten  logarithmischen  Differentialquotienten ,  welche  vermöge  der 
öifferentialformeln  des  Art.  33  Quotienten  von  Producten  der  Thetafunctionen 
gleich  werden. 

Im  Nachtrag  finden  sich  hier  einige  auf  die  Entwickelungen  in  trigono- 
"Hetrische  und  in  Partialbruchsrcihen  bezügliche  Artikel  eingeschaltet.  Solche  Reihen 
Verden  im  Art«  44'  abgeleitet  für  die  Logarithmen  der  Thetiifunctionen  und  ihre 
differentialquotienten,  so  wie  für  die  Quotienten  je  zweier  Thetafunctionen  und 
^ie  reciproken  Werthe  der  letzteren. 

Art«  44"*  enthält  die  Integrale  der  bezeichneten  Ausdrücke  nebst  den  sich 
<)araus  ergebenden  Folgerungen. 

Art«  44^  leitet  mittelst  der  zweiten  logarithmischen  Ditrerentiaiquotienten  die 
Entwickelungen  der  Quadrate,  sowohl  der  Quotienten,  als  der  ersten  logarith- 
mischen  Differentialquotienten  der  Thetafunctionen  ab,  so  wie  die  betreffenden 
Entwickelungen  der  ganzen  Integrale  zweiter  Gattung. 

Art«  44^  beweist  nach  Jacobi  durch  Partialbruchzerlegung  die  Gleichungen 


^;^i  (u  +  t;)  ^    2     ^ C^ 


{>^u0^v  i 


— QO 


9 


wo  Ol  =:  e*^* ,  C  =  c^^*  y  und  gibt  in  reeller  wie  imaginärer  Form  eine  Zu- 
sammenstellung der  16  coordinirten  Formeln  von  analoger  Beschaffenheit  nebst 
den  zugehörigen  Gonvergenzbedingungen. 

Im  Art«  44^  sind  die  auf  Multiplication  und  Theilung  der  Argumente  bezüe- 
liehen  Transformationen  der  obigen  Formel   enthalten,    wobei   q  in  q"*  resp.  q^ 

n 

und  allgemein  \n  q^  übergeht. 

Art«  44'  gibt  Anwendung  der  Reihenentwickelungen  auf  die  Integrale  der 
zweiten  und  dritten  Gattung,  mit  anderen  Worten  auf  die  Werthe  der  logarith- 
mischen  Differentialquotienten   und   die  Logarithmen  der  Quotienten  von  der  Form 
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Olv^-u)  ,  I-       Olv-hui) 

it(v  —  U)  21        U(V —  U») 

wobei  sich  herausstellt,  dass  bei  den  Functionen  0^^  und  ^,  resp.  ß^  und  0^  die 
reelle  Periode  n   nicht   vorhanden  ist. 

Art«  44^  endlich  enthalt  Betrachtungen  über  die  Umkehr  der  Gleichung 
t)  =  M  —  fu,  Yio  fu  eine  Function  mit  reeller  Periode  bezeichnet ,  nebst  An- 
wendung   auf    die    Umkehr    der    elliptischen    Integrale    zweiter    Gattung    (weoo 

w  =  au  —  ß-K~'  =  "*0  »   sowohl  für  das  Argument  (u,  q)  als  für  das  Argument 

V  U 

Art«  45    gibt    eine   Tabelle    für    die   Werthc    der   den   zwölf   verschiedenen 

Werthen  von  y  entsprechenden  Integrale  zweiter  Gattung    v  s^  1     y  du   nebst 

•/o 

den    complement'aren    Ausdrücken    t)  ^  /       y  du    und    den   sechs    ganzen 

Integralen  in  der  trigonometrischen  Form.  Für  die  letzteren  werden  bequeme 
Rechnungsmetiioden ,  mit  Hülfe  der  Additions-  und  Subtractionslogarithmen ,  ab- 
geleitet. 

Im  Art.  4t>  werden  die  Art.  34  aufgestellten  Relationen ,  welche  der  Eii»^ 
führung  der  Argumente 

{«,,*)  [u,qi)  (2u,q*)  (^u,qi)  (u,  -  .7»)  (u,  i,*) 

entsprechen,   in  24  Formeln  von  recurrirender  Beschaffenheit  zwischen  den  Thetf^"^ 
functionen  umgesetzt,  deren  logarithmische  Differentiale  gebildet  und  die  zugehörige^' 
Amplituden  X  x'  ^  H'*  ^  ^'  ^^^  ^^-  35  angewandt. 

Die  gefundenen  Ausdrücke  können  dazu  dienen,  um  die  Logarithmen  de^ 
Thetafunctionen   und    ihre  Dilferentialquotientcn   in   Reihen   zu    entwickeln.      Dies^-^ 

wird  Art«  47  an  dem  Beispiele  von  lg^i<   und    -r—   erläutert,    wobei  sich   drc  • 

iru 

Entwickelungen    für    die    unbestimmten    Integrale    der    zweiten   Gattung    ergeben* 

Bei    der    nöthigen    Convcrgcnzuntersuchung    zeigt    sich,     dass    der    Grenzwerth 

I       ^{ti,  q^) 
lim  —  lg — - ,  der  durch  den  Uebergang  zum  complementären  Modul  erhalten 

werden  kann,  aufhört  periodisch  zu  sein,  wesshalb  die  Gültigkeit  der  dritten,  für 
grosse  Werthe  des  Moduls  vortheilhaflen  Entwickelung  an  die  Bedingung  o  <  9  <  71 
geknüpft  ist. 

Art«  48  leitet  den  bezeichneten  Grenzwerth  ohne  den  Uebei^ang  von  q  zu  q' 
durch  Benutzung  der  Relationen  her,  welche  den  Uebergang  von  o  zu  —  ver- 
mittein.     Durch  Einführung  der  EuLEn'schen  Function 

OD 

X(«,  ?)   =   (!-  io)X{q<0,  q]   =//(!  -  qP«)     . 

0 

wird  mitteist  der  Formel         ^(«,  '^)-*^(7**'>  7)  =  ^ 

gezeigt,  dass  die  Transsccndente  XiM  ^ür  mod9>i  aufhört  eine  Function  von  q 
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lu  sein,  wlihrend  die  vier  Quotienten     *^       gleichzeitig  mit  q  in  ihre  reciproken 

Werthe  übergehen. 

Art»  49   wendet   den  Uebergang   von    [u,  q)    zu    [u,  q']    auf  die    Integrale 
der  zweiten  Gattung  an,  wobei  sich  neben  der  LEGBNORE'schen  Formel 

y  du   mittelst  der  Functionen  6^{u  q') 
0 
ergeben. 

Der  Uebergang  zu  den  Integralen  der  dritten  Gattung  wird  Art.  50  durch 
Aafstellung  des  JAcoBi*schen  Formelsystems  vermittelt,  welches  zwischen  den  Pro- 
ducten  von  vier  Thetafunctionen  verschiedener  Argumente  besteht.  Das  System 
enthalt  fünf  Gruppen  von  Formelquaternionen,  die  sich  lediglich  durch  die  Indices 
der  Thetafunctionen  untersdieiden,  während  die  eingehenden  Argumente  reciproken 
Gleichungen  von  der  nämlichen  Form,  wie  die  Gleichungen  zwischen  den  Pro- 
ducten  11  der  einzelnen  Quaternionen  unterworfen  sind.  Man  schliesst  daraus, 
dass  überhaupt  zu  jeder  Argumcntenrelation  eine  entsprechende  Formel  zwischen 
den  bezüglichen  Thetaproducten ,    und   zwar  in  jeder  Quatemion,   existiren  muss. 

Art«  51  werden  durch  Speciaiisirung  der  allgemeinen  Formeln  24  Ausdrücke 
abgeleitet,  welche  nicht  allein  durch  Division  die  verschiedenen  Formen  der 
Additionssätze  des  Art.  17  ergeben,  sondern  auch  mittelst  logarithinischer  Difle*- 
re&tiation  nach  v  und  Integration  nach  u  48  Integralformeln   für   die  Werthe  von 

k-r, T  hefem. 

Analoge  Formeln  ergeben  sich  Art.  52  für 

^^^{u-V,q^)^,(v,q-)    '  ^<^(u-v,q^)^,(v,q^) 

<^[iZ^v,qi)<>,(\v,qi)  i^,(iir:i^.7*)^(it;,7i) 

^,(\u^v,  q^)^(^v,  7*)    '  ^,{k^-v,qi)(^,(iv,qi) 

Durch  Einführung  der  Amplituden 

2Ku  2Kv 

q>  =  am ,  VS  =  am 

n  n 

erhält  man  acht  Integrale  dritter  Gattung. 

Art.  53  zeigt,    dass   hier   namentlich    das   Beispiel    des  Art.  24    in   Betracht 

/»<*     du 
kommt,  sofern  für  die  canonische  Form   1 

t/o 
y  Ä  col^  ,      x'tgy  ,      tggc  ,      cot<jC'  , 

die  correspondirenden  Parameterwerthe 

±  y«  =  x'tgtsr ,    cottBT ,    tgcr ,    cotcr ,  -  ^  .  -  ^ 

^ '^  -ö      '  ^      o  smcr  smtBT 

zu  verbinden  sind.     Dabei  wird  für  negative  Werthe  von  p  das  Argument  v  rein 


I 

— M—               \f  ein  im 

sing' 

und 

I 

sm^ 

sing* 

xsmisr  .     — —  . 

sintIT 

und 

I 

so  dass  für 


iKv /*w     dq>      /*»'      dq>   * 


) 
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tsiniar    ,         item'  ,         ttgliar    ,         sec tcr'     und    — ^^ j-^ 

cosiar 

an  die  Stelle  von 

tgiar  ,  siniar  ,  tgi^  »  cosiar      und    Jw 

treten.  Um  den  einem  beliebigen  complexen  Parameter  p  entsprechenden  com- 
plexen  Werth  v  =  v^^-hv^i  (oder  v  =  v^  —  v^i)  zu  bestimmen ,  sei  w  der  con- 
jugirte  Werth  von  CX  und 

tg«rJ^=tgi/..^^     ferner     iJ^  ^  f' ^^^   ,         ^J^  ^  f'' ,^3l^ 

dann   werden   h  k  k'  Hypotenuse   und   Katheten   eines   rechtwinkligen   sphärischen 
Dreiecks,   in  welchem  die  Seiten  h  und  k  den  Winkel  h'  einscbliessen. 

Art.  54  enthält  eine  Zusammenstellung   der  48  Ausdrücke   für   Ig-^rT s 

mit  Hülfe  der  von  den  Amplituden  q-  und  tff  abhängigen  Integrale  dritter  GattunenT!" 
Dieselben  zerfallen  in  Gruppen  von  je  drei  nur  der  Form  nach  verschiedene  — c 
Integralen. 

Im  Art.  55  werden  die  Integrale  u?  =  /     -% nach  den  Werthen  von  1 

geordnet  und   die   zugehörigen  Intervalle  der  reellen  Parameter  p  angegeben;   im^bI 

Factor  tritt  die  Grösse 

2K 
II  =i  — sintBrcosi«x^/(tBr^  x) 

auf.  Dadurch  entstehen  zwölf  Gruppen  von  Formelquatemiorien  für  die  Integra^^I^ 
logarithmischen  Charakters,  in  denen  y^  den  Werth  p  nicht  annehmen  daK^  ^' 
während  u  das  Integrationsintcrvall  durchläuft. 

Durch  die  Vertauschung    von  v   mit  vi    resp.    ig\vaf   mit  ttgjiar'   gehen  J   ^^ 
Integrale  w'  trigonometrischen   Charakters  hervor,  bei  denen  der  Factor 

ir  =  — sintar'costar'Jfiar',  x') 

TT 

und  die  Functionen  ß^  erscheinen.     Art.  56  enthält  die  betreffende  Formeltabelle 

in  analoger  Anordnung  wie  der  vorhergehende  Artikel,  und  gibt  die  Reduction  von 

1       div-k-ui] 
—  'g  TT? T  J*"f  ^iö  reelle  Form  eines   arc  tg  ,    wozu  die  Entwickelungen  des 

2%       o(v  —  Ul) 

Art,  44^  zu  vergleichen.  ; 

Art.  57  zeigt,  welche  Modificationen  die  Ausdrücke  der  vorigen  Artikel  er- 
leiden, wenn  man  bei  ihrer  Ableitung  v  nicht  verändert,  sondern  u  mit  ui  ver- 
tauscht,   sowie  wenn  7'  statt  7  eingeführt  wird;    endlich  werden   noch    die  com- 

Jni^     du 
'       -» ,  sowohl  logarithmischer  wie  trigonomelri- 
u    y  -p 

scher  Art  betrachtet. 

Im  Art«  58  schliessen  sich  hieran  die  ganzen  Integrale  dritter  Gattung, 
welche  durch  unbestimmte  Integrale  der  zweiten  Gattung  gegeben  sind,  und 
24  Formeln  für  die  lognrithmischen  und  48  Formeln  für  die  trigonometrischen 
Integrale  liefern ,  mit  Rücksicht  darauf ,  dass  (unter  Voraussetzung  eines  reellen 
Integrationswegsj   y    nicht  mit  p  zusammenfallen  darf. 


*^^'  Zur  Redcction  elliptischer  Integrale.  xxxxi 

Für  den  Fall  eines  complcxen  Parameters  lial  man  nach  der  Methode  des 
An,  53   V  =  üß-hv,  t  zu  bestimmen.      Dann  lassen  sich  die  Integrale  w  der  dritten 
Oattunf<  in  ihren  reellen  und    imaginären  Theil    P -h  Qi   zerlegen,    dergestalt    dass 
nirbl  allein  P  und  Qi  durch  Vertauschung  von  v^^  und  t\i  in  einander  übergehen, 
sHiiidem   auch    durch    Integrale    mit    reellem    Parameter   w^^    und  w^    ausgedrückt 
^Äerden^  welche  aus  w  und  w'  hervorgehen,   wenn  man  v  durch  r„   resp.   t\   er- 
setzt.    Gleichzeitig   sollen    sich    üT    und    ts'    in    cr^    und    ts^    verwandeln.      Diese 
Heductioii  ist  im  Art.  69  unter  Anwendung  der  Ampliluden 


2  h'                    . 

i/V  =  am   ^-  («'-»-  ^V    ' 

2K 

(i)j^  =  am  —  -  (M  —  Uy) 

y    =  am  —    m  -h  f \  / 

2  h',             .. 

0),  =c  am  —  [u  —  v.i) 

I                jj    \            1   / 

\                ^    \            1    / 

für  das  Beispiel 

1 

;)  =  X*  sin' er 

sm«/ 

dmrhgeföhrt ,    welches    bekanntlich    die    von  Jacobi    in    den  Vordergrund    gestellte 
Form  des  Integrals 

sin  qdu 
w  =   I      J       i_    .   i 


p^  sm 

,/n     I  —  x*sii 


Q     I  —  X  sm  ttT  sm  q> 
liefert. 

Art.  60  wird  gezeigt,  v\ie  eine  modiücirte  Bestimmung  von  Q  auf  das 
Additlonslheorem  für  Integrale  dritter  Gattung  führt,  nebst  den  zugehürigen  Fonneln 
für  Verdoppelung  des  Arguments   (in  den  letzteren   treten  die  Am])lituden 

(w-t^) 


2  h'              . 

i/r  =  am —  [u  4-  v)   , 

TT 

2K 

M  ^  am  — 

TT 

2K  .                . 

\\j  =  am  —  [u  4-  Vi     , 

2  h 

0)  =  am  — 

{u  —  vi) 
n  '  TT 

3üfj.    Bei    dieser  Gelegenheit   werden    die    ent.sprechenden  Additionssätze   für   die 
integrale    zweiter  G<ittung   hinzugefügt   nnd    im  Nachtrage  eine  Ergänzung  dazu  in 
<Jer  gewöhnlichen    symmetrischen  Form    gegeben.     Endlich    finden    sich    di(^  Aus- 
drücke  zusammengestellt,    in  welche    die  Addition.sformeln  des  Art.   17    sich    ver- 
wandeln,  wenn  v  in  vi  übergeht  und 

2hv         px'      d(p  2  h'  . 

=    1        T, TT    >  V  =  «f"  -  -  (w  ■♦"  ^* 

TT  Jq      z/(g.  x')  7r    ^ 

gesetzt  wird. 

An  Stelle  der  Amplituden  tsj^  und  tff^  ,   für  welche  die  Gleichungen 

2Kv^  __    /»Wo     rf(jr.  2I{v^  /»«"/      dtp 

gelten ,  werden  Art«  61  mit  Hülfe  des  Additionstheorems  für  den  Parameter  die 
Art.  53  definirten  Amplituden  k  und  k'  eingeführt,  wodurch  sich  vereinfachte 
Ausdrücke  für  P  und  Q  ergeben,  welche  von  den  reellen  Integralen  wi^  und  ti?/. 
abhängen,  in  denen  v  resp.  durch  2v^^  nnd  2v^i  ersetzt  ist.  Die  vorkonmienden 
Amplituden  sind 
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2K ,  .  2K.  . 

1^  s  am — (u-l-2Vo)    ,  Ol  =  am  —  (t*— 2ü^) 

,  2K,  ..  ,  2K 

71  TT 

Die  Werthe  von  P  und  (>  entliallcn  femer  die  Grösse  q  =  mod  p  und  führen  für 
V,  =  o  resp.  Vq  =  o  zu  VerdoppelungssUlzen  mit  Bezug  auf  das  Argument  dos 
Parameters,  wobei  m  und  w'  durch  k  und  k'  ersetzt  werden. 

Tm  Schlussart«  62  endlich  wird  gezeigt,  wie  auch  bei  den  übrigen  FonntMi 
der  Integrale  dritter  Gattung  die  Trennung  in  den  reellen  und  imaginären  Theil 
für  den  Fall  complexer  Parameter  ausgeführt  werden  kann.  Einer  ZusanimeDstetlnn}> 
der  für  die  Reduction  dienlichen  Relationen  zwischen  den  bez.  Thetafunctionen  situ! 
Reductionsformeln  beigefügt,   welche  die  Moduln  A,  /i,   y  der  Grössen 

sin  AT 
smcr  ,  — —        und        tgtar 

so  wie  die  Amplituden  q>  \p  m  k  resp.   xp'  o/  k'  enthalten. 
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MIT  ORKI  TAFELN 


Ahfci^tll   d*  K.  ä.  Q«ii#lli«cb.  d.  WinnenRch.  XX.  1^ 


JNachdein  ich  durch  die  Untersuchung  der  Krystalle  des  Topases, 
;  Schwerspathes  und  des  Aragonites  gezeigt  hatte,  dass  die  bis 
liin  geltende  Ansicht,  wonach  das  Auftreten  therraoelektrischer 
annungen  auf  Krystallen  durch  einen  Mangel  an  Symmetrie  in  der 
isbildung  der  beiden  Enden  einer  Axe  bedingt  sein  sollte,  zu  eng 
,  tiass  vielmehr  schon  ein.  Unterschied,  wie  er  im  rhombischen 
Sterne  zwischen  den  verschiedenen  Axen  uns  entgegentritt,  genügt, 
1  l>ei  Temperaturveründerungon  auf  Krystallen  dieses  Systemes  elek- 
sche  Differenzen  hervorzurufen,  so  lag  die  Vermuthung  nahe,  dass 
ch  in  den  sogenannten  einaxigen  Systemen  die  zwischen  der  Haupt- 
e  und  den  Nebenaxen  vorhandene  Verschiedenheit  zur  Erzeugung 
:*klrischer  Spannungen  hinreichend  sein  werde;  und  ich  habe  die 
chtigkeit  dieser  Ansicht  durcli  den  Nachweis  der  elektrischen  Span- 
ingen auf  den  Krystallen  des  Kalkspathes,  Berylles,  Idokrases  (Vesu- 
anes) ,  des  Apophyllites ,  des  Apatites  und  des  Brucites  dargethan. 

In  einer  kurzen  Uebersicht,  welche  ich  über  meine  Untersuchun- 
jn  der  Topas-,  Schwerspath-  und  Aragonitkrystalle  im  Jubelbande 
)n  PoggendorlFs  Annalen  veröffentlichte,  fügte  ich  S.  652  die  Be- 
erkung  bei:  »Ob  vielleicht  selbst  eine  Ungleichheit,  wie  sie  zwischen 
en  Flüchen-  und  Eckenaxen  eines  Würfelkrystalles  vorhanden  ist, 
(iter  sonst  günstigen  Umstünden  auch  für  eine  thermoelektrische 
rregung  ausreichend  sein  kann,  wage  ich  noch  nicht  zu  ent- 
rheiden.« 

Behufs  einer  Prüfung  dieses  Ausspruches  habe  ich  früher  wieder- 
r>lt  die  farblosen  Flussspathkrystalle  von  Stolberg  und  die  gelben 
rystalle  desselben  Minerales  von  Annaberg  geprüft,  jedoch  ohne 
nlscheidende  Resultate  zu  erzielen. 

Als  ich  im  Jahre  1877  dunkelviolette  Flussspathkrystalle  von 
'^eardale  in  Durham  (England)  erhielt,  nahm  ich  mit  Hoffnung  auf 
Jnstigen  Erfolg  die  Untersuchung  von  Neuem  auf,  weil  ich  die  Em- 
findlichkeit  meines  Elektrometers   seit  den    früheren  Prüfungen   be- 


n 
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trilchtlich  erhöht  hatte,  und  weil  Brewster"^)  in  seinem  Verzeichnisse 
der  thermoelektrischen  Krystalle  gerade  den  rothen  und  blauen  Fluss- 
spath  aufführt.  Und  in  der  That  gelang  es  mir  auch,  auf  den  Ober- 
flächen jener  violblauen  Krystalle  bei  der  Abkühlung  schwache  posi- 
tive Spannungen  zu  beobachten. 

Da  nun  aber  diese  violblauen  Flussspäthe  starke  Fluorescenz 
zeigen  und  nach  Bestrahlung  durch  Sonnenlicht  eine  kurze  Zeil  im 
Dunkeln  phosphoresciren ,  also  für  die  Einwirkung  des  Lichtes  em- 
pfindlich sind,  und  da  ich  nicht  lange  zuvor  die  Entstehung  elek- 
trischer Spannungen  und  Strömungen  durch  die  Einwirkung  des  Lichtes 
auf  in  Wasser  und  Salzlösungen  befindliche  Metallplatten  wahrge- 
nommen hatte*''),  so  hielt  ich  es  für  möglich,  dass  auf  jenen  Fluss- 
spüthen  auch  unter  dem  Einflüsse  des  Lichtes  elektrische  Erregungen 
entstehen  könnten. 

Der  Versuch  zeigte,  dass  nicht  blos  durch,  das  Sonnenlicht,  son- 
dern selbst  durch  das  zerstreute  Tageslicht  sehr  merkliche  elektrische 
Spannungen  auf  der  OberflUche  jener  Krystalle  hervorgerufen  werden. 

Eine  vorläufige  Mittheilung  über  diese  photoelektrischeo  Erregun- 
gen der  Flussspathkrystallo  habe  ich  bereits  in  den  Berichten  der 
math.-phys.  Klasse  der  Gesellschaft  für  1877  S.  71 — 85  veröffentlicht, 
jedoch  ohne  dabei  die  durch  Temperaturünderungen  erzeugten  elek- 
trischen Spannungen  in  Betracht  zu  ziehen.  Es  ist  wohl  erklärlich, 
dass  die  neuen  photoelektrischen  Erscheinungen  anfangs  mein  Inter- 
esse ganz  in  Anspruch  nahmen,  so  dass  ich  mich  in  jener  vorlilufigen 
Mittheilung  zu  der  Aeusserung  veranlasst  sah,  ich  hutte  bis  dahin 
noch  keine  Zeit  gehabt,  die  infolge  von  Temperaturänderungen  auf 
der  Oberfläche  der  Fl ussspathkry. stalle  auftretende  Elektricität  ihrer 
Entstehung  und  Bedeutung  nach  näher  zu  untersuchen. 

Nachdem  os  mir  dann  aber  gelungen,  eine  grössere  Anzahl  filr 
diese  Untersuchungen  brauchbarer  Flussspäthe  theils  käuflich  zu  er- 
werben, theils  durch  die  Güte  meines  (Kollegen,  des  Herrn  Professor 
Zirkel,  sowie  des  Herrn  Bergraths  Professor  Weisbach  in  Frei- 
berg geliehen  zu  erhalten,  habe  ich  beide  Erregungsweisen,  sowohl 


*)    The  Edinh.  Journal  of  Science,  conducicd  by  David  Brewsler,  Heflä: 
übersclzl  im  Jahrb.  der  Chom.  u.  Phys.  von  Schweigj^er,    1825,  Bd.  43.  S.  91. 
*»)   Bcrichle  der  malh.-phys.  Klasse  der  K.  Sachs.  Ges.  der  Wiss.  1875  S.««9: 
Wiedemann,   Annal.  d.  Phvs.  u.  Chem.   Bd.  I.   S.  402. 
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die  photoelcktrische  als  auch  die  thermoelekti  ische,  einer  sorgfälligen 
und  umfassenden  Prüfung  unterwerfen  können. 

In  der  folgenden  Abhandlung  werde  ich  zuvörderst  die  nöthigen 
Erläuterungen  über  die  Art  und  Weise  der  Beobachtung  jener  beiden 
Erscheinungen,  sowie  über  die  Einrichtung  und  Leistung  meines  Elek- 
trometers und  über  das  von  Brewster  bei  seinen  Untersuchungen 
der  Thermoelektricität  angewandte  Verfahren  geben,  darauf  über  die 
ao  einer  Anzahl  von  Flussspathkrystallen  sowohl  nach  dem  Belichten 
als  auch  bei  Temperaturünderungen  gemessenen  elektrischen  Span- 
nungen, meistens  mit  Hülfe  von  Abbildungen,  in  welche  die  beob- 
achteten Ausschllige  des  Elektrometers  eingetragen  sind,  berichten, 
und  daran  eine  kurze  Zusammenfassung  der  gewonnenen  allgemeinen 
Resultate  anschliessen. 


I.    Verfahren  bei  den  Beobachtungen. 

A,  Vorbereitung  der  Kry stalle. 

Die  Krystalle  des  Flussspathes  werden  durcli  Reibung  ausser- 
ordentlich leicht  und  stark  elektrisch,  und  es  haftet  die  hierdurch 
3rzeugte  Elektricität  unter  Umstiünden  sehr  lange  auf  ihren  Flachen. 
iie  lässt  sich  auch  nicht  sofort  durch  Anhauchen  (Ueberziehen  des 
irystalles  mit  einem  Beschläge  von  Wasser)  oder  durch  Ueberstreichen 
nit  einer  Alkoholflamme  beseitigen. 

Hat  man  z.  B.  eine  Fläche  durch  Ueberstreichen  mit  einem  feinen 
tiaarpinsel  in  einen  elektrischen  Zustand  versetzt,  und  diese  Flache 
lann  durch  Anhauchen  oder  Annähern  der  Alkoholflamme  für  den 
\ugenblick  anscheinend  unelektrisch  gemacht,  so  würde  die  Annalune, 
[lass  der  unelektrische  oder  höchstens  sehr  schwach  elektrische  Zu- 
stand, wie  er  unmittelbar  nach  den  genannten  Operationen  beobachtet 
worden,  fortbesteht,  sehr  irrig  sein;  es  entwickeln  sich  vielmehr  all- 
mählich wieder  sehr  betrachtliche  Spannungen,  deren  Höhe  selbst- 
verständlich von  den  vorhergegangenen  Zustanden  abhangt.  iMan 
muss  das  Anhauchen  und  Ueberstreichen  mit  der  Flamme  in  längeren 
Zwischenzeiten  wiederholen.  Selbst  ein  ruhiges  Stehenlassen  durch 
2i  Stunden  reicht  nicht  hin,  um  die  durch  Ueberfahren  der  Flache 
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mit  üem  Haarpinsel  erzeugte  Elektricilät  zum  Verschwinden  zu  brin- 
gen, wofür  splUer  ein  Heispiel  angeführt  werden  soll. 

Bei  dieser  hohen  Erregbarkeit  für  Elektricitüt  durch  Reibung 
durften  die  Flussspathkr^stalle  bei  ihrer  Prüfung  nicht  berührt  wer- 
den; es  empfahl  sich  daher  dasselbe  Verfahren,  welches  ich  bisher 
bei  meinen  thermoelektrischen  Beobachtungen  befolgt  habe.  Die  Kri- 
stalle wurden  bis  auf  die  zu  prüfende  Fillche,  Kante  oder  Ecke  in 
Kupferfeilicht,  das  sich  in  kleinen  angemessen  gestalteten  kupferoeo 
Kdslchen  oder  Schleichen  befand,  eingehüllt.  Durch  Ueberstreichen  mit 
einem  feinen  Haarpinsel  wurden  alle  FeilspUhne  von  den  fieien  Theilea 
entfernt,  und  der  Krystall  nicht  eher  auf  sein  photo-  oder  thermch 
elektrisches  Verhalten  untersucht,  als  bis  er  durch  öflei^es  AnhaucheD 
und  Bestreichen  mit  der  Flamme  dauernd  unelektrisch  geworden  war. 

In  den  kupfernen  Schlichen  oder.  KUstchen  konnten  die  in  dem 
Kupferfeilicht  fest  eingebetteten  Krystalle  ohne  jede  Reibung  an  der 
Oberflache  beliebig   von  einen)  Orte  zum   anderen   getragen  werden. 

B.  Elektrometer. 

Zur  Beobachtung  und  Messung  der  auf  der  Oberflache  der  Fluss- 
spathkrystalle  auftretenden    photo-  und    thermoelektrischen  Vorgänge 
diente  das  von  mir  construirte  Elektrometer^).    Ein  an  dem  unteren     | 
Ende  eines  durch  Sclielteck    isoliiten  Messingstübchens    anhängendes 
sehr  schmales  Goldblättchen  schwebt  mit  seinem  unteren  Ende  zwi- 
schen  zwei   Messingscheiben,  welche   durch    einen  Comnuitator  mit 
den  beiden  Polen  einer  Volta'schen  SSule  in  Verbindung  gesetzt  wer- 
den können.     Die  Lange   des   aus   sehr  dünnem  Golde  hergestellten 
Blattchens  betragt  bei  dem  zu  den  folgenden  Beobachtungen  benutzten 
Instrumente  70""",    und  der  Absland  der  beiden  Scheiben  17"". 

Die  Beobachtung  der  Ausschlage  des  Goldblättchens  geschieht 
mittelst  eines  Mikroskops  von  40Taclier  Vergrösserung,  welches  von 
der  vorderen  aus  einer  starken  Messingplatte  bestehenden  Wand  des 
lustrumentcs  getragen  wird  und  sich  mittelst  einer  Schraube  in  einer 
Führung  seitHch  etwas  verschieben    lasst.     in  dem  Brennpunkte  des 


*)  Ausführliches  darühcr  in  den  Berichlen  der  in^ilh.-phys.  KLisse  der  Ge4>.  d. 
Wissensch.  für  18.')0  S.  74  (Pogg.  Ann.  Bd.  84.  S.  28)  und  in  diesen  Abhaiidi. 
Bd.  V.  S.  292  und  Bd.  IX.  S.  6. 
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Oculars  befindet   sich  ein  Glasmikrometer,  auf  welchem   eine  Ltlnge 
von    10°°    in  100  Theile   getheilt   ist.     Die   Thcilslriche    erscheinen 
durch  das  Ocular  gesehen  in  solchem  Abstände,  dass  sich  noch  Zehntel 
der  Theiiung  schätzen  lassen. 

Die  galvanischen  Elemente,  welche  zur  Ladung  der  Scheiben 
dieoen,  *sind  schmale  aus  Kupfer  und  Zink  zusammengelöthete  Bügel, 
welche  in  kleine  mit  Wasser  gefüllte  Gläschen  tauchen.  Die  Mitte 
'  der  aus  ihnen  gebildeten  Volta'schen  Säule  wird  stets  zur  Erde  ab> 
geleitel,  während  die  beiden  Pole  derselben,  wie  bereits  erwähnt, 
darch  einen  Commutator,  dessen  mit  Quecksilber  gefüllte  Näpfchen 
aaf  Scheliackstäben  ruhen,  mit  den  Messingscheiben  des  Elektrometers 
in  Verbindung  gesetzt  werden.  Die  Gläschen  stehen  wohl  isolirt  auf 
ejoem  grossen  Harzkuchen,  und  es  bleibt  die  Spannung  in  den  Polen 
der  Säulen  längere  Zeit  sehr  nahe  constant,  wenn  jeder  Schluss 
zwischen  den  Polen  oder  einem  Theile  der  Säule,  sowie  Erschütte- 
rungen und  Aenderungen  der  Temperatur  und  der  Belichtung  ver- 
mieden werden. 

Sind  die  Metallstücke  frisch  geputzt  und  das  Wasser  erneut 
worden,  so  ändert  sich  allerdings  unmittelbar  nach  der  Zusammen- 
stellung der  Säule  die  Spannung  in  ihren  Polen,  erreicht  aber  nach 
einigen  Stunden  einen  nahe  constanten  Werth. 

Durch  Aenderung  in  der  Tem[)eratur  der  Elemente  ändert  sich, 
wie  ich  schon  in  meiner  Abhandlung   über   die  Messung  der  atmo- 
sphärischen Elektricität  nach  absolutem  Maasse^)  gezeigt   habe,   die 
Spannung,  wenn  die  Elemente    bereits  längere  Zeit  im  Wasser  ge- 
standen  haben.     Ebenso   erzeugen   Aenderungen    in   der   Belichtung 
Schwankungen  in  den  Spannungen    der  Pole^*^).     Im  Verlaufe  eines 
Tages  treten  daher  in  diesen  Spannungen  gewisse  Aenderungen  ein. 
Durch  in  angemessenen  Zwischenzeiten  wiederholte  Beobachtung  des 
Ausschlages,  welchen  ein  constantes Dan ielTsches  Element,  dessen  einer 
Po\  mit  dem  Goldblättchen  verbunden  wird,  während  der  andere  zur 
Erde  abgeleitet  ist,  hervorruft,  lässt  sich  leicht  die  Spannung  in  den 
Polen  der  Säule  prüfen,  und  sodann  durch  HinzufUgung  oder  Hinweg- 


*)  Diese  Abhandl.   ßd.  V.  S.  438. 

**]   Berichte  der  malh.-phys.  Klasse  d.  K.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  «875  S.  299, 
und  Wiedemann,  Annai.  Bd.  I.  S.  402. 
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nahiiie  von  Elemeulen  der  ursprüngliche  VVerth  derselben  wiederher- 
stellen. 

Ist  die  Empündlichkeit  des  Elektrometers  bei  Anwendung  einer 
betrachtlichen  Anzahl  von  Elementen  eine  sehr  grosse,  so  würde  die 
Spannung  eines  DanielTschen  Elementes  das  Goldblättchen  ganz  aus 
dem  Gesichtsfelde  treiben.     Wo  es  nun,  wie  bei  den  nachfolgendem 
Versuchen,  nicht  auf  eine  genaue  Yergleichung  der  zu  verschiedener^ 
Zeiten  gemachten  Beobachtungen,  sondern  überhaupt  nur  auf  die  Er^ 
haltung  einer  nahe  gleichen  Empfindlichkeit  des  Elektrometiei*s  ankommt, 
benutze  ich  anstatt  jenes  Elementes  ein  Zinn-Kupfer-Wasser-Elemem, 
dessen  elektromotorische  Kraft  ungefähr  4^  eines  DanielT  sehen  be- 
trägt. 

In  Fällen,  wo  keine  grosse  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  ver- 
langt wird,  wenn  es  z.  B.  genügt,  dass  die  Spannung  eines  Danieli- 
schen Elementes  nur  einen  Ausschlag  von  6  Skalentheilen  des  Ocular- 
iuikrometers  erzeugt,  lässt  sich,  wenn  das  Goldblättchen  von  beiden 
Scheiben  gleich  weit  absteht^),  die  elektrische  Spannung  in  diesen 
Scheiben  unter  Zuhülfenahme  einiger  Elemente  Zinn- Kupfer-Wasser 
stets  so  weit  abgleichen,  dass  während  der  Ableitung  des  GoldbtöU- 
chens  zur  Erde  beim  Ein-  und  Umlegen  des  Bügels  im  Commutator 
das  Goldblättchen  fast  unverändert  an  seinem  Orte  bleibt "^^j.  Bei 
diesem  Zustande  des  Instrumentes  wird  man  dann  zweckmässig  die 
dem  Goldblättchen  mitgetheilten  S[)annungen  durch  Umlegen  des  Com- 
mutalors  messen,  und  den  bei  abgeleitetem  Goldblättchen  noch  vor- 
handenen sehr  geringen  Ausschlag  in  Rechnung  ziehen.  Durch  dieses 
Verfahren  wird  der  Ausschlag  verdoppelt,  und  die  Messung  unabhän- 
gig von  der  Ruhelage  des  Blättchens. 

Hat  man  jedoch  die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  durch 
Vermehrung  der  Elemente  in  der  Säule  sehr  erhöht,  so  ist  es  ni^*^^ 
mehr  möglich ,  die  Spannungen  in  den  beiden  Hälften  der  in  ibf*^'' 
iMitte  abgeleiteten  Säule  und  son)it  die  Einwirkung  der  beiden  Messing' 
Scheiben  auf  das  Goldblättchen  absolut  gleich  zu  machen,  oder  viel- 
mehr bei  den  fortwährend  eintretenden,  wenn  auch  nur  sehr  schwachen 


*)   Ucber  ein  Verfahren,  dies  mit  Leichti^keil  zu  erzielen,  s.  meine  Maass- 
bestiinniungen  der  elektromotorischen  Kräfle  Bd.  IX.   S.  6  dieser  Abhandlungen. 

**)   Der   noch  zurückbleibende   sehr   kleine  Ausschlag   ist   eine  Folge    der  im 
Goldblällchen  durch  seine  Ableitung  zur  Erde  erzeugten  Elektricität. 
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Aendeniagen  in  der  Temperatur  und  Belichtung,  sowie  bei  den  Er- 
schütterungen der  Säule  in  diesem  gleichen  Zustande   zu  erhallen*). 
Man  lässt   dann   den    Bügel   des   Commutators   in   einer   bestimmten 
Lage  und   beobachtet   die   bei  Elektrisirung  des  Goldblättchens  ein- 
tretenden  Ausschläge. 

Selbst  bei  hoher  Emptindlichkeit  des  Instrumentes  steigen  die 
Ausschläge  des  Goldblättchens  ziemlich  nahe  proportional  der  dem- 
selben zugefuhrlen  elektrischen  Spannung  noch  bis  zu  einer  Grösse 
von  30  Skalentheilen**).  In  der  That  wachsen  sie  jedoch  infolge 
der  Annäherung  des  Goldblättchens  an  die  eine  Scheibe  etwas  stärker 
als  proportional  den  Spannungen,  so  dass  bei  einem  Ausschlage  von 
30  Skth.  die  Correction  ungeföhr  I  Skth.  beträgt,  um  welchen  Betrag 
der  gemessene  Ausschlag  also  zu  verkleinern  ist. 

Bei  den  in  der  oben  erwähnten  vorläufigen  Mittheilung  über  die 
photoelektrischen  Eigenschaften  des  Hussspathes  angeführten  Messun- 
gen  war  die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  bereits  so  weit  er- 
höht, dass  das  Goldblättchen  für  den  elektrischen  Unterschied  in  den 
beiden  Polen  eines  Eli»mentes  Zinn -Kupfer -Wasser  einen  Ausschlag 
von  25  Skth.  gab;  bei  den  nachfolgenden  Beobachtungen  wurde  aber 
die  Emptindlichkeit  in  den  meisten  Fällen  nahe  auf  das  Doppelte  und 
selbst  noch  mehr  gesteigert,  so  dass  das  eben  erwähnte  Element  einen 
Ausschlag  von  40  bis  50,  ja  selbst  von  70  Skth.  hervorrief***).  Nur 


*)  Das  physikalische  Instilul  der  hiesif^en  Universität  liegt  von  der  Mitte  der 
Fahrbahn  der  nächsten  gepflasterten  Strasse  ungefähr  30  Meter  ab;  das  Elektro- 
meter steht  auf  einer  festen  Fensterbank ,  der  die  Säule  tragende  Uarzkuchen  auf 
eioem  in  der  Ecke  der  Stube  berindlichen  Sehranke.  Ein  auf  der  bezeiclineten 
Strasse  fahrender  Wagen  stört  die  Genauigkeit  der  Beobachtungen,  jedoch  nicht 
etwa  durch  das  Erzittern  des  Goldblättchens,  sondern  durch  die  Erschütterung  der 
Bemente  in  der  Säule,  in  welcher  sich  die  Spannungsverhältnisse  in  beiden  iräiften 
Dicht  in  genau  gleicher  Weise  ändern,  was  natürlich  enie,  wenn  auch  meistens 
Qor  sehr  schwache  Bewegung  des  Goidblätlchens  zur  Folge  hat. 

**)  Ueber  die  Reduction  der  beobachteten  Ausschläge  s.  diese  Abhandlungen 
W.Y.  S.  481. 

***)  Das  längere  Zeil  in  Wasser  gestandene  Element  Zinn-Kupfer-Wasser  be- 
SIS5  aogelahr  ein  Drittel  der  elektromotorischen  Kraft   eines    Da nielT sehen   Ele- 
mentes.   Letzteres  würde  also   einen  Ausschlag  von  weit   über  100  Skth.  gegeben 
Aaben.     Da  sich  nun  -^  Skth.  noch  wahrnehmen  lässt,  so  konnte  mit  dem  Elek- 
Irometer  oocb  weniger  als  jj^^t^    der   Spannung   eines  DanielTschen    Elementes 
direct  beobachtet  werden. 
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bei  stark  ciektrischeii  Krystallen,  oder  wenn  die  durch  äussere  Um- 
stände  bedingten   Störungen    in  dem   elektrischen  Zustande  der  um- 
gebenden Luft  eine  sehr  hohe  Empfindlichkeit  des  Instrumentes  nichl 
gestatteten,  wurde  die  frühere  oder  auch  eine  noch  geringere  Em- 
pfindlichkeit benutzt. 

0,  Messung  der  elektrischen  Spannungen. 

Um  die  einzelnen  Stellen  einer  Krystalinäche  (Kante,  Ecke]  auf 
ihr  photoelektrisches  Verhalten  zu  prüfen,  wurden  die  Krystalle,  nach- 
dem sie  wie  oben  beschrieben  in  Kupferfeilicht  so  eingesetzt  waren, 
dass  nur  die  zu  untersuchende  Fläche  (Kante,  Ecke)  frei  blieb,  von 
jeder  etwa  durch  Reibung  entstandenen  Elektricität  gesäubert,  und 
dann  dem  Tageslichte  oder  dem  directen  Sonnenlichte  oder  dem  elek- 
trischen Kohlenlichte*)  während  angemessener  Zeit  ausgesetzt.  Dar- 
auf wurden  dieselben  mit  dem  Kästchen  oder  Scbälchen,  in  welchem 
sie  eingebettet  lagen,  auf  einen  höher  und  tiefer  stellbaren  metalli- 
schen und  zur  Erde  abgeleiteten,  neben  dem  Elektrometer  befind- 
lichen Träger  gestellt,  und  sodann  mittelst  der  Bd.  Xill.  S.  344  und 
Bd.  XIV.  S.  379  dieser  Abhandlungen  beschriebenen  Hebelvorrichtung 
das  untere  möglichst  abgerundete  Ende  eines  52™  langen  und  0,7  "■ 


*)   Das  elektrische  Kohlenlichl  wurde  durch  eine  dynamoeicktrische  Maschine 
(Lichtmaschine)   von   Siemens  &  llalske   (System  v.  Uefner-AHeneck) ,   welche  eioe 
Lichtstärke  von  ungefalir  4000  Kerzen  gab,   erzeugt.    Zur  Umdrehung  der  Troniniel 
dieser  Maschine  diente  eine  Gasmaschine   (von  Otto  in  Deutz,  neuerer  Gonstruclion) 
von  vier  PferdekrUften.    Da  die  Aufstellung  der  beiden  Maschinen  im  hiesigen  phy- 
sikalischen Institute  jedoch    erst   nach  Durchführung   der  photoolektrischen  Unter- 
suchung vollendet  war,  so  habe  ich  nur  einen  Theil  der  Beobachtungen,  nament- 
lich auf  Flächen ,   welche  ein  besonderes  Interesse  darboten ,    mit   der  Bestrahlung 
durch  das  elektrische  Kohlenlicht  wiederholt.    Bei  der  Siemens-Halske*schen  Lampe 
steht  die  positive  Kohle   oben;    es   bildet   sich    in  ihr  eine  kleine  concave  Fläche, 
so  dass   die   stärkste  Ausstrahlung   des  Lichtes   etwas  nach   unten  erfolgt.     Dieser 
Umstand  war  für  die  Bestrahlung  der  Krystalle  günstig ;   dieselben  wurden  in  eini- 
gem Abstände  von  der  elektrischen  Lampe  in  etwas  zur  Lampe  geneigter  Lage  auf 
den  Tisch  gestellt,  so  dass  die  Krystallfläche  ungePahr  300""  von  der  leuchtenden 
Kohlenspitze   entfernt    war.     Die  Dauer   der  Bestrahlung   betrug  meistens  ^  bis  I 
Minute,    unter  Umständen   aber   auch    5    bis    10    Minuten.     In  dem   letzten   Falle 
wurde,   wenn  die  Wärmesirahlen  wenigstens  zum  grössten  Theile  abgehalten  wer- 
den sollten,  eine   etwa  zolldicke  Schicht    einer  concentrirten  Alaunlösung    vor   den 
Krystall  gestellt. 
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dickeD  Platindrahtes,  welcher  durch   einen  zum  Theii   mit  Siegellack 
übei'zogenen  Glasstab  isolirl,  und  an  seinem  oberen  Ende  mittelst  eines 
ungefähr  200"*'°  langen  Drahtes  mit  dem  das  Goldblättchen  des  Elek- 
trometers tragenden  Messingstäbchen  verbunden  war,  den  einzelnen 
Punkten    der    freiliegenden    Kry stallfläche    möglichst   genähert.     Eine 
Berührung   der  Krystallfläche   mit   dem  Ende   des   Platindrahtes   war 
durchaus  zu  vermeiden,  weil  sie  Reibungselektricität  zur  Folge  hatte ; 
es  geschah    deshalb   die  Annäherung    unter   Beobachtung   der  Spitze 
mittelst  einer  Loupe. 

Durch  Stellschrauben  war  die  Ilebelvorrichtung  so  regulirt,  dass 
beim  Heben  des  Platindrahles  sein  oberes  Ende  sich  an  eine  zur  Erde 
geführte  Ableitung  anlegte,  wenn  das  untere  Ende  24"""  über  dem 
Niveau  der  Krystallfläche  stand.  Beim  Niederlassen  wurde  der  Draht 
in  der  angegebenen  Höhe  oberhalb  der  Krystallfläche  isolirt,  und 
spater  die  Bewegung  durch  eine  Schraube  gehemmt,  sobald  sein  unteres 
l^ride  der  Krystallfläche  möglichst  nahe  gekommen  war.  So  konnte 
der  Ausschlag,  welcher  durch  die  Bewegung  des  Piatindrahtes  ent- 
stand, mitteist  des  Mikroskops  wiederholt  beobachtet  werden,  während 
die  Hand  die  Hebelvorrichtung  senkte  und  wieder  hob. 

Sollten  die  nach  vorhergehender  Erwärmung  durch  die  Abkühlung 
eintretenden   thermoeicktrischen  Spannungen   untersucht   werden,  so 
>vurden  die  in  den  kupfernen  GePdssen  befindlichen  Krystalle  in  einem 
'»^leinen  kupfernen  Ofen  mit  doppelten  Wänden,  deren  Zwischenraum 
'^^il  Wasser  ausgefüllt  war,  auf  einer  Temperatur  von  100*^  C.  (oder 
^Uch  nach  Umständen  auf  einer  niedrigeren)  je  nach  ihrer  Grösse  J 
'^i^s  3  Stunden  hindurch  erhalten,  und  sowohl  nach  dem  Herausnehmen 
*Us  dem  Ofen,  als  auch  nach  Verlauf  kürzerer  oder  längerer  Zeit  unter- 
sucht.    Die   Erhitzung    der   Krystalle    auf   höhere  Temperaturen    als 
*  OO®  C.  geschah  in  einem  anderen  kleinen  kupfernen  Luflbade.   Wäh- 
^^od  der  zur  Abkühlung  dienenden  Zwischenzeit  standen  die  Krystalle 
^*^  einem  dunkeln  Räume  (grosses  Metal  Ige  Riss),   um  jede  photoelek- 
'-•^ische  Erregung  auszuschliessen. 

Wenn  es  sich  dagegen  um  die  während  der  Erwärmung,  also 
^i  steigender  Temperatur  entstehenden  elektrischen  Spannungen  han- 
^lelte,  so  wurde  der  oben  erwähnte  metallische  Träger  entfernt  und 
^n  seine  Stelle  der  kleine  Bd.  XIII.  S.  342  dieser  Abhandinngen  be- 
schriebene eiserne  Ofen  gebracht.   In  seine  schüsseiförmige  mit  Kupfer- 
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reilichl  gefüllte  Vertiefung   wurden   die    Schalchen  mit  den  in   ihnen 
befindlichen  Kryslallen  eingesetzt,  und  die  Erwäraiung  durch  eine  im 
Innern  des  Ofens  angebrachte  kleine  Alkohol-  oder  Gasflamme  bewirkl. 
Die  Temperatur   wurde   angenähert  durch    ein    in   das  Kupferfeilicbl 
eingesenktes  Thermometer   bestimmt.     Um   in  diesem  Falle  die  Ein- 
wirkung des  Tageslichtes  möglichst  abzuhalten,  war  ein  dichtes  Rou- 
leau zwischen  den  beiden  Doppelfenstern  heruntergelassen  und  durch 
vorgeselzle  Papier-  und  Metallschirme   das  Licht  soweit  geschwächt, 
dass  es  eben  nur  noch  zur  Beobachtung  der  Annäherung  der  Platin- 
spitze  an  die  Krystallfläche  und   des  Ausschlages  des  Goldblättchens 
im  Elektrometer  ausreichte. 

Waren  bei  den  zu  prüfenden  Krystallen  jedoch  nur  sehr  geringe 
Klektricitätserregungen  zu  erwarten,  so  liess  sich  das  eben  angegebene 
Verfahren    nicht   anwenden.     Denn  obwohl   die  Alkohol-   oder  Gas- 
flamme  völlig  von  Metall   umgeben  war  und   der  abziehende  Dampf 
durch  ein  mehr  als  fusshohes  Rohr  oberhalb   des  Kryslalles  austrat, 
so  entstand   doch  durch  das  Brennen   der  Lampe   in  der  Umgebung 
des  Elektrometers  eine  elektrische  Ladung  der  Lufl,  so  dass  das  Gold- 
blättchen  bereits   durch   das  blosse  Senken  des  Platindrahtes  einen 
(wenn  auch  unter  günstigen  Umständen  nur  schwachen)  Ausschlag  her- 
vorbrachte.    Dazu  kam  noch,  dass  durch  die  Nähe  des  kleinen  Ofens 
trotz  der  vorgesetzten  Metallschirme  doch  Luftströmungen  in  dem  Ge- 
häuse des  Elektrometers  entstanden,  welche  um  so  störender  wurden, 
je  grösser   die  Empfindlichkeit   des  Elektrometers   war.     in   solchen 
Fällen  blieb  nichts  übrig,  als  den  betreffenden  Krystall  in  etwas  grös- 
seren kupfernen  Kästchen  oder  Schälchen  je  nach  seiner  Grösse  nur 
10  bis  25  Minuten  in  den  erhitzten  Ofen  zu  stellen,    und  dann  so- 
fort  nach   dem  Herausnehmen   in  der   gewöhnlichen  Weise  auf  sein 
elektrisches  Verhalten  zu  prüfen.    Da  beim  Herausnehmen  das  Kupfer- 
feilicht noch  wärmer  war,  als  die  in  ihm  eingebetteten  Krystalle,  so 
stieg   die  Tempeiatur   des  Kiystalles   noch   eine   kurze  Zeit,   und  es 
gelang  so,  die  bei  steigender  Temperatur  auftretende  Elektricität  sicht- 
bar zu  machen. 

Ausser  den  vorstehend  beschriebenen  Verfahren  lässt  sich,  wenn 
es  nur  im  Allgemeinen  auf  die  Nachweisung  sowohl  der  photoelektri- 
schen als  auch  der  thermoelektrischen  Spannungen  auf  den  Fluss- 
spathkrystallen  ankommt,  ein  gewissermassen  umgekehrtes  anwenden, 
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das  bereits  früher  auch  von  P.  Erman*^)  zur  Untersuchung  der 
Thermoelektricit^t  des  Topases  benutzt  worden  ist.  Das  kupferne 
Kästchen,  welches  den  Krystall  in  Kupferfeilicht  eingesetzt  enthält, 
wird,  nachdem  die  zu  prüfende  Flüche  während  einer  angemessenen 
Zeit  dem  Lichte  ausgesetzt  worden,  oder  nachdem  der  zuvor  erhitzte 
Krystall  fast  erkaltet  ist,  auf  eine  isolirende  Unterlage  gestellt,  und 
mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  in  leitende  Verbindung  ge- 
bracht. Nähert  man  dann  irgend  einer  mit  einer  elektrischen  Span- 
nung versehenen  Stelle  der  freien  Oberfläche  des  Krystalles  einen 
Leiter,  so  zeigt  das  Goldblättchen  einen  Ausschlag,  der  durch  seine 
Richtung  gerade  auf  eine  der  an  der  betreffenden  Stelle  der  Kry- 
^'tallflHche  vorhandenen  entgegengesetzte  Polarität  hinweist. 


D.  Bedeatnng  und  Werth  der  gemessenen  Ausschläge. 

Bei  meinen  thermoelektrischen  Untersuchungen  hatte  ich  mir 
^'ö  Aufgabe  gestellt,  nicht  blos  im  Allgemeinen  zu  beobachten,  ob 
^>n  Krystall  überhaupt  eloklrisch  wird,  sondern  vielmehr  speciell  die 
V^riheilung  der  positiven  und  negativen  Eleklricität  auf  den  einzel- 
"ön  Flächen  derselben  zu  ermitloln,  und  m()glichst  annährend  in  ihrer 
'^iativen  Intensität  zu  bestimmen,  und  zwar  sowohl  bei  steigender 
^'^  auch  bei  sinkender  Temperatur.  Die  Erreichung  dieses  Zieles 
"^<^cht  das  zuvor  beschriebene  Verfahren  durchaus  nothwendig.  Die 
^^he\  erforderliche  Hinzufügung  einer  200™"*  langen  Drahtleilung, 
^^^Iche  den  der  Krystallfläche  zu  nähernden  Platindraht  mit  dem  das 
'Oldblättchen  tragenden  Messingstäbchen  verbindet,  hat  nun  aber  den 
^^Lelstand  zur  Folge,  dass  die  durch  Vertheilung  seitens  der  elek- 
'"•schen  Krystallfläche  im  Platindrahte  erzeugte  freie  Elektricität  durch 
^i"e  Verbreitung  über  einen  längeren  Leiter  an  dem  Ende  des  Gold- 
blättchens mit  einer  geringeren  Intensität  auftritt.  Es  muss  also  der 
'k>€n  bezeichnete  Uebelstand  durch  eine  grössere  Empfindlichkeit  des 
Elektrometers  ausgeglichen  werden. 

Die  Ausschläge  im  Elektrometer  werden  bei  dem  von  mir  an- 
gewandten Verfahren  auch  noch  durch  den  Umstand  verringert,  dass 
^icht  die  ganze  Vertheilungswirkung  zur  Erscheinung  kommt.     Es  ist 


«^ 


)   Abhaiidl.  der  Berl.  Akad.  \Hi9  S.  07. 
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oben  erwähnt  worden,  dass,  wenn  das  unlere  Ende  de^s  Platindrahtes 
mittelst   eines  Hebelarmes  24'°"'  über   das  Niveau  der  Krj'stallfläche 
gehoben  ist,  sein  oberes  Ende  an  eine  zur  Erde  geführte  Ableitung 
stOsst,    und  in  dieser  Stellung  der  Platindraht  also  ebenfalls  mit  der 
Erde  teilend  verbunden  ist.     Liegt  nun  unterhalb  des  unteren  Endes 
des  Platindrahtes   eine  elektrische  Krystallfläche,  so  hält  diese  auch 
in   dem  Abslande  von    24"**"  stets   noch    eine  gewisse    Menge  VAek- 
Iricität  in  dem  abgeleiteten  Drahte  gebunden;  beim  Niederlassen  des 
Platindrahtes   bis  zur  möglichsten  Anniiherung   seines  unteren  Endes 
an  die  KryslallflUche   wird  daher  nicht   der  ganze  Betrag  der  durch 
die  Vertheilung   seitens   der  KrystallflSIche  erzeugten  ElektricitUl  frei, 
sondern  nur  der  Theil,    um  welchen    diese  Vertheilungswirkung  im 
möglichster  Annäherung  des  unteren  Endes  an  die  Krystallfläche  grösser 
ist,  als  bei  24"""  Abstand  von  derselben. 

Sollte  der  ganze  Betrag  dieser  Vertheilung  zur  Wirkung  auf  das 
(joldblattchen  kommen,  so  musste,  während  der  Platindraht  gehoben 
war,  eine  zur  Erde  abgeleitete  Kupferscheibe  zwischen  sein  untei'es 
Ende  und  die  Krystallfläche  geschoben,  und  nachdem  der  Draht  etwas 
niedergelassen,  so  dass  sein  oberes  Ende  die  Ableitung  nicht  mehr 
berührte,  wieder  entfernt  werden.  Ich  habe  bisweilen  eine  solche 
Vorrichtung  angewandt;  die  Metallscheibe  wurde  von  einem  starken 
Metallarme  getragen,  welcher  mittelst  einer  verticalen  am  Fenster- 
rahmen befestigten  Axe  in  horizontaler  Ebene  beweglich  war;  die 
Metallscheibe  Hess  sich  durch  Drehung  des  Armes  zwischen  das  Draht- 
ende und  die  Krystallflllche  einschieben   und  wieder  entfernen. 

Das  einfachste  Mittel,  um  den  ganzen  Betrag  der  Vertheilung 
zur  Wirkung  kommen  zu  lassen,  lUUte  die  Entfernung  des  Platin- 
drahtes auf  einen  grösseren  Abstand  dargeboten.  Indess  ist,  ganz 
abgesehen  von  anderen  Scliwierigkeiten,  eine  zu  grosse  Hubhöhe  des 
Drahtes  nicht  immer  anwendbar,  weil  der  elektrische  Zustand  in  der 
Nühe  des  Elektrometers  auch  bei  der  grössten  Sorgfalt  sich  nicht 
fortdauernd  so  erhalten  hisst,  dass  bei  beträchtlicher  Senkung  des 
Platindrahtes  nicht  bereits  ein  Ausschlag  im  Elektrometer  blos  in- 
folge dieser  Ortsveründerung  eintritt. 

In  welchem  Verhältnisse  sich  durcli  das  Verbleiben  des  unteren 
Vau\os  des  Platindrahles  in  einem  Abslande  von  24"'"'  über  dem  Ni- 
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ÄU  der  Kryslallfläche  die  Ausschlüge  vermindern,  werden  die  fol- 
mden  Angaben  nachweisen. 

Auf  den  S.  21 0  erwUhnten  metalhschen  Träger,  auf  welchen  sonst 
lie  kleinen  kupfernen  Schalchen  mit  den  zu  prüfenden  Krystallen  ge- 
ltet wurden,  war  eine  ebengeschlilTene  Kupferplatte  von  73""  Durch- 
uesser,  jedoch  durch  Schellack  von  demselben  isolirt,  horizontal  ge- 
^;  durch  einen  mit  Schellackstllben  versehenen  Commutator  konnte 
lieselbe  mit  dem  einen  oder  dem  andern  Pole  einer  aus  Zink-Ku- 
)fer -Wasser -Elementen  gebildeten  Säule  verbunden  werden,  wüh- 
•end  der  zweite  Pol  derselben  zur  Erde  abgeleitet  war.  Der  Milte 
lieser  Kupferplatte,  welche  also  aus  der  Säule  eine  Elektrisirung 
mpfangen  hatte,  wurde  nun  das  untere  Ende  des  Platindrahtes  ebenso 
lenähert,  wie  sonst  der  Kryslallflilche,  d.  h.  aus  der  anfUnglichen 
ibgeleileten  Lage  in  isolirtem  Zustande  um  24""  gesenkt.  Bei  dieser 
Bewegung  des  Platindrahtes  bewirkte  also  nur  der  Ueberschuss  der 
'ertheilungswirkung  bei  giosser  Nähe  über  die  im  Abstände  von 
li*"  bereits  eingetretene  den  Ausschlag  des  Elektrometers. 

Wenn  dagegen  der  Platindraht  zuerst  der  im  nicht -elektrischen 
luslande  befindlichen  Kupferplatte  genähert,  und  dann  durch  Ein- 
igen des  CommulatorbUgels  die  Kupferplatte  mit  dem  Pole  der  Säule 
erbunden  wurde,  so  hing  der  Ausschlag  im  Elektrometer  von  dem 
tetrage  der  ganzen  Vertheilungswirkung  ab. 

Unter  den  gegebenen  Umständen  (Durchmesser  der  Kupferplatte 
'3"",  liebung  des  Platindrahtes  24"")  betrug  der  Ausschlag  im  or- 
ten Falle  nahe  die  Hälfte  des  im  zweiten  Falle  eintretenden,  d.  h. 
vs  wurde  nur  nahe  die  Hälfte  des  Ausschlages  beobachtet,  welcher 
inlrelen  müsste,  wenn  der  Platindraht  aus  sehr  grosser  Entfernung 
er  Kupferplatte  genähert  würde. 

Die  Ausschläge  sind  in  beiden  Fällen  bei  Ladung  der  Platte 
jrch  (h'eselbe  Säule  von  der  Grösse  der  Platte  abhängig.  Wenn 
B.  der  Ausschlag  im  ersten  Falle  (wo  nur  die  Differenz  der  Ver- 
eilungswirkungen  in  der  Anfangs-  und  Endlage  zur  Wirkung  kommt) 
i  der  Kupferplatte  von  73""  Durchmesser  13,6  Skth.  betrug,  so 
eg  er  unter  gleichen  Umständen  bei  einer  Platte  von  95""  Durch- 
\sser  auf  14,9  Skth.;  sank  dagegen  bei  einer  Platte  von  40"" 
irchmesscr  auf  12,9,  und  bei  einer  Platte  von  20,7""  Durchmesser 
r  10.9  Skth. 
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Im  zweiten  Falle    (wo  also   die  ganze  Verlheilungswirkung  ge- 
messen wurde)  betrug  der  Ausschlag  bei  der  Platte  von  73""  Durch- 
messer 27  Skth.,   bei   der  Platte   von  95""  31,   bei  der  Platte  von 
40""  22,5  und  bei  der  Platte  von  20""  17,5  Skth. 

Während  bei  den  beiden  Platten  von  73  und  95"°  Durchmesser 
nur  nahe  0,5  der  Gesammtvertheilung  zur  Wirkung  kommen,  wenn 
der  Draht  in  24""  H{)he  abgeleitet  ist  und  dann  der  Platte  möglichsl 
genJihert  wird,  erhöht  sich  bei  gleicher  Hubhöhe  für  kleinere  Plallen 
diese  Wirkung  bis  0,57  für  40"",  und  bis  0,62  für  20""  Durch- 
messer. 

Diese  Angaben  gestatten  eine  Schätzung  des  Einflusses,  welchen 
die  Gr{)sse  der  FlHchen  bei  den  im  Folgenden  untersuchten  Krystal- 
len  auf  die  Ausschläge  des  Goldblättchens  ausübt.  Die  Grösse  dieser 
Krystallflachen  änderte  sich  von  4  bis  zu  55""  Seitenlänge. 

Die  Spitze  des  Platindrahtes  wurde  unter  Beobachtung  mittelst 
einer  schwach  vergrössernden  Loupe  der  Metallplatte  möglichst  ge- 
nähert; eine  geringe  Schwankung  in  dem  kleinen  Abstände  zwischen 
der  Spitze  und  der  Platte,  der  also  jedes  Mal  nur  nach  dem  Augen- 
maasse  eingestellt  wurde,  hat,  wie  die  folgenden  Messungen  zeigen, 
auf  die  Grösse  des  Ausschlages  keinen  merklichen  Einfluss. 

Wenn  der  äussersle  Abstand,  bis  auf  welchen  die  Spitze  des 
Platindrahtes  sich  über  das  NivAu  der  Met^llfläche  erhob,  stetes  2i"' 
blieb,  entband  bei  Verbindung  der  Platte  mit  derselben  Säule  bei 
m{)ii;li(*hster  Annäherung  der  Spitze  des  Platindrahtes  an  die  Ober- 
IVmUv  der  Platte  ein  Ausschlag 'von  15  Skth.;  bei  Annäherung  bis 
auf  1*""  Abstand  an  die  Platte  betrug  der  Ausschlag  14,5,  bei  An- 
näherung bis  auf  5""  11,7  Skth.,  bei  Annäherung  bis  auf  7,5"" 
10,()  Skth.,  und  bei  Annäherung  bis  auf  15""  8,7  Skth.  ^) 

W(Min  nun  auch  mein  Klektrometer  noch  weniger  als  tVöif  der 
Spannung  (»ines  DanielTschen  Klementes  bei  unmittelbarer  Zuführung 
zum  (i()l(lblä(((*hen  wahrzunehmen  gestattet,  so  sind  doch  die  schwäch- 
s((»n  auf  den  Krystallllächen  überhaupt  noch  wahrnehmbaren  elektri- 
s(»h(Mi   Spannungen    infolge   des   angewandten  Verfahrens    um    Vieles 


*)  Ich  homerLo,  dass  clor  Platiiulralit  zwar  bei  der  grossten  Annäherung  an 
die  Platte  senkrerlit  ül)er  der  Mitte  derselben  stand,  dage.^en  beim  Heben  mittelst 
der  llebelNorriehtung    J.änge  des  Hebelarmes   150™™]   sich  etwas  znr  Seite  stellte. 
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grösser.  Es  wird  ja  bei  diesem  Verfahren,  wie  ich  zuvor  nach- 
gewiesen, nicht  die  Spannung  unmittelbar  in  unveränderter  Grösse 
dem  Goldblättchen  zugeführt,  sondern  nur  die  Yertheilungswirkung 
auf  den  genäherten  Platindraht,  und  auch  diese  nicht  einmal  in  ihrem 
vollen  Betrage,  sondern  nur  zur  Hälfte  oder  zu  Zweidritlheilen  ge- 
messen. 

Um  sich  ein  Urtheil  über  die  Bedeutung  oder  den  Werth  der 
auf  den  Krystall flächen  gemessenen  Ausschläge  zu  bilden,  mögen  die 
folgenden  Angaben  dienen. 

Das  Elektrometer  besass  eine  solche  Empfindlichkeit,  dass  die 
elektrische  Differenz  an  den  Enden  eines  aus  Zinn,  Kupfer  und  Wasser 
gebildeten  Elementes  einen  Ausschlag  von  nahe  50  Skth.  gab;  ein 
Daniel Tsches  Element  würde  daher  einen  Ausschlag  von  ungefähr 
150  Skth.  bewirkt  haben.  Als  nun  der  eine  Pol  des  Daniell'schen 
Elementes  mit  der  Kupferplatte  von  73°"  Durchmesser  verbunden 
wurde,  und  der  Platindraht  mittelst  der  Hebelvorrichtung  aus  24""* 
Abstand  der  Platte  möglichst  genähert  wurde,  entstand  im  Elektro- 
meter ein  Ausschlag  von  2,3  Skth. ;  bei  halb  so  grosser  Empfind- 
lichkeit des  Elektrometers,  wie  sie  ja  auch  sehr  häufig  benutzt  wor- 
den, wurde  also  dieselbe  Ladung  der  Platte  nur  einen  Ausschlag  von 
^15  Skth.  hervorbringen.  Die  geringste  auf  der  Kupferplatte  durch 
das  angewandte  Verfahren  noch  wahrnehmbare  Spannung  würde  also 
UQgeßihr  -^^  der  Spannung  eines  DanielTschen  Elementes  betragen^). 


*]  Zur  Charakterisining  der  Empfindlichkeit  meiDes  Elektrometers  will  ich 
^h  einen  Versuch  miUheilen,  der  mir  seiner  Eigenthümlichkeit  wegen  nicht  ohne 
Interesse  zu  sein  scheint. 

Auf  die  oben  mehrfach  erwähnte,  aber  zur  Erde  abgeleitete  Kupferscheibe 
von  73»»  Durchmesser  wurde  eine  Zinkscheibe  von  40""  Durchmesser  gelegt, 
QQd  der  durch  Abschaben  blank  gemachten  Mitte  dieser  Zinkscheibe  das  untere 
^de  des  Platindrahtes  mittelst  der  Hebelvorrichtung  möglichst  genähert.  Durch 
^in«  Ableitung  zur  Erde  besitzt  das  Zink  eine  positive  Spannung,  infolge  deren  es 
^^^  den  genäherten  Platindraht  vertheilend  wirkt.  Es  giebt  daher  z.  B.  bei  einer 
^■^pfiodlichkeit,  bei  welcher  ein  Element  Zinn-Kupfer-Wasser  einen  Ausschlag  von 
^^  Skth.  hervorbringt,  bei  Annäherung  des  Platindrahtes  das  Elektrometer  einen 
Positiven  Ausschlag  von  4,7  Skth.  Wird  der  Platindraht  bis  zur  Berührung  des 
'^'»nken  Zinkes  gesenkt,  so  kehrt  infolge  der  Ableitung  zur  Erde  das  Goldblättchen 
'^  seine  anfängliche  Lage  zurück. 

Das  untere  abgerundete  Ende  des  0,7"""  dicken  Platindrahtes  bildet  nun  aber 
"^'*  üer  von  ihm  berührten  Zinkfläche  einen  Condensalor:    auf  der  Platinspitze  ist 

At^^aBdl.  d.  K.  8.  Gesellsch.  d.  WisBenBch.  XX.  1  ^ 
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Die  eben  gemachten  Angaben  sollen  nur  dienen,  um  überhaupt 
eine  Vorstellung  über  die  Grösse  der  weiterhin   auf  den  Flussspatb- 
krystallen  beobachteten  elektrischen  Spannungen  zu  geben.     Es  sind 
ja   die   untersuchten   Fluchen   in   der   Form   und  in   der  Vertheiiang 
der  Elektricität  von  der  zuvor  elektrisirten  Metallplatte  gar  sehr  ver- 
schieden*).   Ferner  wurde  das  untere  Ende  des  Platindrahtes  nicht 
blos  der  Mitte,  sondern  auch  den  Rändern  und  Ecken  der  Kryslall- 
flache  genähert;  je  nach  der  Lage  der  untersuchten  Stelle  wird  aber 
natürlich  das  Yerhaltniss  zwischen  der  daselbst  vorhandenen  Spannung 
und  dem  durch  Annäherung  des  Platindrahtes  entstehenden  Ausschlage 
des  Goldblättchens  sich  ändern. 

E.  üeber  die  Empfindlichkeit  des  von  Brewster  bei  seinen  theimiH 
elektrisohen  Beobachtungen  angewandten  VerfahrenB. 

Während  Hauy  stets  die  Ansicht  hegte,  dass  die  damals  an  eini- 
gen wenigen  Krystallen  beobachtete  Eigenschaft,  durch  Temperalur- 
änderungen  elektrisch  zu  werden,  durch  einen  Mangel  an  Symmetrie    , 
in   der  Gestaltung  derselben   bedingt  sei,  scheint  dagegen   Brew- 
ster diese  Bedingung  nicht  für  nöthig  erachtet  zu  haben,  wie  man   | 
wohl  aus  seiner  Prüfung  einer  Reihe  von  Krystallen,  bei  denen  ein   ■ 
Hemimorphismus  nicht  beobachtet  worden,  schliessen  muss;   und  es 
ist  auch  Brewster**)  gelungen,  die  Anzahl  der  thermoelektrischen 
Krystalle  erheblich  zu  vermehren. 

Leider  hat  Brewster  gar  keine  speciellen  Angaben  über  seine 
Beobachtungen  gemacht,  sondern  einfach  die  von  ihm  elektrisch  be- 
fundenen Krystalle  in  ein  kurzes  Yerzeichniss  zusammengestellt.  In 
diesem  Verzeichnisse  findet  sich  nun  auch  der  rothe  und  blaue  Fluss- 
Späth  aufgeführt,  aber,  wie  bereits  erwähnt,  ohne  irgend  eine  Be- 
merkung über  die  Beschaffenheit  der  elektrischen  Spannung  und  den 
Ort,  wo  sie  wahrgenommen  worden. 


negative  und  auf  der  ZinknUche  positive  Eleklricilät  gebunden.  Wird  der  Platin- 
draht gehoben  (jedoch  nicht  bis  zur  Berührung  der  oberen  Ableitung),  so  zeigt 
das  Elektrometer  infolge  der  freiwerdenden  negativen  ElektriciUit  einen  negativen 
Ausschlag  von  2  Skth. 

*)   Es  kommt  z.  B.  selbst  öfter  vor,  dass  die  Mille  einer  KrystaUfläche  nega- 
tiv,  der  Rand  derselben  aber  positiv  ist,    oder  umgekehrt. 


^♦)   S.  oben  S.  204. 
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Die  Uotersueimng,  ob  eine  Stelle  eines  Krysialles  positive  oder 
negative  ElektricitUt  besass,  war  übrigens  bei  dem  von  Brewster 
angewandten  Verfahren  ganz  unmöglich.     Um  nämlich  zu  prüfen,  ob 
ein  Krystall  elektrisch  war,  näherte  er  denselben  sehr  kleinen  Stück- 
chen des  im  Innern   der  Röhre   von  Arundo  phragmites  befindlichen 
dünnen  Häutchens  und  schloss  aus  ihrer  Anziehung  auf  eine  an  der 
Krystallfläche  vorhandene  elektrische  Spannung. 

Brewster  hat  (wenigstens  findet  sich  in  seiner  Mittheiiung 
keine  weitere  Bemerkung)  jedenfalls  die  Krystalle,  um  sie  auf  ihr 
elektrisches  Verhalten  zu  prüfen,  in  die  Hand  genommen,  und  bei  der 
bereits  oben  S.  205  hervorgehobenen  ausserordentlich  leichten  elek- 
Irischen  Erregung  der  Flussspathkrystalle  durch  Reibung  könnte  man 
terchten,  dass  Brewster  durch  Reibungselektricit^t  getäuscht  wor- 
den sei.  Indess  der  Zusatz  » rother  und  blauer «  Flussspath  scheint 
(natürlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  er  farblose  Krystalle,  jedoch 
ohne  Erfolg  geprüft  habe)  anzuzeigen,  dass  von  ihm  nicht  Reibungs- 
eleklricität,  sondern  eine  andere  gerade  diesen  farbigen  Flussspäthen 
eigeothümliche  elektrische  Erregung  beobachtet  worden  ist. 

Hat  nun  aber  Brewster  in  der  That,  wie  er  angiebt,  thermo- 
elektrische  Spannungen  auf  seinen  Flussspathkrystallen  beobachtet? 
Diese  Frage  wird  wahrscheinlich  verneint  werden  müssen,  indem 
nach  meinen  vielfachen  Untersuchungen  der  Flussspäthe  die  durch 
Tempcraturänderung  erzeugte  elektrische  Spannung  zu  gering  ist,  um 
durch  das  von  Brewster  angewandte  Beobachtungsverfahren  noch 
wahrgenommen  werden  zu  können,  wie  sich  leicht  nachweisen  lässl. 

Da  ich  gerade  keine  dünnen  Häutchen  von  Arundo  phragmites 
zur  Hand  hatte ,  so  legte  ich  sehr  kleine  Stückchen  eines  äusserst 
dfinnen  Scheibchens  von  Hollundermark"^)  auf  die  zur  Erde  abgeleitete 
Kupferplatle  von  73°"  Durchmesser,  befestigte  an  dem  unteren  Ende 
des  0,7™  dicken  Platindrahtes  eine  Kugel  von  1 3™  Durchmesser  und 
nüherle  dieselbe  mittelst  der  Hebelvorrichtung  den  kleinen  Hollunder- 
markstückchen.  Für  die  kleinste  Ladung,  welche  der  Kugel  mitzu- 
(heilen  war,  um  eine  Anziehung  des  dicht  unter  ihr  liegenden  Hol- 
lundermarks  zu  ermöglichen,   musste  die  Kugel  mit  dem  einen  Pole 

*}  Spatere  Versuche  zeigten,  dass  Stückchen  der  dünnen  Haut  von  Arundo 

j)hragniites  keine  geringeren  Wcrthe  für  die   zur  Hebung  eben  nöthigc  elektrische 

Spanoiing  gaben,  als  die  oben  benutzten  Stückchen  Hollundermark. 
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einer  Säule  aus  20  Daniell 'sehen  Elementen,  deren  anderer  Pol  zur 
Erde  abgeleitet  war,  verbunden  werden.    Durch  die  grosse  Annfibe- 
rung  der  Kugel   an  die  Kupferplatte  wurde  die  Dichtigkeit  auf  dem 
untersten  Punkte  der  Kugel,  welcher  über  dem  Stückchen  Hollunder- 
mark  lag,  beträchtlich  grösser,  als  in  der  Mitte  der  isolirten  Kupfer- 
platte von  73™  Durchmesser,  wenn  sie  mit  derselben  Säule  verbanden 
war.     Aber  auch  selbst  wenn  eine  Spannung,  wie  sie  sich  in  der 
iMitte  dieser  Kupferplatte  durch  ihre  Verbindung  mit  der  genannleo 
Säule  ßndet,  hingereicht  hätte,  die  Anziehung  des  kleinen  Bollunder- 
markstuckchcns   zu   bewirken,   so   wäre   diese  Spannung  doch  stets 
noch  grösser  gewesen,  als  ich  sie  je  auf  einer  (nach  einer  Erhitzung 
auf  100^)  erkaltenden  Fläche  eines  Flussspathes  beobachtet  habe*^) ; 
die  grösste  Spannung  auf  den  erkaltenden  Flussspathkrystallen  ist  wohl 
höchstens  gleich  der  durch  10  DanielTsche  Elemente  in  der  Mitte 
jener  Kupferplatte  erzeugten  Spannung  zu  setzen;  eine  solche  Span- 
nung reicht  aber   nicht  aus,   um  das  Stückchen  HoUundermark  zo 
heben. 

Dagegen  kann  durch  die  Belichtung  der  Flussspathkrystalle  eine 
Spannung  erzeugt  werden,  welche  die  oben  bezeichnete  Spannaog 
von  20  DanielTschen  Elementen  erreicht  und  sogar  übertrifft  Da 
nun  Brewster,  welcher  von  der  elektrischen  Erregung  der  Flass- 
spathkrystalle  durch  das  Licht  keine  Ahnung  hatte,  seine  Versuche 
jedenfalls  am  hellen  Tage  vorgenommen  hat,  was  ja  schon  durch  die 
genaue  Beobachtung  der  Anziehung  der  Häutchen  gefordert  wurde, 
wobei  möglicherweise  die  Krystalle  zufällig  sogar  dem  Sonnenlichte 
ausgesetzt  gewesen  sein  können,  so  ist  es  für  mich  das  Wahrschein- 
lichsle,  dass  die  durch  Brewster  beobachteten  Anziehungen  nicht 
sowohl  eine  Folge  der  Thermoelektricität,  als  vielmehr  der  Photoelek- 
tricilät  dieser  Krystalle  gewesen  sind.  Dann  müssea  aber  unter  der 
von  Brewster  gebrauchten  Bezeichnung  »rother  und  blauer «  Fluss- 
spath  die  violblauen  Krystalle  von  Weardale  oder  Aiston  Moor  ver- 
standen werden,  denn  die  mehr  rothbraunen  sind,  wie  wir  später 
sehen  werden,  zwar  tliermoelektrisch  erregbar,  haben  mir  aber  durch- 


*)  Ob  etwa  auf  frisch  aus  der  Grube  eatnommcnen  und  massig  stark 
erhitzten  Flussspathkrystallen  eine  viel  grossere  Spannung  erzeugt  werden  kann, 
als  auf  den  mir  vorliegenden,  vermag  ich  aus  Mangel  an  solchen  Krystallen  oicW 
zu  entscheiden. 
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WS  kein  Anzeichen  von  einer  durch  die  Einwirkung  des  Tages-  oder 
Sonnenlichtes  entstehenden  elektrischen  Spannung  gegeben. 

Das  Verfahren,  die  Krystallfläche  kleinen  Stückchen  eines  leich- 
ten Häutchens  zu  nähern,  hat  Brewster  in  Betreff  der  Empfindlich- 
keit mit   Recht  den    damals   üblichen  Elektrometern   mit   doppelten 
Goldblättchen   vorgezogen,   weil   es  noch  geringere  Spannungen  auf 
diesen  Flächen  erkennen  lässt,  als  dies  durch  die  Divergenz  der  Gold- 
bbUtchen  möglich  ist,  wenn  die  Krystallfläche  dem  oberen  Ende  des 
i   die  Blättchen  tragenden  Messingstäbchens  genähert  wird. 
[         Um  an  einem  sehr  empfindlichen  Goldblattelektrometer  eine  noch 
I   eben  sichtbare  Trennung  der  beiden  Blättchen  zu  erhalten,  muss  ihnen 
die  Spannung  aus  dem  einen  Pole  einer  Säule  von  25  Daniell'schen 
Hanenten,  deren  anderer  Pol  zur  Erde  abgeleitet  ist,  zugeführt  wer- 
den, wobei  es,  um  ein  Aneinanderhaften  der  Blättchen  zu  vermeiden, 
ach  als  nothwendig  herausstellt,  denselben  zuvor  eine  grössere  Diver- 
genz zu   ertheilen  und   sie  dann   erst   mit   dem  Säulenpole  zu  ver- 
binden. 

Bei  den  thermoelektrischen  Versuchen    mit  Krystallen  aus  einer 
■  gnt  isolirenden  Substanz  wird  nun  ausserdem  die  auf  der  Fläche  der- 
selben erregte  Elektricität  nicht  zu  dem  Goldblättchen  geleitet,  son- 
dern erzeugt  auf  dem  die  Blättchen   tragenden  Messingstäbchen  nur 
eine  Vertheilungs Wirkung. 


!•  iMbachtug  der  photo-  und  thermoelektrischen  Spannungen  auf 
den  Oberlächen  der  einzelnen  Flussspathkrystalle. 

Um  eine  Vorstellung  von  der  Grösse  der  Krystalle  und  der  mehr 
oder  minder  vollständigen  Ausbildung  ihrer  Flächen  zu  geben,  bilde 
ich  die  Netze  derselben  ab,  und  zwar  stelle  ich  die  Abbildungen  der 
6  Worfelflächen  in  einigem  Abstände  neben  einander.   Sind  auf  einer 
Seite  eines  Krystalles  keine  ausgebildeten  Krystallflächen  vorhanden, 
wird  also  daselbst  die  Begrenzung  durch  unregelmässige  Bruchflächen 
oder  durch  andere  aufgewachsene  Krystalle  gebildet,  so  habe  ich  den- 
jenigen Theil  derselben,  welcher  sichtbar  bleibt,  wenn  der  Krystall 
so  in  das  Kupferfeilicht  eingesetzt  wird,  dass  die   fehlende  Fläche 
horizontal  liegen  würde,  an  Stelle  dieser  Fläche  abgebildet. 


220  ^^^«L. 


49 


einer  Säule  aus  '2*  fielen  Kanten  sind  durch  ausgezogem* 

Erde  ab«^eloilo(  »d  Kanlcn  oder  Rander,  an  welchen  ein 

rung  der  Kup  ^    llicil  hal,   durch  punkliite  Linien  dargo- 

unterslen  P« 

mark  lai:  ■'■'  d^>*   unltusuclilen   Kry stalle    in    naliirliclier 

platt,.  %iiiile  durch  die  hctrüchtliche  Ausdehnung  \ieler 

WD',  '   ^chtlichkeit   sehr   erschwert   >vord(»n    sein.     Die 

y  uihor    Sil nimt lieh    nur    in   halber    Mnearcr 

^    .... 
.  ...iilung  jeder  einzelnen  Fllichc   (oder  in  die  an  iluvr 
.iicio  Projection   der  Bruchllliche  oder  der    aufginvach- 
v^.Mie    habe  ich  nun  die  Ausschlüge  des  Elektrometers  ein- 
..    iio   bei   der  Annäherung  d(»r  Spitze  des  Plalindralilos  an 
^hodeuen  Punkte  dieser  FlUche,  \v(»lche  allein  frei  aus  Jem    ' 
_    ciiicht  hervorsah,  beobachtet  wurden,  und  zur  leichteren  LVber- 
.»  ^iul  die  Stellen,  wo  positive  Ausschlüge  sich  zeigten,  mit  hräun- 
,. ..  dagegen  diejenigen,  wo  negative  stattfanden,    mit   grünlicher 
,!.i.v  überzogen  worden. 

l>or  Ausschlag  des  GoUiblüttchens  ist  aber  nicht  allein  von  der 
u  vk^iu  gerade  unterhalb  der  Spitze  des  Platindrahtes  liegenden  Punkte 
^.uhandenen  Elektricitat  abhilngig,  sondern  wird  auch  durch  die  Ver- 
loilungswirkung  seitens  der  angrenzi^nden  Flächenstucke  beeinflussl. 
bi>  tritt  sogar,  wie  wir  spUter  sehen  werden,  der  Fall  ein,  dass  an 
ouuMU  bestinnnten  Punkte  einer  KrystallllUche  die  ihm  eigenthümliche 
elektrische  Spannung  in  ihrer  Yertheilungswirkung  auf  den  Platindrahl 
durch   lue  stUrkere  Wirkung   der   seitlich    liegenden  entgcgengeseUl 
olokirischen  FlilchcnstUcke  vollstiindig  unterdrückt  wird,  so  dass  das 
Klekirometcr   bei  Annäherung   der  IMatinspitze   an  jenen  Punkt  eine 
wenn  auch  nur  schwache  PolarilUt  angiebl,  welche  der  in  Wirklieh- 
ktMl  auf  demselben  vorhandenen  gerade  entgegengesetzt  ist.  Soll  dieser 
hünlluss  der  nebenliegenden  FlUchenslücke  ausgeschlossen  werden,  so 
.sind  siUnmt liehe  Theile  der  FUiche   mit  Ausnahme  der  auf  ihr  elek- 
trisches Verhalten  speciell  zu  untersuchenden  Stelle  mit  Kupferfeilichl 
/u  bedecken. 

In  die  Abbildungen  der  sechs  Piojectionen  sind,  wie  bereits  zuvor 
bemerkt,  die  Ausschlage  eingetragen,  welche  beobachtet  wurden,  wenn 
dit»  ganzen  Flüchen  frei  lagen.     Die  s|)ecielle  Untersuchung  einzelner 
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^M*  Flächen  habe  ich  im  Texte   der  Abhandlung  nUher  ange- 
jiil  auch  wohl  in  einer  besondern  Zeichnung  dargestellt. 

L.>  wirtl  öfter  nöthig  werden,  die  einzelnen  Stellen  einer  Kry- 
liltlächo  im  Texte  namhaft  zu  machen.  Um  dies  kurz 
iJ  doch  mit  möglichstei'  Bestimmtheit  ausführen  zu 
innen,  denken  wir  uns  die  Würfelfläche  oder  die  an 
re  Stelle  getretene  Projection  mit  den  Buchstaben  a 
s  i  wie  in  nebenstehender  Figur  beschrieben,  und  verwenden  die 
izelnen  Buchstaben  zur  Bezeichnung  der  von  ihnen  eingenommenen 
tchenstücke. 

Es  wäre  sehr  wünschenswerth  gewesen,  sämmtliche  in  die  Zeich- 
Dgen  eingetragene  Zahlen  unter  sich  vergleichen  zu  können ;  indess 
eine  solche  Vergleichbarkeit  bei  den  photoelektrischen  Untersucbun- 
Q  selbst  nicht  einmal  für  die  verschiedenen  Flächen  eines  und 
selben  Krystalles  zu  erzielen.  Dieselbe  würde  erfordern,  dass 
mmtliche  Flächen  gleichlange  einer  und  derselben  Strahlung  aus- 
setzt werden.  Dies  ist  aber  in  unserem  Klima  bei  dem  so  stark 
fänderlichen  Zustande  des  Himmels  absolut  unmöglich,  namentlich 
sbalb,  weil  die  Beobachtungen  auf  den  einzelnen  Flächen  nicht 
seh  auf  einander  folgen  können,  sondern  nach  dem  Umlegen  und 
)piDseln  des  Krystalles  eine  längere  Zeit  (häufig  bis  zum  folgenden 
^)  verfliessen  muss,  bis  die  neue  freiliegende  Krystallfläche  un- 
ektrisch  gemacht  und  zu  einer  Prüfung  auf  ihr  Verhalten  gegen  das 
cht  brauchbar  ist"^). 

leb  habe  66  verschiedene  Flussspathkrystalle,  und  zwar  jeden 
nzelaea  wenigstens  zwei  Mal,  auf  das  Verhalten  seiner  Flächen  gegen 
B  Licht  geprüft.  Zu  einer  klaren  Einsicht  in  die  betreffenden  Er- 
heiauDgea  wird  es  indess  genügen,  nur  die  auf  einem  Theilo  dieser 
ystalie  gemachten  Beobachtungen  mitzutheilen. 

In  die  Zeichnungen  sind  fast  überall  die  bei  der  letzten  Unter- 
:huog  beobachteten  Skalentheile  eingetragen,  weil  ich  durch  die 
rangegangenen  Prüfungen  bereits  darüber  unterrichtet  war,  welchen 
illea  der  Fläche  ich  meine  besondere  Aufmerksamkeit  zuzuwenden 
te.    Eben   diese    früheren  Prüfun^en  hatten   mir  auch  ein  Urlheil 


*}  Mit  dem  elektrischen  Kohlcnlichte  würden,  wenn  dasselbe  mir  von  Anfang 
;a  Gebote  gestanden  hätte  ^  besser  vergleichbare  Messungen  zu  erhalten  ge- 
rn sein. 
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über   die  Empfindlichkeit  der  Krystall fläche  beziehentlich    ihrer  elek- 
trischen Erregung  durch  das  Licht  gegeben,  so  dass  ich  je  nach  dem 
Zustande  des  Himmels  die  Zeit  abschätzen  konnte,  während  welcher 
die  Fläche  dem  Lichte  ausgesetzt  werden  musste,  um  auf  derselben 
elektrische  Spannungen   von  gewünschter,  gut  messbarer  Grösse  zu 
erlangen. 

Die  Kryslalle  wurden  meistens  nur  dem  Tageslichte  (also  g^n 
die  Sonnenstrahlen  im  Schatten  stehend)  ausgesetzt;  sie  wurden  aof 
die  Fensterbank,  womöglich  bei  geöffneten  Fenstern,  in  etwas  ge- 
neigter Lage  gestellt,  so  dass  das  Licht  des  Himmels  die  freien  Fis- 
chen besser  bestrahlen  konnte,  als  bei  horizontaler  Lage  derselben. 
Der  Zustand  des  Himmels  war  aber  dabei  sehr  verschieden.  Bei 
starken  Winden  aus  Südost,  Süd  und  Südwest  und  ebenso  an  kalten 
Tagen  musste  das  Fenster  geschlossen  werden,  so  dass  erst  die  durch 
das  Glas  einer  Fensterscheibe  gegangenen  Lichtstrahlen  die  Krystall- 
fläche  trafen. 

In  einzelnen  Fällen,  wenn  der  Krystall  gegen  das  Licht  über-  , 
haupt  wenig  empfindlich  war,  oder  wenn  besondere  Vorgänge  beob- 
achtet werden  sollten,  wurden  die  Krystalle  dem  directen  Sonnen- 
lichte, oder  später  auch  dem  elektrischen  Kohlenlichte  ausgesetzt. 
Wo  diese  letzteren  Bestrahlungen  stattgefunden  haben,  ist  es  im  leite 
ausdrücklich  bemerkt. 

Besser  unter  einander  vergleichbar  sind  die  Beobachtungen  der 
thermoelektrischen  Spannung  nach  der  Abkühlung,  indem  die  einzelnem 
Krystalle  meistens  lange  genug  in  dem  von  siedendem  Wasser  um-^ 
gebenen  Räume  gestanden  hatten,  um  in  ihrer  ganzen  Masse  die  Tem- 
peratur von  100^  C.  anzunehmen.  Nur  durch  die  mehr  oder  minder 
lange  Zeit,  welche  seit  dem  Herausnehmen  aus  dem  Ofen  bis  zum 
Zeitpunkte  der  Messung  verflossen,  sind  kleine  Unterschiede  entstan- 
den, weil  sowohl  eine  zu  kurze  als  auch  eine  zu  lange  Zwischenzeit 
die  elektrischen  Spannungen  zu  klein  erscheinen  lässt;  erstere  wegen 
nicht  hinreichender  Erkaltung  des  Krystalles  und  letztere  wegen  dei 
Zerstreuung  und  Ableitung  eines  Theiles  der  auf  der  Fläche  frei  ge- 
wordenen Elektricität. 
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A.   Orüne  Flussspäthe  von  Weardale  und  Aiston  Moor. 

Kryslall  No.  1.    Fig.  1  A  und  1  B.  Taf.  I. 

Der  von  Weardale  stammende  Krystall  No.  1  gehört  der  Frei- 
berger  Sammlung.  Ausser  den  Flächen  des  Würfels  finden  sich  an 
ihm  nur  die  Flächen  eines  sehr  flachen  Pvramidenwürfels  und  sehr 
kteioe  Flächen  eines  Achtundvierzigflachners.  Die  meisten  Würfel- 
Ibchen  sind  ziemlich  gut  ausgebildet ;  nur  auf  der  Kante  der  Flächen 
2  und  6 ,  sowie  auf  den  dieser  Kante  benachbarten  Theilen  ist  ein 
aoderer  kleinerer  Flussspathkrystall  eingewachsen.  Mit  der  Fläche  3 
war  der  Krystall  aufgewachsen  gewesen;  an  ihrer  Stelle  befindet 
sich  jetzt  eine  sehr  unebene  Bruchfläche,  die  mehr  weisslich  als  grün- 
lich aussieht,  während  sonst  der  ganze  übrige  Krystall  eine  dunkel- 
grüne Farbe  besitzt. 

Die  Substanz  des  Krystalles  ist  nur  an  einzelnen  Stellen  klar 
and  durchsichtig,  und  an  diesen  tritt  das  sapphirblaue  Fluorescenz- 
lichl  sehr  schön  hervor.  Die  Krystallflächen  sind  nicht  vollkommen 
eben;  es  erscheinen  auf  ihnen  theils  kleine  hervortretende  Würfel- 
flÄchen,  theils  zeigen  sich  glatte  Stellen,  welche  durch  breitere  ent- 
weder den  Würfelkanten  (wiederholte  Ansätze  zur  Bildung  eines  Py- 
ramidenwürfels)  oder  den  Durchschnitten  der  Flächen  eines  Acht- 
undvierzigflachners mit  den  Würfelflächen  parallel  gestreifte  Bänder 
begrenzt  werden. 

a.    Pbotoelektrisches  Verhalten. 

Betrachten  wir  zuerst  die  elektrische  Vertheilung,  wie  sie  nach 

bmem  Aussetzen  an  das  Tageslicht  eintritt,    und  wie  sie  ;Fig.  1  A 

dargestellt  ist,  so  ergibt  sich  im  Allgemeinen,  dass  die  ausgebildeten 

Krystallflächen   in  ihren   mittleren  Theilen  negativ,   dagegen  an  den 

Ecken   und   zum  Theil   auch    selbst  noch   in   der  Mitte  der   Ränder 

positiv  elektrisch  sind.     Jedoch  wird  diese  positive  Elektricität  nicht 

an  allen  Ecken    (und  Kanten)  sichtbar,    weil   sie  in   ihrer  Intensität 

ond  in  ihrer  Ausdehnung  geringer  ist,  als  die  in  den  mittleren  Theilen 

auAretende  negative;    sie  lässt  sich  aber  an  allen  vier  Ecken  durch 

den  Versuch  nachweisen,  wenn  (vgl.  S.  222)  die  mittleren  negativen 

Theile  der  Fläche  mit  Kupferfeilicht  bedeckt  werden. 

Wenn   die  ganze   Fläche  1    des  Krystalles  No.  1   frei  liegt,  so 
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wird,  wie  dies   Fig.    I   A  zeigt,  gewöhnlich  nur  in  der   linken  obe- 
ren*) Ecke  bei  a  (vcrgl.  Zeichnung  auf  S.  223)    die  positive  Span- 

•  

nung  beobachtet;  dass  sie  jedoch  auch  auf  den  übrigen  drei  Ecken 
vorhanden  ist,  zeigt  eine  specielle  Untersuchung  derselben    (Fig.  i  A'j, 
bei  welcher,  wie  so  eben  angegeben,  durcli  Bedeckung  der  mittlereD 
negativen  Theile    mit  Kupferfeilicht   die  Vertheilungswirkung  dieser 
letzteren   beseitigt  ist,   und   die  auf  den  Ecken  vorhandene  positive 
Spannung    ungeschwächt   hervortreten  kann.     In  der  Fig.  1   A'  stellt 
das   weissgelassene   FlUchenstück    den   mit   Kupferfeilicht  bedeckten 
Theil   der  Fläche   dar.     Trotzdem   die  oben  rechts  (bei  c)  gelegene 
Ecke  bei  diesem  Versuche  die  stärkste  positive  Spannung  zeigt,  er- 
scheint  dieselbe  doch   bei   ganzer   freier  Fläche  infolge  der  starken 
negativen  Umgebung  noch   negativ.     Die   grössere   Intensität  dieser 
Ecke  c  wird  auch  durch  die  hohe  positive  Spannung  (-f-  H,5)  auf 
dem  ihr  anliegenden  Theile  der  Fläche  2  bestätigt. 

Auf  das  mehr  oder  minder  deutliche  und  ausgedehnte  Hervor- 
treten der  positiven  Spannung  an  den  Ecken  und  Kanten  ist  aber 
auch  die  mehr  oder  weniger  liefe  Einsetzung  des  Krystalles  in  das 
Kupferfeilicht,  und  die  Art  der  Bestrahlung,  namentlich  ob  bei  der- 
selben noch  mehr  oder  weniger  Theile  der  seitlichen  Flächen  aus 
den  Feilspähnen  herausragen  und  ebenfalls  von  den  Lichtstrahlen  ge- 
troffen werden,  von  Eintluss. 

Als  die  Fläche  I  dem  elektrischen  Kohlenlichte  in  einem  Abstände 
von  300™"  ausgesetzt  wurde,  genügte  ein  Bestrahlen  von  einer  ein- 
zigen Minute,  um  schon  starke  elektrische  Erregungen  hervorzurufen. 
Fig.   1    A"   stellt   die   nach   einer   solchen   Bestrahlung   beobachteten 
(elektrischen  Spannungen  dar.     Infolge  einer  etwas  anderen  Beslrah- 
lungsweise  als  bei  dem  Aussetzen  ans  Tageslicht  trat  an  drei  Ecken 
die  positive  Polarität  auf. 

Im  Anschluss  an  diesen  Versuch  sei  noch  bemerkt,  dass,  als  die 
in  Fig.  1  A'  dargestellte  elektrische  Vertheilung  unmittelbar  nach 
ihrer  Beobachtung  durch  die  Alkoholflamme  hinweggenommen  wurde, 
beim  Stehen  des  Krystalles  im  dunklen  Haumo  innerhalb  dreier  Stun- 
den keine  elektrische  Erregung  wieder  erschien,  namentlich  also  keine 
Umkehrung  in  die  entgegengesetzte  Polarität  eintrat. 

*)  Ich  werde  die  Bezeichnungen  rechts ,  links ,  oben ,  unten  stets  auf  die 
Abbildungen  der  Flüchen,   wie  solche  auf  dem  Papier  dargestellt  sind,  beziehen. 
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Ferner  möge  noch  ein  nach  dem  S.  213  beschriebenen  Ver- 
1  mit  der  Fliiche  1  angeslellter  Versuch  hier  eine  Stelle  finden, 
litte  der  dem  Tageslichte  einige  Zeit  ausgesetzten  Fläche  1  er- 
3,  wenn  die  Platinspilze,  wie  gewöhnlich,  genähert  wurde,  einen 
hlag  von  — 17  Skth.  Als  nun  das  den  Krystall  enthaltende 
me  Kästchen  isolirt  und  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektro- 
s  in  leitende  Verbindung  gebracht  wurde,  entstand  bei  An- 
ung  einer  kleinen  Metallschelbe  an  die  mittleren  Theile  der 
e  i  ein  Ausschlag  von  +  50  Skth.  Wurde  eben  diese  Metall- 
36  der  bei  a  liegenden  Ecke  genähert,  so  entstand  ein  Aus- 
;  von  —  3,5  Skth. 
Auf  der  Fläche  4  erschien  bei  ganzer  freier  Fläche  oben  rechts 

ein  schwach  negativer  Ausschlag  —  0,3  (in  Fig.  1  A) ;  wurde 
;en  die  ganze  Fläche  mit  Ausnahme  dieser  Ecke  mit  Kupfer- 
\i  bedeckt,  so  beobachtete  ich  nach  einem  13  Minuten  langen 
!tzen  ans  Tageslicht  bei  Annäherung  des  Platindrahtes  an  dieser 

einen  starken  positiven  Ausschlag  (-}-  7  Skth.). 
Die  an  Stelle  der  Würfelfläche  3  getretene  sehr  unebene  Bruch- 
5  erscheint  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positiv,  jedoch  im  All- 
inen schwach,  jedenfalls  weil,  wie  oben  bemerkt,  der  grösste  Theil 
Iben  der  dunkelgrünen  Färbung  entbehrt  und  eine  mehr  weiss- 
Masse  bildet;  nur  auf  dem  (in  der  Zeichnung)  rechten  Rande 
),  welcher  tiefer  und  innerhalb  der  grün  gefärbten  Masse  liegt, 
die  Intensität  der  positiven  Elektricität  grösser. 
Schliesslich  mögen  hier  noch  einige  specielle  Angaben  über  die 
3rung  der  elektrischen  Spannungen  mit  der  Dauer  der  Belich- 
folgen. 

Die  Fläche  1  des  vorliegenden  Krystalles  wurde  in  völlig  un- 
ischem  Zustande  bei  trübem  Tageslichte  (bedecktem  Himmel^) 
ler  Fensterbank  in  etwas  geneigter  Lage  aufgestellt.  Nachdem 
Minuten  daselbst  gestanden  hatte,  ward  sie  auf  ihr  elektrisches 
ilten  geprüft,  und  die  in  Fig.  1  A'"  eingetragene  Vertheilung 
den.  In  der  Mitte  der  Fläche  betrug  hiernach  die  Spannung 
,7  Skth. 
Darauf  wurde  die  Fläche  von  Neuem,  so  wie  sie  war,  an  den- 


*)   25.  August  Morgens  zwisclien  9  bis   M   Uhr. 
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selbea  Ort  ins  Tageslicht  gestellt,  und  nach  6  Minuten  langer  Be- 
lichtung abeirnals  geprüil.  Der  Kürze  wegen  will  ich  nur  die  in 
der  Mitte  beobachteten  Spannungen  anfuhren.  Die  Mitte  zeigte  jetzt 
eine  Spannung  —  11   Skth. 

Der  Himmel  war  trüber  geworden,  und  nach  einer  neuen  Be- 
lichtung von  9  Minuten  Dauer  war  die  Spannung  in  der  Mitte  (und 
ebenso  an  den  Übrigen  Theilen  der  Fläche)  nur  wenig  gesU^n;  in 
der  Mitte  nur  bis  —  11,4  Skth/ 

Nach  einer  neuen  Belichtung  von  20  Minuten  Dauer  bei  etwas 
hellerem  Himmel  zeigte  das  Elektrometer  in  der  Mitte  —  45  Sktb.; 
die  jetzt  auf  der  Krystalliläche  vorhandene  elektrische  Spannung  ist 
die  in  Fig.  1  A  eingetragene. 

In  einer  anderen  Versuchsreihe  besass  der  Krystall  in  der  Mitte 
seiner  Fläche  infolge  der  Abkühlung  nach  einer  vorhergegangeoai 
Erwärmung  bis  lOO^C.  noch  eine  positive  Spannung  von  -|-  5  Sklh.*). 
In  diesem  Zustande,  wie  er  von  der  Abkühlung  herrührte,  dem 
Tageslichte  ausgesetzt,  ergab  sich  bei  einer  etwas  besseren  Beleach- 
tung  als  bei  der  vorhergehenden  Beobachtungsreihe  nach  4  Minaten 
langer  Belichtung  in  der  Mitte  —  3  Skth.,  noch  abermals  5  Minuten 
—  8,2  Skth.,  nach  weiteren  4  Minuten  —  13,  nach  ferneren  6  Mi- 
nuten —  15,2  und  schliesslich  nach  abermals  6  Minuten  —  19  Sktb. 

Mit  dieser  elektrischen  Vertheilung  wurde  der  Krystall  ins  Dunkle 
gestellt.  Nach  1 3  Minuten  zeigte  die  Mitte  noch  —  1 7,2  Skth.,  nach 
weiteren  73  Minuten  noch  —  13,5  Skth. 

In  diesem  Zustande  wurde  der  Krystall  in  einen  bis  100^  C. 
erhitzten  Ofen  (ins  Dunkle)  gebracht.  Nachdem  er  6  Minuten  darin 
gestanden,  gab  die  Mille  nur  noch  —  6  Skth.,  nach  weiterem  13  Mi- 
nuten langen  Verweilen  in  dem  heissen  Ofen  nur  noch  —  4,4  Skth. 
Ausschlag  ^^).  Ks  scheint  also  die  durch  die  Belichtung  entstandene 
elektrische  Spannung  durch  die  Erwärmung  des  Krystalles  rascher  zu 
vei>;(*hwinden,  als  beim  Stehen  im  Dunkeln  bei  niedriger  Tempera- 
tur^**). 

*)   Ks  ist  (lio  in  Fi^.  I  B  liargesteUte. 

**)  Wio  wir  splilor  sclion  wonleii,  erzeugt  die  steigende  Temperatur  dieselbe 
ruiaritiit  wio  dir  Holirhtung.  Die  Si'hwSchung  der  vorhandenen  negativen  Span- 
nung kann  also  niolit  oinfach  dun^h  die  infolge  der  Enviirmung  entstehende  Pda- 
riläl   \onii(*litot  wordiMi. 

Mt>ou  dios  ^ilt  auch  \un  der  durch  Reibung  auf  der  Oberfläche  der  Fluss 


•  •• 
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b.    Thermoelektrisches  Verhalten. 

Die  Bemühungen,  auf  den  Flussspathkrystallen  thermoeiektrische 
ErreguDgen  nachzuweisen,  gaben  wie  bereits  oben  erwähnt,  die  Ver- 
anlassung zur  Entdeckung  der  Photoelektricitat  dieses  iMinerales;  sie 
wurden  iodess  durch  das  augenblicklich  grössere  Interesse,  welches 
die  photoelektrischen  Erregungen  in  Anspruch  nahmen,  zurückgedrängt. 
Nach  Feststellung   des  photoelektrischen  Verhaltens   der   Flussspäthe 
trat  dann  aber  wieder  die  Frage  heran ,   welche  Bedeutung   die  bei 
\.  jenen  ersten  Versuchen  nach  Temperaturänderungen  beobachtete  elek- 
l'  trische  Spannung  habe. 

Die  genauere  Untersuchung  zeigte  nun,   dass  in  der  That  eine 
,  wirkliche    thermoeiektrische  Erregung   auf    den    Flussspathkrystallen 
laftritt,  die  ganz  den  Gesetzen  folgt,  welche  bei  den  übrigen  thermo- 
elekirischcn  Mineralien  Geltung  haben. 

Die  Art  der  Untersuchung  sowohl  während  steigender  als  auch 
während  sinkender  Temperatur  habe  ich  oben  S.  211   erläutert.    Die 


ipithkrystalle  erzeugten  positiven  ElektricitUt.  — Theodor  v.  Grotthuss  spricht 
m  seiner  Abhandlung  über  einen  neuen  Lichtsauger  (Schwcigger's  Journal  für 
Qicm.  a.  Phys.  4  84  5.  Bd.  4  4.  S.  4  33  (f.]  den  nilgemeinen  Salz  aus,  dass  bei  den 
Hosphoren  Kälte  das  Lichteinsaugen,  dagegen  Wärme  das  Lichtausstrahlen  begün- 
Ulfe.  Sollte  dieser  Ausspruch  sich  als  in  der  Wirklichkeit  begründet  nachweisen 
hasen,  so  könnte  man  wohl  die  Frage  stellen,  ob  sich  nicht  das  zuvor  erwähnte 
raschere  Verschwinden  der  Eiektricität  in  dem  heissen  Ofen  mit  ihm  in  Beziehung 
setzen  lasst,  und  zwar  für  jede  beliebige  Art  der  elektrischen  Ladung  der  Flächen. 
Jener  neue,  von  Grotthuss  in  der  angeführten  Abhandlung  untersuchte  Licht- 
asger  war  ein  röthlichvioletter  Flussspath  von  Nertschinsk  (Chlorophan) .  Grott- 
lioss  hielt  es  (S.  4  42  der  oben  citirten  Abb.)  für  wahrscheinlich,  dass  das  Sonnen- 
Hebt  auf  der  Oberfläche  »  zwischen  den  Eiementarpolen  der  ihm  ausgesetzten  Körper 
«  seine  elektrischen  Grundprincipien ,  nämlich  in  +  E  und  — E  zerlegt  werde«, 

j  od  dass  die  darauffolgende  Vereinigung  dieser  beiden  getrennten  Lichtelemente  der 
wahre  Grund  ihrer  Phosphorescenz  sei.  Er  hat  denn  auch  versucht,  ob  er  nicht 
II  den  dem  Sonnenlichte  ausgesetzten  Lichtsaugern  Eiektricität  wahrnehmen  könne ; 
da  er  aber  hierzu  das  für  den  vorliegenden  Fall  eines  Nichtleiters  denkbar  unge- 
eigDetste  Mittel,  den  Volta' sehen  Gondensator,  verwandte,  so  darf  es  nicht  Wunder 
aehmen,  wenn  er  auch  nicht  die  geringste  Spur  von  Eiektricität  nachzuweisen 
FeniioGhte. 

Da  ich  mir  bis  jetzt  keinen  Chlorophan  habe  verschaffen  können,  so  bleibt 

es  zweifelhaft,  ob  derselbe  bei  seiner  derben  Beschaffenheit  durch  Belichtung  über- 

laupt  elektrisch  wird.     Auf  dem  WÖlsendörfer  Stinkfluss  habe  ich  wenigstens  bis 

Hzi  noch  keine  elektrischen  Spannungen  wahrgenommen. 
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tliermoelektrische  Untersuchung  ist  fast  durchgängig  mit  der  Wieder- 
holung der  photoelektrischen  Prüfungen  ausgeführt,  so  dass  gewöhn- 
lich  eine  Fläche  erst   nach    vorhergegangenem   längern  Erhitzen  bis 
100®  und  durch  Verweilen  in  einem  dunkeln  Räume  vollzogener  Ab- 
külMung  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  geprüft,  sodann  nach  Entfer- 
nung der  vorhandenen  elektrischen  Spannungen  dem  Lichte  ausgesetzt 
und  abermals  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  untersucht  wurde.    Unter 
Umständen  war  die  Aufeinanderfolge  der  beiden  Prüfungen  auch  die 
umgekehrte. 

Gleich  bei  den  ersten  in  der  vorläufigen  Mittheilung  erwähnten 
Versuchen  zeigte  sich  ein  Gegensatz  zwischen  den  durch  Belichtung 
und  den  nach  einer  Erhitzung  bis  1 00*^  und  darauf  folgender  Ab- 
kühlung entstehenden  elektiischen  Polaritäten ;  dieser  Gegensatz  fand 
sich  in  den  zahheichen  w^eitern  Versuchen,  wo  beide  Prüfungen  mei- 
stens in  kurzen  Zeiträumen  auf  einander  folgten,  durchaus  bestätigt. 

Eben  jene  ersten  Versuche  ergaben   geringere  Spannungen  filr 
die  durch  Abkühlung   (nach  einer  vorhergegangenen  Erwärmung  bis 
100")    auftretende  Elektricit^t,  als  für  die  durch  Belichten   erzeugte. 
In  den  meisten  Fällen  wird  sich  auch  dieser  Satz  bestätigen,  obwohl, 
wie  wir  später  sehen  werden,  auch   einzelne  Krystalle   vorkommen, 
bei  denen  das  Verhältniss  in  der  Stärke  der  elektrischen  Spannungen 
umgekehrt  ist;   ja  wir  werden  Flussspäthe  finden,   auf  denen  durch 
das  zerstreute  Tageslicht  und  selbst  durch  die  directen  Strahlen  der 
Sonne  elektrische    Spannungen   nicht   erregt    werden   können    (wohl 
aber  noch  durch  das  elektrische  Kohlenlicht),   während   die  bei  der 
Abkühlung"^)  auftretende  Elektricität  nicht  allzugering  ist. 

Schon  oben  S.  212  ist  hervorgehoben,  dass  die  Untersuchung 
der  Krystalle  bei  steigender  Temperatur  mit  Schwierigkeiten  verbun- 
den war.  Ich  habe  daher  nur  einen  Thcil  der  Krystallfiächen  so- 
wohl während  der  Erwärmung  als  auch  bei  der  Abkühlung  unter- 
sucht. In  allen  diesen  Fällen  bestätigte  sich  ausnahmelos  das  auci 
durch   meine   übrigen    thermocloktrischen    Untersuchungen    bewährt 


*)  Um  den  Ausdnick  abzukürzen,  verstehe  ich  im  Folgenden  unter  Abküh 
lung  oder  Krkailung  slels  die  nach  einer  zur  vollsländigcn  Diirchw'ännung  d( 
Krystallcs  genügend  langen  Erhitzung  bis  ^00"  C.  eintretende.  Ist  der  Krysta 
beim  Erhitzen  auf  andere  Teniperaluren  gebraclit  worden,  so  soll  dies  speciell  an 
gegeben  werden. 
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Gesetz,   dass  die  bei  steigender  Temperatur  auf  einer  Krystallfläche 

auftretende  Elektricitat  gerade  die  entgegengesetzte  ist,   als  bei  der 

Abkühlung.     Es  konnte  daher  für  die  übrigen  Kryslalle  die  Festsiel- 

Wng  der  thermoelektrischen  Vertheilung  bei  der  Abkühlung  genügen. 

Bei  diesem  vollstiündigen  Gegensatze  zwischen  den  bei  steigen- 
der und  den  bei  abnehmender  Temperatur  auftretenden  elektrischen 
Spannungen  habe  ich,  ebenso  wie  in  meinen  früheren  Abhandlungen 
ober  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  der  Krystalle,  in  die  auf 
den  Tafeln  gegebenen  Abbildungen  nur  die  bei  der  Abkühhmg  beob- 
ichleten  Polaritäten  eingetragen. 

Auch  aus  einem  andern  Grunde  wären  die  Abbildungen  der  bei 
steigender  Temperatur  erregten  Polaritäten  überflüssig  gewesen.  Ich 
habe  schon  erwähnt,  dass  die  nach  der  Belichtung  und  die  bei 
der  Abkühlung  beobachteten  elektrischen  Polaritäten  einander  ent- 
gegengesetzt sind.  Da  nun  aber  die  bei  steigender  Temperatur  auf- 
tretenden elektrischen  Spannungen  den  bei  der  Abkühlung  auftreten- 
den ebenfalls  genau  entgegengesetzt  sind,  so  folgt,  was  auch  die 
weiterbin  anzuftlhrenden  Beobachtungen  direct  erweisen,  dass  der 
Eintritt  einer  höheren  Temperatur  gerade  dieselbe  Polarität  an  den 
einzelnen  Stellen  der  Kryslallflächen  erzeugt,  wie  die  Belichtung. 
Sonach  würde  also  das  Eintragen  der  bei  der  Erwlirmung  gemach- 
tai  Beobachtungen  in  die  Abbildungen  (abgesehen  natürlich  von  der 
htoisität)  dasselbe  Farbenbild  (d.  h.  dieselbe  Vertheilung  der  bräun- 
lichen und  grünlichen  Farbe)  gegeben  haben,  wie  solches  die  photo- 
elektrischen Messungen  darbieten. 

Die  Flächen  des  Krystalles  No.  1  sind,  mit  Ausnahme  der  Fläche 
:  <,  nicht  während  der  Erwärmung,  sondern  nur  während  der  Ab- 
kfihlang  untersucht,  und  die  dabei  beobachteten  elektrischen  Span- 
nungen in  die  Abbildung  der  einzelnen  Flüchen  Fig.  1  B  eingetragen 
worden.  Nach  dem  Herausnehmen  aus  dem  heissen  Ofen  wurde  der 
Erystall  zur  Abkühlung  in  ein  vollkommen  gegen  das  Licht  abge- 
scfatossenes  metallisches  Geftiss  gestellt,  und  nach  einem  Verweilen 
roD  80  bis  80  Minuten  in  diesem  dunkeln  Baume  auf  sein  elektri- 
sches Verhalten  geprüft. 

Eine  Vergleichung  der  Fig.  1  A  und  Fig.  i  B  zeigt  nun  in  der 
Thal,  dass  die  Polaritäten  bei  der  Abkühlung  die  entgegengesetzten 
sind,  als  nach  dem  Belichten.     Wenn  in  den  Grenzen  der  positiven 
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.    *  k^nueu  kleine  Abweichungen  aiifli'eten,  so  findet  dies 
^>vaiKK*   seine  Begründung,    dass   die  VorgUnge  der  Aus- 


..1     .* 


.V  » 


..ni  Abkühlung   nicht   absolut    genau    in   derselben  Weise 
^au^e  bei  der  Belichtung  verlauten,  wie  ich  ja  auch  schon 

iv    '»^lÄhiebungen  in  den  Grenzen  der  beiden  lülektricit^tcn  bei 

.Vtichtuo^  selbst  hervorgehoben  habe,   welche  durch  das  mehr 
^;vi    ^^oui^or  tiefe  Einsetzen  des  Kryst^illes  in  das  Kupferfcilicbt  und 
.•»\va>  audeit>  Stellung  gegen  die  Lichtstrahlen  eintreten. 

N.>  oi^cheint  bei  der  Abkühlung  auf  der  Flache  1  die  negative 
KioklrioilUt  an  zwei  Ecken  {a  und  g)  in  Fig.  1  B,  wahrend  bei  der 
ui  Ki^:.  I  A  abgebildeten  Beobachtungsreihe  nach  dem  Aussetzen  ans 
la^oslioht  die  jener  negativen  entsprechende  positive  Polarität  nur 
au  einer  Ecke  a  sich  zeigt,  dagegen  aber  bei  der  Prüfung  nach  Be- 
strahlung mittelst  des  elektrischen  Kohlenlichtes  an  drei  Ecken  (a,  g,  i) 
Fig.  1  A"  auftritt.  In  Wirklichkeit  cxistirt  aber  die  positive  Polarität 
nach  der  Belichtung  an  allen  vier  Ecken  (Fig.  1  A'). 

Ebenso  ist  nun  beim  Abkühlen  auf  allen  vier  Ecken  die  ent- 
sprechende negative  Elektricitat  vorhanden;  sie  wird  jedoch  bei  gan- 
zer freier  Flache  durch  die  benachbarte  stärkere  positive  Spannung 
verdeckt.  Dass  es  sich  in  der  That  so  verhalt,  zeigt  der  Fig.  i  V 
abgebildete  Versuch,  bei  welchem  der  mittlere  (in  der  Zeichnung 
weiss  gelassene)  Theil  der  Flache  mit  Kupferfeilicht  bedeckt  war, 
so  dass  nur  die  Ecken  frei  lagen ;  sammtliche  vier  Ecken  erscheinen 
jelzt  negativ. 

Der  nahe  Zusammenhang  zwischen  der  durch  Belichtung  und 
durch  Temperaturanderung  erregten  Elektricitat  spricht  sich  auch  in 
dem  Umstände  aus,  dass  in  beiden  Fallen  (Fig.  1  A'  und  Fig.  \  If) 
die  beiden  oberen  Ecken  (a,  c)  eine  grössere  elektrische  Intensität 
l)esitzen  als  die  beiden  unleren  {g,  i). 

lieber  die  Zunahme  der  elektrischen  Spannungen  mit  der  Dauer 
der  Abkühlung  mögen  hier  einige  Beobachtungen  und  zwar  der  Kürze 
Wiegen  nur  auf  der  Mitte  der  Flache   1   angeführt  werden. 

Als  die  Flache  1  den  in  Fig.  I  A  dargestellten  elektrischen  Zu- 
stand infolge  der  Belichtung  angenommen  halte,  wo  also  die  iMille 
die  Spannung  —  1  ö  Skth.  zeigte,  w  urde  der  Krystall  in  diesem  Zu- 
stande in  den  bis  100^'  C.  erhitzten  Ofen  gebracht.  Nachdem  er 
11    Minuten  darin    gestanden,   zeigte  die  Mitte  der  Flache  nur  noch 
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—  8Skth.*).  Der  Krystall  wurde  dann  weitere  30  Minuten  in  dem 
Ofen  erhitzt.  Nach  dem  Heraustragen  in  das  andere  Zimmer  und 
dem  Aufstellen  neben  dem  Elektrometer,  wobei  ein  Zeitraum  von  fast 
S  Minuten  verflossen  war,  zeigte  die  Mitte  des  Krystalles  -j-  3,2  Skth. ; 
nach  weiteren  21  Minuten  Abkühlung  betrug  die  elektrische  Span- 
nung in  der  Mitte  -j-  4,7,  und  nach  nochmaligen  5  Minuten  -j-  5  Skth. 

Schon  oben  wurde  angedeutet,  dass  die  FlUche  1  dieses  Kry- 
stalles auch  bei  steigender  Temperatur  untersucht  worden  ist. 

Der  Krystall  wurde  zuerst  in  Kupfer  fei  licht,  welches  auf  der 
fichüsselförmigen  Vertiefung  des  kleinen  S.  211  erwähnten  Ofens  lag, 
so  eingesetzt,  dass  uur  die  Fläche  1  frei  blieb.  Die  Empfindlichkeit 
des  Elektrometers  musste  hiebei  (vgl.  S.  212)  so  weit  verringert  wer- 
den, dass  ein  Element  Zinn  -  Kupfer  -  Wasser  einen  Ausschlag  von 
nor  30  Skth.  gab,  während  derselbe  sonst  40  bis  50  Skth.  und  selbst 
noch  mehr  betrug.  Um  die  Lichteinwirkung  auszuschliessen,  wurde 
die  Beleuchtung  (S.  212)  so  weit  geschwächt,  dass  die  Beobachtun- 
gen überhaupt  nur  eben  noch  möglich  waren. 

Sehr  bald  nachdem  die  Lampe  im  Innern  des  Ofens  angezündet 
worden,  begann  an  den  Ecken  positive  und  in  der  Mitte  der  Fläche 
negative  Elektricität  aufzutret^in.  Als  das  neben  dem  Krystall  in  dem 
Kopferfeilicht  stehende  Thermometer  95"  C.  zeigte  (ungefähr  10  Mi- 
Buten  nach  dem  Beginn  des  Erhitzens),  wurde  die  Lampe  ausgelöscht 
und  unmittelbar  darauf  die  Spannungen  beobachtet,  welche  in  Fig.  1  B" 
eingetragen  sind.  Die  Vertheilung  ist  also  im  Allgemeinen  dieselbe 
wie  beim  Belichten;  das  Hervortreten  der  positiven  Elektricitlit  an 
drei  Ecken  wurde  jedenfalls  dur(*h  den  Umstand  begünstigt,  dass  die 
insseren  Schichten  des  Krystalles  heisser  waren  als  die  inneren. 
Ebenso  wie  beim  Belichten  sind  auch  jetzt  die  Intensitäten  der  posi- 
tiven Elektricität  in  den  oberen  Ecken  a  und  c  grösser  als  in  den 
onteren  (s.  S.  232). 

Durch  diese  nur  kurze  Zeit  dauernde  Erhitzung  war  die  Tem- 
peratur des  ganzen  Krystalles  nicht  so  hoch  gestiegen,  wie  nach  län- 
ferem  Verweilen  in  dem  bis  1 00^  C.  erhitzten  Ofen.     Beim  Erkalten 


•)   Auch  in  diesem  Versuche  triU  also  eiii  rascheres  Verschwinden  der  Elek- 
idlät   durch  Verweilen  in  dem  heissen  Räume  auf  (s.  S.  ifS). 
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kehrlen  sich  die  zuvor  beobachteten  EleklricilSilen  um,  erreichten  aber, 
eben  wegen  der  geringeren  Erhitzung,  nicht  den  Werth,  wie  er  nach 
voller  Durchwärinung  bis  100"  erscheint.    In  der  Mitte  stieg  die  Span- 
nung nur  bis  +  1,9,  an  den  Ecken  höchstens  bis  —  0,6  Skth.    Aueli 
wurde   die  Intensität  der   beim   Erkalten    auftretenden    Glektricitäten 
noch    dadurch    geschwächt,    dass   die    vom    Erwarmen    herrühreml^ 
Elektricitüt  nicht  entfernt  worden  war.     Es  lag  mir  eben  daran,  den 
Krystall  vom  Anfang  der  Erhitzung  bis  zum  Ende  der  Erkaltung  völli|^ 
unberührt  und  unbeeinflusst  zu  lassen. 

Sodann  wurde  auch  noch  ein  Versuch  mit  dieser  Fläche  1  naeh 
dem  oben  S.  212  beschriebenen  zweiten  Verfahren   angestellt.     Der 
Krystall    wurde    wie  gewöhnlich   in    ein   mit   Kupferfeilicht   gefüllles 
Kästchen  eingesetzt,  so  dass  nur  die  Fläche  1   frei  blieb.     Nachdem 
er  völlig  iinolcklrisch  geworden,  wurde  er  in  den  bis  1 00^  erhitzten 
Ofen  gebracht,  und  nach   10  iMinulon  langem  Verweilen  darin  sofort 
auf  sein  (elektrisches  Verhalten  geprüft,  wobei  die  Mitte  die  eleklri- 
sche  Spannung  —  0,5  Skth.  zeigte. 

Die  ausführliche  Angabe  der  auf  dem  Krystall  No.  1  unter  den 
verschiedensten  ümstünd(ui  ausgeführten  Beobachtungen  wird  eine 
klare  Einsicht  in  das  Ueobachtungsverfahren  gegeben  haben,  so  dass? 
es  bei  den  folgenden  Krystallen  meistens  genügen  dUrHe,  die  Resul^ 
tale  der  Beobachtungen  anzuführen.  Nur  wenn  dieselben  besonderen 
Bedingungen  unterworfen  wurden,  sollen  die  beobachteten  Vorgänge 
noch  speciell  hervorgehoben  werden. 

Krystall  No.  2.     Fig.  2  A  und   2  B.    Taf.  1. 

Der  ebenfalls  aus  Weardale  stammende  Krystall  No.  2  gehört 
der  hiesigen  Uni\ersitiUssammlung;  seine  Farbe  ist  im  Allgemeinen 
dunkelgrün;  nur  auf  den  Bruchfliichen  (namentlich  in  den  mittlere^ 
und  untenan  Thoilen  der  Flache  2)  erscheint  die  Masse  weisslichcr- 
Er  stein  ein  Bruchstück  eines  einzigen  Individuums  dar.  Von  seinen 
Flächen  ist  nur  die  Fläche  4  ziemlich  vollständig,  aber  nicht  voH' 
kommen  ausgebildet;  von  den  Flächen  1  und  5  sind  grössere,  voi^ 
den  Fläch(»n  3  und  G  kleinere  Theile  vorhanden,  während  an  Siel'** 
der  Fläclu*,  2  sich  eine  unregelmässig  verlaufende  Bruchnäche  findet- 

Der  vorhandene  Theil   der  Fläche  1   ist  ziemlich  gut  ausgebil(t^^' 
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während  auf  der  Fläche  5,  besonders  aber  auf  der  Flache  4,  zahl- 
reiche kleine  Würfelflächen  hervortreten.  Auf  den  glatten  Stellen 
finden  sich  Streifungen,  welche  wie  beim  Krystall  No.  1  theils  den 
Würfeikanten,  theils  den  Durchschnitten  der  Flächen  eines  Achtund- 
vierzignächners  mit  den  Flächen  des  Würfels  parallel  laufen. 

Fig.  2  A  stellt  die  nach  dem  Aussetzen  ans  Tageslicht,  Fig.  2  B 
die  bei  dem  Erkalten  auf  den  einzelnen  Flächen  beobachteten  elek- 
trischen Spannungen  dar.  Aus  einem  gleich  anzuführenden  Grunde 
bilde  ich  in  Fig.  2  A'  auch  noch  die  elektrische  Vertheilung  ab,  w^e 
sie  auf  der  Fläche  1  gefunden  wurde,  nachdem  die  betreffende 
Fläche  1  Minute  lang  dem  elektrischen  Kohlenlichle  in  einem  Ab- 
[     Stande  von  300""  ausgesetzt  gewesen  war. 

Schon  bei  dem  Krystalle  No.  1  habe  ich  darauf  aufmerksam 
gemacht,  dass  je  nach  der  mehr  oder  weniger  tiefen  Einsetzung  des 
Kryslallos  in  das  Kupferfeilicht  und  der  Art  der  Bestrahlung  die 
Grenzen  und  die  Verhältnisse  der  negativen  Intensität  in  der  Mitte 
und  der  positiven  an  den  Ecken  (und  Bändern)  sich  änderen  kön- 
nen. Eben  solche  Aenderun«;en  habe  ich  nun  auch  bei  dem  vor- 
liegenden  Krystalle  No.  2  beobachlet;  die  Fläche  1  desselben  ist  mehr 
als  30  Mal  unter  den  verschiedenslen  Bedingungen  nach  Bestrahlung 
sowohl  durch  das  Tageslicht  als  auch  durch  das  Sonnen-  und  das 
elektrische  Kohlenlicht  unlorsucht  worden. 

Es  schien  anfangs,  als  ob  die  positive  Elektricität  an  den  Ecken 
oeim  Beginne  der  Belichtung  rascher  anwüchse,  als  die  negative  der 
•"''te;  indess  ergab  eine  genauere  Untersuchung,   dass  die  beobach- 
teten  Unterschiede    nur   durch    Abweichungen    im    Einsetzen   in   die 
''eilspähne  und  in  der  Bestrahhmgsweise  hervorgerufen  wurden. 

Um  zu  zeigen,  welche  Unterschiede  in  den  relativen  Stärken 
"e*"  beiden  Polaritäten  auf  dieser  Fläche  eintreten  können,  habe  ich 
^^  Fig.  2  A'  eine  nach  der  Bestralilung  mit  elektrischem  Kohlenlichte 
"^obachtete  elektrische  Vertheilung  abgebildet.  Während  in  Fig.  2  A 
(^^strahlung  durch  Tageslicht)  die  positive  Elektricität  in  der  Ecke  n 
*^rker  ist  als  die  negative  in  der  Mitte,  verhalten  sich  die  Intensi- 
***-en  an  diesen  Stellen  in  Fig.  2  A'  (Bestrahlung  durch  das  elektri- 
^he  Kohlenlicht)  umgekehrt.  Dies  ist  jedoch  keineswegs  durch  die 
^^rschiedenheit  der  Lichtquellen  hervorgebracht;  ich  besitze  auch  für 
^*e  Bestrahlung  durch  das  Tageslicht  Beobachlungsreihen,  in  welchen 


ebenso  wie  bei  Bestrahlung  durch  das  Kohlenlicht  die  negative  Ele 
tricitUt  in  der  Mille  starker  ist,  als  die  positive  in  der  Ecke  a. 
möge  hier  genügen   auf  die  Figur  4  derjenigen  Tafel  zu  verweis^u 
welche  ich  meiner  vorläufigen  Mittheilung  in  den  Berichten  für  1877 
beigefügt  hahe;  der  daselbst  unter  No.  IV  aufgeführte  und  in  Fig.  i 
jener  Tofel  abgebildete  Kryslall  ist  derselbe,  welchen  ich  in  der  vor- 
liegenden Abhandlung  mit  No.  2  bez(»ichnet  habe.    In  der  eben  citir- 
ten  Zeichnung  findet  sich  in  der  Ecke  a  die  Spannung  -j-  8,  in  der 
Mitte  der  Fläche  dagegen  die  Spannung  — 12  Skth. 

Nachdem  die  Fig.  2  A'  abgebildete,  durch  Bestrahlung  mit  dem 
elektrischen  Kohlenlichte  erzeugte  elektrische  Vertheilung  beobachtet 
war,  wurde  die  Fläche  1   mit  einer  Alkoholflamme  überstrichen  und 
der  Krystall  sodann  ins  Dunkle  gestellt.    Nach  3  bis  4  Stunden  zeigte 
die  Mitte  — 2,  die  Ecke  a  -f-  2,5;    es  war  also  keine  Umkehrung, 
wie  solche  nach  dem  Erwärmen  bei  der  Abkühlung  sich  zeigt,  einge- 
treten;   die   vorhandenen  Spannungen    bestanden   nur   in   Resten   der 
früher  vorhanden  gewesenen. 

Als  die  Fläche  1  dieses  Kryslalles  dem  durch  rothes  (mit  Kupfer- 
oxydul getlirbtes)  Glas  hindurchgegangenen  Lichte  des  blauen  Himmels 
25  Minuten  ausgesetzt  worden ,  zeigte  sie  keine  elektrischen  Span- 
nungen; dieselben  traten  aber  ein,  als  das  rothe  Glas  durch  ein  dunkel- 
violettes ersetzt  wurde. 

Auf  der  durch  Bruch  entstandenen  Fläche  2  trat  im  Tageslichte 
eine  starke  positive  Spannung  auf;  es  schien  mir  nicht  überflüssig, 
nachzuweisen ,  dass  das  Licht  des  elektrischen  Funkens  auf  diese 
Bruchfläche  eben  so  wirkt,  wie  das  Tageslicht.  Jeder  der  beiden  Con- 
ductoren  einer  Ho Itz' sehen  Elektrisirmaschine  wurde  mit  dem  innern 
Belege  einer  massig  grossen  Loydener  Flasche,  deren  äusseres  Beleg 
zur  Erde  abgeleitet  war,  verbunden,  und  die  au  den  Enden  der  Con- 
dnctoren  befindlichen  Kugeln  einander  im  Abstände  von  18"™  gegen- 
über gestellt.  Der  Krystall  No.  2  wurde  dann  mit  seiner  Fläche  2 
unterhalb  dieser  Kugeln  aufgestellt,  jedoch  nicht  frei,  sondern  (ebenso 
wie  sonst  in  Kupferfeilicht  eingesetzt)  in  einem  metallischen  zur  Erde 
abgeleiteten  (Zylinder,  dessen  Deckel  eine  mit  einer  Bergkrystallplatte 
verschlossene  OefTnung  besass,  unterhalb  deren  die  Fläche  2  lag. 
Der  Abstand  dieser  Fläche  von  den  Kugeln ,  zwischen  welchen  die 
Funken    übersprangen,   betrug   40  bis  50"".     Nachdem  die  Holtz- 
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jjche  Maschine  5  iMinuten  lang  gedreht  worden,  und  eine  Anzahl 
Funkenentladungen  zwischen  den  Kugeln  stattgefunden  hatte,  zeigte 
sich  auf  der  Flüche  2  bereits  eine  positive  Spannung  von  -j-  2  Skth. 

Dagegen  wollte  es  nicht  gelingen,  oben  diese  Flache  durch  die 
Belichtung  mit  einer  Geissler'schen  Röhre  elektrisch  zu  machen. 
Um  die  Bestrahlung  mit  diesem  elektrischen  Lichte  möglichst  stark 
herzustellen,  hatte  ich  eine  spiralfiirmig  gewundene  möglichst  luftleere 
Röhre  anfertigen  lassen;  die  Windungen  (acht  an  der  Zahl)  lagen 
dicht  neben  einander  in  einer  Ebene,  und  unter  der  Mitte  der  Spirale 
wurde  der  Krystall  ebenso  wie  bei  dem  vorhergehenden  Versuche 
aufgestellt.  Den  elektrischen  Strom  lieferte  ein  grosser  Ruhm  kor  ff- 
scher  Inductionsapparat.  Stand  die  Flüche  des  Krystalles  gar  zu  nahe 
unter  der  Spirale,  so  trat  eine  direcle  Elektrisirung  ein;  bei  etwas 
grösseren  Abstllnden  blieb  aber  die  FkU^he  unelektrisch,  obwohl  die 
durch  die  Bergkrystallplatte  verschlossene  Oeflnung  im  Deckel  des 
Cylinders  beträchtlich  grösser  war,  als  in  dem  vorhergehenden  Ver- 
suche. 

Krystall  No.  3.     Fig.  3A  und  3  B.   Taf.  I. 

Der  aus  Weardale  in  Durham  stammende  Krystall  No.  3  b(»stand 
wesentlich  aus  zwei  veivvachsenen  Individuen  von  nahe  gleicher 
Grösse,  von  denen  eines  in  der  Zeichnung  als  Hauptkrystall  betrach- 
tet werden  musste.  Die  Flächen  des  letzteren  oder  die  an  ihre  Stelle 
getretenen  Bruchfliichen  sind  mit  den  Zahlen  1  bis  (i  bezeichnet  wor- 
deo.  In  die  Zeichnung  habe  ich  vorzugsweise  die  auf  diesen  Flüchen 
gemachten  Messungen  eingetragen;  die  auf  den  anderen  Krystall  be- 
züglichen haben  nur  Aufnahme  gefunden,  wenn  dessen  FlUchen  sich 
in  der  Abbildung  in  hinreichender  Grösse  darstellten. 

Der  Krystall  No.  3  ist  derselbe,  welcher  in  der  vorläufigen  iMit- 
fheilung  unter  No.  11  beschrieben,  und  von  welchem  auf  der  jener  An 
zeige  beigefügten  Tafel  vier  Flächen  abgebildet  worden  sind.     Seine 
Masse  erscheint  tief  dunkelgrün  gefärbt. 

An  dem  als  Hauptkrystall  betrachteten  Individuum  sind  die  Fla- 
chen 1  ,  1  und  6  in  grösseren,  die  Fluchen  5  und  2  in  kleineren 
Theilen  ausgebildet,  während  an  die  Stelle  der  Flüche  3  Bruchfliichen, 
welche  in  der  Masse  des  zweiten  Individuums  liegen,  getrelen  sind. 


Auf  den  Würfelflachen   finden   sich   die  Flüchen  eines  flachen  Pyra- 
midenwUrfels,  oder  es  sind  viehnehr  die  zuvor  als  in  einiger  Grösse 
ausgebildel   bezeichneten    Flüchen   keine    Würfeinüchen,   sondern  die 
sehr   ungleich   ausgebildeten   Flüchen   eines   sehr   flachen  Pyramidea- 
vvUrfels.    xManche  dieser  Flüchen  sind  so  an  eine  Ecke  gedrängt,  dass 
man   sie   bei  fluchtigem  Ansehen    für  eine  auf  die  Ecke   aufgesetzte 
flache  Abstumpfungsflüche  hallen  könule.    An  manchen  Würfelkanlen 
tritt  infolge  der  Flüchen  des  PyramidenvvUrfels  die  Abweichung  vom 
rechten  Winkel  sehr  auffüllig  hervor. 

Fig.  3  A  stellt  die   nach  der  Belichtung,   Fig.  3B  die  beim  Er- 
kalten beobachteten  elektrischen  Spannungen  dar. 

W>4in  die  ganze  Flüche  1  frei  liegt,  so  lüsst  sich  nach  der  Be- 
lichtung in  der  linken  oberen  Ecke  a,  welche  vollkommen  scharf  aus- 
gebildet ist,  die  |)Ositive  Spannung  nicht  wahrnehmen;  dieselbe  Iriti 
aber,  wie  Fig.  3  A'  zeigt,  daselbst  auf,  wenn  alle  übrigen  Theile  der 
Flüche  mit  Ausnahme  der  in  Kede  stehenden  Ecke  mit  Kupferfci- 
licht  überdeckt  werden. 

In  der  iMitle  der  Flüche  6  wird  beim  Erkalten  (Fig.  3  B)  die 
positive  Elektricitüt  infolge  der  Wirkung  der  umliegenden  negativen 
Begionen  nicht  sichtbar;  sie  ist  aber  durch  die  Abnahme  der  nega- 
tiven vom  Bande  ( — 4)  nach  der  Mitte  hin  ( — 1,5)  deutlieh  ange- 
zeigt. Die  Geslallung  der  Flüche  macht  es  jedoch  unmöglich,  diese 
Stelle  allein  frei  zu  lassen  und  alle  übrigen  Theile  mit  Kupferfeilicbt 
zu  bedecken. 

Schliesslich  mögen  hier  noch  einige  bereits  in  der  vorläufigen 
Mittheihmg  angi^fillirte  Beobachtungen  eine  Stelle  linden. 

Als  das  Li(!lit  des  Himmels  nach  dem  Durchgange  durch  eine 
Lösung  von  schwefelsaurem  fJiinin  in  Wasser  die  Flüche  1  traf,  zeigte 
sich  nach  10  Minuten  langer  Belichtung  in  der  Mitte  dieser  Fläche 
nur  eine  Spannung  von  — 0,9  Skth..  nach  weiteren  15  Minuten  stieg 
dieselbe  auf    -  1,5  und  nach  abermals   10  Minuten  auf  — 2,3  Skth. 

Nachdem  die  (^hininlcKsung  durch  eine  Alaunlösung  ersetzt  wor- 
den, erlangte  in  10  Minuten  die  Mitte  der  Flüche  die  Spannung 
—  7  Skth.;  nach  KiscMzung  dieser  letzteren  Lösung  durch  ein  tief 
dunkelblaues  Kobaltglas  stieg  dieselbe  in    18  Minuten  bis  — 11  Skth. 
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Krystall  No.  4.    Fig.  4  A  und  4  B.    Taf.  1. 

Der  Krystall  No.  4  besteht,  wie  der  vorhergehende,  aus  zwei 
fast  gleichgrossen  Individuen,  und  gleicht  demselben  auch  in  der 
Beschaffenheit  seiner  Flächen  und  seiner  Masse.  Der  Krystall  ist  be- 
reits in  der  vorläufigen  Mitlheilung  unter  No.  111   aufgeführt  worden. 

An  dem  in  der  Zeichnung  als  Hauptkrystall  behandelten  Indivi- 
duum sind  grössere  Theile  der  Flächen  1,  4  und  6  vorhanden;  von 
der  Fläche  5  ist  dagegen  nur  ein  kleiner  Theil  sichtbar.  Die  Fläche  2 
ist  mangelhaft  ausgebildet  und  zum  Theil  durch  Bruch  ersetzt;  an 
Stelle  der  Fläche  3  finden  sich  nur  Bruchfiächen. 

Die  neben  den  Flächen  3  und  4  des  Hauptkrystalles  gezeichnete 
Flache  [i  ist  eine  und  dieselbe  Fläche  des  zweiten  Individuums,  welche 
in  beiden  Lagen  sichtbar  ist.  In  die  neben  3  abgebildete  Fläche  ß 
mA  die  Beobachtungen  eingetragen  worden,  welche  in  der  als  3  ge- 
zeichneten Lage  gemacht  wurden.  Dagegen  habe  ich  die  neben  4 
;esctzte  Abbildung  eben  dieser  Fläche  ß  benulzt,  um  diejenigen  Be- 
>bachtungen  einzuschreil)en,  welche  in  einem  speciellen  Versuche, 
>ei  welchem  die  Fläche  [i  horizontal  lag  und  alle  übrigen  Theile  des 
iLrystalles  mit  Kupferfeilicht  bedeckt  waren,  gemacht  wurden.  Bei 
ler  Belichtung  war  an  dem  rechten  Rande  der  neben  4  gezeichneten 
"lache  ji  infolge  der  stark  negativen  Mitte  die  positive  Elektricilät 
licht  wahrzunehmen,  wenn,  wie  bei  dem  zuletzt  erwähnten  Versuche, 
Jie  ganze  Fläche  (i  frei  lag.  Diese  positive  Spannung  trat  dagegen 
in  einem  zweiten  Versuche,  bei  welchem  nur  der  rechte  Hand  der 
Fläche  [i  frei,  alle  übrigen  Theih^  aber  bedeckt  waren,  sofort  hervor. 
Bei  der  Abkühlung  (Fig.  4  B)  erschien  die  entsprechende  negative 
Polarität  an  dem  rechten  Rande  auch  schon  hv'\  ganzer  freier  Fläche  ^>. 

Krystall  No.  5.     Fig.  ">  A   und  ö  B.    Taf.  1. 

Der  Krystall  No.  5  bildete  ursprünglich  mit  dem  Krystalle  No.  3 
eine  grössere  Druse,  und  war  von  mir  durch  Abbrechen  getrennt 
worden'^);  er  gleicht  also  demselben  völlig  in  Bezug  auf  die  Farbe 
meiner  Masse  und  die  Beschallenlieit  seiner  Flächen  und  Kanten. 


*)  Aiiffalierid  ist  die  Lcichügkcit,   inil  welcher  sich  meistens  die  «ineiiiander- 
ewacliseiieu  Flussspathkrystalle  von  eiiiaiider  trennen  lassen. 
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Fig.  5  A  stein  die  nach  dem  Belichten,  und  Fig.  5  B  die  beim 
Erkalten  beobachlelon  elektrischen  Spannungen  dar. 

Die  elektrischen  Spannungen  nach  dem  Belichten  zeigen  im  All- 
gemeinen gerade  das  entgegengesetzte  Vorzeichen,  als  beim  Erkalten; 
nur  auf  dem  mittleren  und  unteren  Theile  des  linken  Randes  der 
Flache  2  vermochte  nach  dem  Belichten  die  negative  Elektricitäl 
nicht  hervorzutreten,  während  die  ihr  entsprechende  positive  beim 
Erkalten  erschien. 

Bei  Annäherung  der  Spitze  des  Platindrahtes  an  die  rechte  obere 
Ecke  der  Fläche  4  (an  c)  zeigte  sich  nach  dem  Belichten  bei  ganzer 
freier  Fläche  infolge  der  stark  negativen  Umgebung  noch  ein  schwa- 
cher negativer  Ausschlag;  als  dagegen  die  ganze  Fläche  mit  Aus- 
nahme dieser  Ecke  bedeckt  war,  trat  auf  dieser  Ecke  nach  einem 
16  Minuten  langen  Aussetzen  ans  Tageslicht  bereits  eine  positive 
Spannung  von  -|-  4  Skth.  auf. 

Die  Fläche  1  dieses  Krystalles  wurde  noch  zu  einer  Reihe  spe- 
cieller  Versuche  benutzt. 

Als  in  einem  Versuche  die  Mitte  derselben  durch  Belichtung  die 
elektrische  Spannung  — 11  Skth.  zeigte,  wurde  die  Fläche  mehrere  Male 
angehaucht,    um  durch  den  Beschlag   die  Elektricität   zu    beseitigen «) 
und  dann  ins  Dunkle  gestellt.     Aber  auch  nach  längerer  Zeit  zeigt-^ 
sich  kein  Uebergang  ins  Positive. 

Sodann  wurde  dieselbe  Fläche    benutzt,   um  die  bei    steigende?*  ^ 
Erwärmung   auftretenden    Elektricitäten    direct    zu   beobachten.     De   ^ 
Krystall  wurde  in  Kupferf(»ilicht,  welches  auf  dem  kleinen  neben  denr^ 
Elektrometer  belindlichen  Ofen  lag,  so  eingesetzt,  dass  nur  die  Fläch^'^ 
1  frei  blieb.    Beim  Erhitzen  erschien  in  der  Mitte  dieser  Fläche  nega- 
tive Elektricität,  welche  nach  15  Minuten  dauernder  Erhitzung,  wobei 
aber  wohl  in  keinem  Theile  des  Krystalles  die  Temperatur  über  100* 
gestiegen  war,  die  Intensität  —  2,7  Skth.  erreichte.     Nachdem  diese 
Elektricität   durch    eine  Alkoholflamme   beseitigt,  wurde  der  Krystall 
im  Dunkeln  der  Abkühlung  überlassen;  nach  einer  Stunde  zeigte  die 
Mitte  der  Fläche  +  5  Skth. 

Bei  einer  (nach  Entfernung  der  eben  bezeichneten  Elektricität) 
neuen,  etwas  stärkeren  Erhitzung  stieg  in  der  Mitte  der  Fläche  die 
Spannung  auf  —  4  Skth. 
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Analoge  Resultate  wurden  am  folgenden  Tage  bei  Wiederholung 
der  vorstehend  beschriebenen  Versuche  erhalten. 

Die  Fläche  i  wurde  ferner  dem  Lichte  der  zwischen  den  beiden 
mit  Leydener  Flasche  verbundenen  Conductoren  der  Hol tz' sehen 
Blaschine  (s.  S.  236)  überschlagenden  Funken  ausgesetzt;  nach  einer 
7  MiDuten  langen  Drehung  der  Maschine  zeigte  die  Mitte  der  Flache 
-1,9  Sklh. 

Schliesslich  mögen  hier  noch  einige  Mittheilungen  über  das  An- 
haften und  Eindringen  der  Elektricität  an  den  Flussspathkrystallen 
folgen. 

Die  Fläche  1  des  in  Kupferfeilicht  eingesetzten  Krystalles  wurde 
mil  einem  feinen  Haarpinsel  Überstrichen,  wodurch  sie  positive  Elek- 
tricität annahm,  sodann  in  diesem  Zustande  ins  Dunkle  gestellt  und 
bis  zum  anderen  Tage  darin  gelassen.  Es  fand  sich  nun  an  diesem 
Tage  auf  der  Fläche  1  noch  eine  elektrische  Ladung,  welche  das 
Goldblättchen  des  Elektrometers  ganz  aus  dem  Gesichtsfelde  trieb. 
Nach  dem  Bestreichen  und  Abblasen  mit  einer  Alkoholflamme  ent- 
wickelte sich  wieder  eine  positive  Spannung,  die  sehr  bald  auf  -f-  9 
OQd  nach  20  Minuten  bis  -f-  36  Skth.  stieg. 

Eine  20  Minuten  dauernde  Einsetzung  in  den  100^  heissen  Ofen 
Verringerte,  weil  sich  stets  noch   neue  Reste   der   früheren  positiven 
Elektricität  frei  machten,  die  Spannung  in  der  Mitte  der  Fläche  nur 
auf  +  28  Skth.,  die  dann  wieder  auf  +  34  Skth.  stieg.     Nach  12 
Minuten  langem  Aussetzen  an  trübes  Tageslicht,  wodurch  also  nega- 
tive Elektricität  entwickelt  wurde,  sank  jener  positive  Ausschlag  auf 
-^  H,5  Skth.,  und  stieg  nach  12  Minuten  langem  Stehen  im  Dunkeln 
Mieder  bis  -f-  12,5  Skth.    Eine  neue,  10  Minuten  dauernde  Belichtung 
erzeugte  jetzt  in  der  xMitte  der  Fläche  die  Spannung  von  —  6  Skth., 
die  nach  dem  Verweilen  von  1   Stunde  20  Minuten  im  Dunkeln,  in- 
folge des    immer    noch    hervortretenden   Restes   der    ursprünglichen 
^rken  positiven  Elektrisirung ,  bis  —  0,9  abnahm  und  beim  Stehen 
im  Dunkeln  bis  zum  folgenden  Tage  wieder  auf  -|-  3  Skth.  gestiegen 
war. 

Krystall  No.  6.    Fig.  6  A  und  6  B.  Taf.  J. 

Den  aus  Weardale  stammenden  Krystall  habe  ich  von  einer  schönen 
Druse,  die  ich  von  meinem  CoUegen  Herrn  Professor  A.  Mayer  er- 
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halten,  abgelöst.     Er  besteht   fast    aus    einem   einzigen  Individuum. 
Die  Fluchen   1   und  5  sind  vollständig,  die  Flächen  2,  1  und  6  faM 
vollständig   vorhanden,    während   von  der   Fläche   3  nur   der  obere 
Theil  gut  ausgebildet  ist. 

Die  Masse  des  Krystailes  ist  weniger  dunkel  gefärbt  als  bei  dm 
vorhergehenden  Krystallen ;  sie  sieht  durch  die  Beimengung  des  blanen 
Fluorescenzlichtes  etwas  schmutzig  grünblau. 

Fig.  6  A  gibt  die  Beobachtungen  nach  dem  Belichten,  Fig.  6  B 
die  Beobachtungen  bei  dem  nach  einer  vorhergegangenen  Erhitzung 
bis  100^  eingetretenen  Erkalten. 

Krystall  No.  7.    Fig.  7  A  und  7  B.   Tafel  II. 

Die  Masse  des  Krystailes  iNo.  7  ist  dunkler  grün  gefärbt  als  die 
des  vorhergehenden,  aber  nicht  klar,  sondern  etwas  trübe.  Der 
Gesamnitkrystall  besteht  aus  mehreren  in  paralleler  Stellung  verwach- 
senen Individuen ;  auf  den  Flächen  3,  4  und  6  finden  sich  ausserdem 
andere  kleinere  Kryslalle  in  verschiedenen  Stellungen  aufgewachsen. 

Fig.  7  A  enthalt  die  nach  dem  Belichten,  Fig.  7  B  die  nach  dem 
Erkalten  gemachten  Beobachtungen. 

Die  Fläche  1  dieses  Krystailes  wurde  zu  Versuchen  mit  der  Be- 
strahlung durch  das  elektrische  Kohlenlicht  benutzt.  Der  Kürze  wegen 
führe  ich  im  Folgenden  nur  die  in  der  Mitte  derselben  beobachtete 
Ausschläge  an. 

Nachdem  die  Krystalltläche  1  eine  Minute  lang  in  einem  Abstände 
von  ungefähr  300'"'°  von  den  Kohlenspitzen  der  Strahlung  des  elek- 
trischen Lichtes  ausgesetzt  worden ,  zeigte  die  Mitte  derselben  die 
Spannung  —  7 ;  nach  nochmaligem  gleich  langem  Bestrahlen  sti^ 
dieselbe  auf —  11,5  Skth.  Ich  bemerke,  dass  die  in  Fig.  7  A  etwas 
oberhalb  der  Mitte  eingetragene  Spannung  —  4  Skth.  durch  ein 
13  Minuten  langes  Aussetzen  an  das  Himmelslicht  bei  betleckler 
Sonne  (2ö.  August  Morgens  zwischen  8 — 9  Uhr)  erhalten  wurde. 

Als  di(»  Krystalltläche  bei  Wiederholung  des  Versuchs  mit  dem 
elektrischen  Kohlenlichte  in  gleichem  Abstände  von  den  Kohlenspilzen 
an  eine  etwas  stärker  beUnichtcte  Stelle^)  gebracht  wurde,  erzeugte 
die  Bestrahlung  von   1    Minute  schon  die  Spannung  —  11  Skth. 

*)   Durch  die  Aushöhlung  der  oberen  positiven  Kohle  geht  die  stärkste  Strah- 
hing  etwas  abwärts. 
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Die  unelektrisch  gemachte  Fläche  1  wurde  wieder  an  dieselbe 
He  gebracht  >vie  zuvor,  aber  zwischen  sie  und  die  Kohlenspilzen 
ic  parallelepipedischc  mit  einer  Lösung  von  schwefelsaurem  Chinin 
Wasser  gefüllte  Glasdasche  gestellt,  so  dass  das  Licht,  ehe  es  den 
•yslall  traf,  eine  Schicht  dieser  Lösung  von  40""*  Dicke  zu  durch- 
ingen  hatte.  Nach  einer  Bestrahlung  von  2  Minuten  Dauer  zeigte 
e  Mitte  nur  die  Spannung  —  1,3  Skth.  Dagegen  stieg  dieselbe, 
8  die  Lösung  des  schwefelsauren  Chinins  durch  destillirtes  Wasser 
setzt  wurde,  nach  einer  Bestrahlung  von  2i  Minuten  Dauer  auf 
-10  Skth. 

Bei  diesem  letzten  Versuche  hatte  der  Krystall  eine  etwas  an- 
?re  Lage  als  bei  den  früheren;  das  Kästchen,  in  welchem  er  ein- 
setzt ruhte,  war  um  90*'  gedreht  worden.  Infolge  dieser  Aende- 
ing  in  der  Bestrah lungs weise  trat  in  der  rechten  oberen  Ecke  der 
äche  1    (bei  c)  eine  positive  Spannung  von  -|-  1  Skth.  auf. 

Die  Fläche  4  zeigte  im  oberen  gut  ausgebildeten  Theile  des 
chten  Randes  positive  Spannung.  Links  neben  der  in  Fig.  7  A  mit 
,J  bezeichneten  Linie  lag  eine  ziemlich  grosse,  sehr  ebene  Durch- 
mgsflache.  Bei  s[)ecieller  Prüfung  fand  sich  auf  derselben ,  nach- 
m  sie  1  Minute  dem  elektrischen  Kohlenlichte  ausgesetzt  war, 
wall  negative  Polarität,  deren  Spannung  von  der  Linie  u  fi  nach 
)k$  hin  zunahm. 

Nachdem,  ich  die  Prüfung  der  Flussspathkrystalle  auf  ihr  thermo- 
ektrisches  Verhalten  fast  beendet,  und  dabei  jede  Steigerung  der 
imperatur  über  100'M'.  sorgfältig  vermieden  hatte,  um  nicht  durch 
Qe  zu  starke  Erhitzung  die  photoelektrische  Erregung  derselben  zu 
hadigen,  beschloss  ich,  doch  wenigstens  einen  der  Krystalle,  auch 
if  die  Gefahr  hin,  ihn  für  fernere  Untersuchungen  unbrauchbar  zu 
ichen,  höheren  Wärmegraden  auszusetzen,  um  den  Einfluss  der- 
Ibeo  auf  die  thermo-  und  photoelektrischen  Vorgänge  zu  erforschen, 
d  ich  wählte  dazu  den  Krystall  No.  7,  dessen  Vorlust  um  so  leichter 
ertragen  gewesen  wäre,  weil  er  bei  den  vorhergehenden  Beob- 
itungen  nur  eine  massige  photoelektrische  Erregung  gezeigt  hatte. 

Der  Krystall  i\o.  7  wurde    in  Kupferfeilicht  eingesetzt,    so  dass 

Fläche  1   frei  blieb,    darauf  so    lange  bis  170"  (i.    erhitzt,   dass 

Q  die  Temperatur  in  allen  seinen  Theilen  als  nahe  gleich  betrach- 

konnte,    und  dann  im  Dunkeln   der  Abkühlung   überlassen.     Die 
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thernioelektiische  Spannung  zeigte  sich  etwas  grösser  als  früher,  wo 
er  nur  bis  100^  C.  erhitzt  worden  war.  Etwas  unterhalb  der  Mitte 
der  Flüche  1,  wo  in  Fig.  7  B  die  Spannung  +1,4  Sklh.  steht,  wurde 
jetzt  ein  Ausschlag  von  -f-  2,0  Skth.  beobachtet. 

Bei  dem  Belichten  stellte  sich  aber  ein  ganz  unerwartetes  Re- 
sultat heraus.  Ich  hatte  den  Krystall,  nachdem  er  von  der  zuvor 
erwähnten  Erhitzung  bis  170^  abgekühlt  war,  durch  Abblasen  mit 
einer  Alkoholflamme  unelektrisch  gemacht,  sodann  mit  der  freien 
Flüche  1  dem  trüben  Tageslichte  ausgesetzt,  und  1  Stunde  20  Minu- 
ten darin  stehen  lassen.  Zu  meinem  Erstaunen  fand  ich  eine  ganz 
ausserordentlich  starke  photoelektrische  Erregung;  ich  habe  dieselbe 
in  Fig.  7  A'  eingetragen. 

Die  in  Fläche  1  der  Fig.  7  A  eingezeichneten  elektrischen  Span- 
nungen waren  durch  ein  Aussetzen  von  1 3  Minuten  an  trübes  Tageis- 
lichl  erzeugt  worden.  Als  ich  jetzt,  also  nach  der  Erhitzung  bis  170* 
und  der  vorhin  beschriebenen  starken  photoelektrischen  Erregung, 
den  völlig  unelektrisch  gemachten  Krystall  ebenfalls  13  Minuten  ins 
Tageslicht*)  stellte,  erhielt  ich  die  in  Fig.  7  A"  eingetragene  elektrische 
Erregung.  Ein  ähnliches  Resultat  ergab  nach  einigen  Tagen  ein 
neues  14  Minuten  dauerndes  Aussetzen  ans  Tageslicht;  anstatt 
—  15  Skth.  (Fig.  7  A")  erhielt  ich  in  der  Mitte  der  Fläche  die  Span- 
nung —  18  Skth.,  und  ebenso  waren  auf  den  Übrigen  Theilen  der 
Fläche  1   die  Spannungen  entsprechend  gestiegen. 

Die  Kigenschatl  der  Fläche  1  ,  durch  den  Einfluss  des  Lichtes 
elektrisch  zu  werden,  war  also  durch  die  vorhergegangene  Erhitzung 
bis  170"  wesentlich  erhöht  worden. 

Bei  der  eben  erwähnten  Erhitzung  hatte  die  Fläche  1  frei  an 
der  Luft  gelegen;  dagegen  waren  die  übrigen  Flächen  des  Krystalles 
mit  Kupferfeilicht  bedeckt  gewesen.  Eine  Untersuchung  dieser  lela- 
teren  Flächen  auf  ihr  pliotoelektrisches  Verhalten  zeigte  keine  so  be- 
trächtliche Zunahme  der  Erregbarkeit  durch  das  Licht,  wie  sie  aul 
der  Fläche  1  beobachtet  worden ;  hat  überhaupt  eine  Zunahme  der- 
selben stattgefunden,  so  ist  dieselbe  nicht  bedeutend  gewesen. 

Ich  wage  für  jetzt  nicht  zu  entscheiden,  durch  welchen  Umstanc 

*)  Der  Himnicl  war  während  dieser  Zeil  ziemlich  wolkig;  doch  brach  auci 
wohl  auf  einige  Augenblicke  die  Sonne  durch  ;  der  Krystall  stand  aber  ge^en  dif 
Sonnenstrahlen  im  Schatten. 
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ser  Unterschied  in  den  Aenderungen  der  Erregbarkeit  auf  der 
Iche  1  und  den  übrigen  Flächen  hervorgerufen  worden.  Er  könnte 
leugl  sein  dadurch,  dass  die  Fluche  1  beim  Erhitzen  oben  gele- 
n,  oder  dadurch,  dass  sie  von  der  Luft  berührt  wurde,  während 
e  übrigen  mit  Kupferfeilicht  bedeckt  waren ;  es  könnte  aber  auch 
if  der  Fläche  1  infolge  von  früherer  Lichleinwirkung  die  photo- 
sktrische  Erregbarkeit  in  stärkerem  Grade  als  auf  den  benachbar- 
Q  Flächen  geschwächt  gewesen  und  durch  die  Erhitzung  nur  eine 
laäheining  an  den  früheren  Zustand  wieder  hergestellt  worden  sein. 

Krystall  No.  8.     Fig.  8  A  und  8  B.  Taf.  II. 

Der  dem  Freiberger  Museum  gehörige  Krystall  No.  8  ist  in  seiner 
isse  nicht  ganz  so  dunkelgrün  wie  die  Krystalle  No.  1  bis  5.  Von 
en  sechs  Würfelflächen  sind  mehr  oder  weniger  grosse  Theile  vor- 
nden;  jedoch  sind  die  in  Fig.  8  A  und  B  gezeichneten  Flächen 
ine  Würfelflächen,  sondern  diese  letzteren  werden  vielmehr  durch 
;  Flächen  eines  sehr  stumpfen  Pyramidcnwürfels  vertreten.  Auf 
D  Kanten  liegen  ausserdem  noch  sehr  schmale  Flächen  eines  we- 
;er  stumpfen  Pyramidcnwürfels.  Die  Streif ungen  der  Würfelflächen 
lachen  des  stumpfen  Pyramidenwürfels)  gehen  (oft  etwas  gebögen) 
n  Würfelkanten  parallel.  Der  Krystall  war  mit  dem  Theile  der 
lebe  3  aufgewachsen  gewesen,  wo  in  Fig.  8  A  -f-  ^ß^S?  +  21  und 
1 3  steht. 

Fig.  8  A  stellt  die  nach  dem  Belichten ,  Fig.  8  B  die  nach  dem 
kalten  gemachten  Beobachtungen  dar.  Die  Fläche  i  hatte  30  Mi- 
len^),  die  Fläche  2  20  Min.,  die  Fläche  3  15  Min.,. die  Fläche  4 
Min.,  die  Fläche  5  17  Min.  und  die  Fläche  6  22  Min.  im  Tages- 
ile  gestanden:  an  den  verschiedenen  Tagen,  an  welchen  die  Ver- 
he  ausgeführt  wurden,  war  aber  die  Intensität  des  Tageslichtes 
ht  gleich;  bei  Prüfung  der  Fläche  5  war  der  Himmel  zum  Theil 
be,  und  das  Licht  mussto  erst  das  Glas  einer  Fensterscheibe 
-chdringen. 

Auffällig  ist  der  grosse  Unterschied  in  der  Stärke  der  negativen 
arität   auf  der  Fläche  4  und  auf  der  Fläche  1  ;   indess  lässt  sich 


*]  Bei  diesem  Versuche  war  der  Himmel  trübe ;  doch  waren  aber  auch 
veilig  die  Sonnenstralilen  durch  die  VV^olkeniücken  gedruqgen  und  hatten  die 
lie   I    getroffen. 


gegenwartig   der  Grund    davon  nicht  i 
der  Kryslall  nicht  frisch  aus  der  Grn' 
den   ist.     Bereits   in    der   voriAufig« 
hervorgehoben,  dass  durch  starke 
das  Licht  elektrisch  zu  werden, 
wohl  mögUch,  dass  die  Fläche 
rend  seiner  Aufstellung   in  < 
gesetzt  gewesen  als  die  Fl 
in  das  Pappkästchen  so  <: 
Flüche    1    sichtbar  gew 
Schwäche  der  negati 
sein.     Die   Schwad > 
des  zweiten  kleine* 

Die  an  dci 
wenn   der  gan 
überall  posili' 
der  Zahlen  V* 
am  oberop 
stössl  an 
vorhai 


_.  /  'P  der  inan^ 
'   also  nicht  er- 

,  n  lans;  deai 

,f(ii  lliniin«'  J^ 
.leren  locken  f 

,  l...|an(l  sich  jeJocb  I 
.li  die  10  Minuten  da«"  ; 
kl  fischen   Spannungen  ^^'  » 
liü  Abbildung  der  FlUche  I  ^^^'  ] 
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in  Kupferfeilicht  so  eingesel/.t,  da' 


selb« 
toi 
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:uir  bis  80M:.  erwärmt.     Nach  15  >U' 
i .   .^ab  er  die  in  Fig.  9  B  eingescl\ricbi5^ 
^aiinungen. 
*  L  hr  40  Min.)  wurde  der  Krystall ,   nacli- 
,%aitung  erzeugte  EloktricitUt   mittelst  der  Al- 
.    %jr,  wieder  10  Minuten  an  demselben  Orte, 
^-^irhte  ausgesetzt.      Der   Himmel    war   etwas 
,%.  ne  Sonne  brach  nicht  durch  die  Wolken ;  auch 
^»^rhaupt   durch  ihre  geringere  Höhe    über  dem 
•tiiUilort  worden.     Trotzdem  zeigte  die  Flüche  1 
K»hto    Krregbarkoil ;    ich    fand    die    in    Fig.    9    A 
^  ..  .^f  iion  (elektrischen  Spannungen.     In  der  Mitte  der 
^^    iio  Intensität  von  —7  auf  — 13  Skth.  gestiegen, 
.vu  unmöglich  gewesen,  dass  diese  VcMslUrkung  der 
^^aitiin^^*n   dadurch   hervorgerufen   worden,    dass    der 
ct4i    iwoil^*»    Aussetzen    ans   Tagoj^licht    10   bis   \li^  C. 
^^  <v*  diMU  ersten.    Um  zu  entscheiden,  ob  dieser  lim- 
,.  ,i.s  l.'i"  höhere  Temperatur)    für  sich  im  Stande  sei, 
^  uii'  die  Stärke   dei*  durch  Belichtung  erzeugten  elek- 
^^^„,.i^ou  auszuüben,  wurde  der  Krystall  am  andern  Mor- 
.,  ,.)  Um/  wieder   10  Minuten  dem  Tageslichte  ausgesetzt, 
HMW   der  Fläche   1    die  Spannung  —  10,7  Skth.    beob- 
^uui   wurde   der   Krystall   eine    Stunde    lang   in   das   bis 
^..iiHiio  kupferne  Gefäss  gestellt,  und  sodann  (10  Uhr)   von 
Iji^oslichl  gebracht;  es  wurde  jetzt  in  der  Mitte  die  Span- 


^> 
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Der  Himmel  war  seit  dem  ersten  Ver- 
üben ;    der  höhere  Stand  der  Sonne 
o  Zunahme  mn  1.5  Sklh. 

-obnchtele  nicht  unbeträcht- 
.miireu  ist  also  offenbar  eine 

iU's.  wie   er   nach   der   eben   er- 

liind,  sind  die  in  Fig.  9  A  eingelrage- 

iiit  worden.    Die  Flächen  1,  i  und  5  sind 

n«'n    3  und  6    11    xMinulen   und   die  Fläche  2 

.ii;cshchte  ausgesetzt  gewesen.    Ich  erinnere  daran, 

iiigcn  Erhitzung  nur  die  obere  Fläche  1    frei  die  Luft 

\cdirend    die    übrigen  Flächen    von    Kupferfeilichl    bedeckt 

Jn  Bezug  auf  die  Ihermoeleklrischen  Vorgänge  ist  nur  die  Fläche  1 
flach  der  Erhitzung  bis  80^  C..  untersucht  worden;   die  bei  der  Ab- 
tobluDg  nach  dieser  Erhitzung  beobachteten  Spannungen   sind,   wie 
bereits  erwähnt,  in  Fig.  9  B  eingetragen  worden. 

Krystall  No.  10.    Fig.  10  A  und  10  B.  Taf.  II. 

Der  Fig.  10  abgebildete  Krystall  besteht  hauptsächlich  aus  drei 
▼erwachsenen  Individuen;  die  Masse  derselben  ist  hellgrün  gefärbt, 
aemlich  klar  und  durchsichtig.  An  dem  in  der  Fig.  1 0  als  Hauptkry- 
flall  behandelten  Individuum  sind  etwas  grössere  Theile  der  Würfel- 
ISchen  1  ,  4  und  5  sichtbar ,  während  von  der  Fläche  6  nur  ein 
Imisersi  geringer  Rest  vorhanden  ist.  Alle  übrigen  Begrenzungen,  so- 
weit sie  nicht  Flächen  der  anderen  beiden  Individuen  sind,  werden 
▼on  Bruchflächen  gebildet. 

Da  der  Krystall  zum  grössten  Theile  von  Bruchflächen  begrenzt 
wird,  und  auch  von  den  Flächen  4  und  5  blos  die  Ränder  erscheinen, 
80  waltet  auf  seiner  Oberfläche  nach  dem  Belichten  (Fig.  10  A)  die 
positive,  und  nach  dem  Erkalten  (Fig.  10B)  die  negative  Polarität 
▼or.  Nur  auf  der  Würfelfläche  1  erscheint  nach  dem  Belichten  die 
aegalive  und  nach  dem  Erkalten  die  positive  Spannung;  dagegen 
tritt  auf  dem  rechts  von  dieser  Fläche  liegenden  angeschlagenen 
Dorchgange  des  zweiten  Individuums  nach  der  Belichtung  die  posi- 
tive Eiektricität  auf.     Auf  der  an  die  Stelle  der  W  Urfelfläche  3  ge- 

AMab^I.  4.  K.  S.  OeMllBch.  d.  Wiasensch.  XX.  ^' 
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tretenen  Bruchfliiche  ist  die  Substanz  nur  vveisälichgrUn  und  aussei^ 
dem  liegt  in  dei*  Mitte  der  Bruchfläche  noch  eine  kleine  Bleigtaai- 
niasse ;  dies  erklärt  die  daselbst  beobachtete  geringe  Stärke  der  Elek- 
tricität. 

Die  früher  an  den  Krystallen  No.  1    und  5  über  die  elektrischet 
Vorgänge  bei   steigender  Temperatur   angestellten  Versuche   bezöget.; 
sich  nur  auf  Krystallflächen;  es  schien  mir  nöthig,  durch  die  Beob- 
achtung den  Beweis  zu  liefern,  dass  die  Bruchfluchen  ebenfalls  d«^ 
ent>[jrechende  Verhalten  zeigen.     Ich    wählte  zu   einer  solchen  die-H 
Fläche  2  des  vorliegenden  Krystalles ,  die  sich  durch   ihre   nicht  n  -\ 
geringe  elektrische  Erregung  empfahl. 

Der  Krystall  wurde  auf  dem  kleinen  neben  dem  Elektromeler  : 
beßndhchen  Ofen  (S.  211)  so  in  Kupferfeilicht  eingesetzt,  dass  nur  f 
die   Bruchfläche  2    frei   lag;    beim   Erhitzen   zeigte   die    Mitte  dieser^ 

Fläche  positive  Elektricität,  die  bis  -j"  ^^^  ^^^^'  ^^'^  "°^  ^^^  '^''^ 
kalten  in  die  negative  überging. 

Darauf  wurde  der  Krystall  in  eine  kupferne  Schale  in  Kupfer-  - 
feilicht  eingesetzt,  so  dass  ebenfalls  die  Fläche  2  frei  blieb.  Als  nun  ' 
diese  Schale  mit  dem  Krystall  3  Minuten  in  einem  bis  170**  C.  er-  I 
hitzten  Ofen  gestanden  hatte,  zeigte  die  Mitte  der  Fläche  sogleich  nach  \ 
dem  Herausnehmen  die  positive  Spannung  von  -|-  1  Skth. 


B.  Im  refleotirten  Lichte  violblau  erscheinende  Flussspäthe 

von  Weardale  und  Aiston  Moor. 

Die  im  reflectirten  Lichte  violblauen  Flussspathkrystalle  von  Wear- 
dale und  Aiston  Moor  erscheinen  im  durchgehenden  Lichte  grünlich 
gefärbt.  Diese  grünliche  Färbung  ist  meistens  nur  schwach  und  geht 
öfter  ins  Grauliche  über.  Bisweilen  wechseln  auch  grüne  Schichteo 
mit  rothen  ab. 

Krystall  No.  M.    Fig.  11  A  und  11  B.    Taf.  IL 

Der  Krystall  No.  11  stammt  von  Aiston  Moor.  Die  im  reflec- 
tirten Lichte  violblaue  Färbung  seiner  Masse  ist  nicht  sehr  tief;  an 
den  verletzten  Stellen  auf  der  Fläche  4  erscheint  die  Farbe  sogät 
fast  weisslich ;  Flecken  von  weisslichem  Aussehen  umgeben  auch  den 
kleinen  auf  den  Flächen  1   und  4  eingewachsenen  KrystaU.   Im  durch- 
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lendea  Lichte  erscheint  der  Krystall  grünlich.  Die  Fläche  1  ist 
l  ganz  vollständig  vorhanden ;  von  den  Flächen  2,  5  und  6  finden 
ti  grössere  gut  ausgebildete  Stücke;  dagegen  ist  von  der  Krystall- 
:he  i  nur  ein  sehr  schmaler  Rest  zu  sehen,  und  der  übrige  Theil 
r  Fläche  4,  ebenso  wie  die  Fläche  3 ,  wird  von  Bruchflächen  ge- 
det. 

Die  nach  dem  Belichten  beobachteten  Spannungen  sind  in  die 
icbnuDg  IIA  und  die  nach  dem  Erkalten  gemessenen  in  die  Zeich- 
Dg  11  B  eingetragen.  Bei  der  Belichtung  hatte  die  Fläche  1 
i  Minuten  und  die  Fläche  3  47  Minuten  in  trübem  Tageslichte  ge- 
laden ;  die  Fläche  2  hatte  sich  22  Minuten  lang  der  durch  Wolken 
deckten  Sonne  gegenüber  befunden ;  die  Fläche  5  war  20  Minuten 
d  die  Fläche  6  29  Minuten  dem  hellen  Tageslichte  ausgesetzt  ge- 
esen. 

Die  Krystalltlächen  erscheinen  nach  dem  Belichten  negativ,  nach 
m  Erkalten  positiv;  die  Bruchflächen  zeigen  ein  entgegengesetztes 
irballen. 

Wir  haben  schon  früher  gesehen,  dass  auf  manchen  Bruchflächen 
ch  dem  Belichten  eine  starke  positive  Spannung  aullritt,  z.  B.  auf 
lebe  2  des  Kryst.  No.  2,  auf  den  Flächen  2  und  3  des  Kryst.  No.  5, 
f  Fläche  3  des  Kryst.  No.  8.  Auf  der  Fläche  3  des  vorliegenden 
ystalles  No.  11  ist  die  positive  Eiektricität  sogar  beträchtlich  grösser 
>  die  negative  auf  den  ausgebildeten  Krystallflächen,  und  doch  hatten 
3  Flächen  1  und  3  fast  gleich  lange  im  trüben  Tageslichte  ge- 
mden. 

Der  Krystall  sass  ursprünglich  mit  anderen  kleineren  Krystallen 
f  einer  grösseren  Gesteinsmasse,  und  wurde  von  mir  losgebrochen, 
1  ihn  bequemer  ^uf  sein  photo-  und  thermoelektrisches  Verhalten 
Ifen  zu  können.  Die  als  Projection  der  Fläche  3  gezeichnete  Bruch- 
che  ist  also  eine  frische  Fläche,  welche  zuvor  noch  nicht  dem 
rbte  ausgesetzt  gewesen  war;  dagegen  könnten  die  eigentlichen 
^stalHlächen  alleidings  mehr  oder  weniger  Lichteinwirkungen  em- 
ngen  haben,  bevor  das  betretfende  Uandstück  von  mir  erworben 
rde,  und  dadurch  ihre  Emplindlichkeit  gegen  die  Belichtung  ver- 
jert  worden  sein.  Nach  vielen  Beziehungen  hin  würde  es  über- 
ipt  grosses  Interesse  haben,  ganz   frisch  aus  der  Grube   entnom- 
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mene  und  vor  dein  Einflüsse  jedes  Licfites  sorgfältig  geschützte  Fluss- 
spathkrystalle  zu  untersuchen. 

Kry  stall  No.  12.     Fig.  12  A  und  12  B.   Taf.  IL 

Der  von  Weardale  stammende  Krvstall  iNo.  12  ist  derselbe,  welchen 
ich  in  meiner  vorläufigen  Mittheilung  unter  No.  I  aufgeführt  habe.  Er 
besteht  wesentlich  aus  zwei  durch\vachsenen  Individuen,  von  denen 
in  der  Zeichnung  das  eine  als  Hauptkrystall  behandelt  ist.  Die  Farbe 
ist  im  reflectirten  Lichte  ziemlich  tief  violblau,  nur  an  den  verbroche- 
nen Stellen  wird  sie  fast  weiss.  Im  durchgehenden  Lichte  erscheint 
der  mittlere  Theil  grünlich ;  ihn  umgiebt  eine  röthliche  Schicht. 

Die  Würfelflächen  sind,  wie  bei  mehreren  der  früheren  Krystalle, 
durch  sehr  ungleich  grosse  Flächen  eines  sehr  stumpfen  Pyramiden- 
würfels ersetzt;  auf  den  Kanten  liegen  sehr  schmale  Flächen  eines 
weniger  stumpfen  Pyramidenwürfels. 

Die  Fläche  1  ist  fast  ganz  vorhanden;  massig  grosse  Theile  er- 
scheinen von  den  Flächen  4  und  5;  von  der  Fläche  2  ist  nur  ein 
kleiner  Theil  übrig;  an  die  Stelle  des  grössten  Theiles  dieser  Fläche, 
sowie  an  die  Stelle  der  Flächen  3  und  6  sind  Bruchflächen  getreten. 

Auf  der  Fläche  1   dieses  Krystalles  wurde  zuerst  von  mir,  nach- 
dem der  Krvstall  bis  100"  erhitzt  und  dann  erkaltet  war,  eine  posi- 
tive Spannung   von  -f"  2  Skth.  wahrgenommen.     Gestützt    auf  diese 
Beobachtung  und  auf  die  im  Eingange  dieser  Abhandlung  dargelegten 
Betrachtungen  versuchte  ich  dann  die  Wirkung  des  Sonnenlichtes  und 
erhielt   in   der   That  sehr    beträchtliche   elektrische   Spannungen.    In 
der  Mitte   der  Fläche  1   stieg  die  negative  Spannung,   nachdem  der 
Krystall  einige  Zeit  dem  Sonnenlichte  ausgesetzt  gewesen,  bis  —23 
Skth.     Am  folgenden  Tage  wurde    der  zuvor   unelektrisch  gemachte 
Krystall  von  Neuem  dem  Lichte  der  etwas  verschleierten  Sonne  aus- 
gesetzt, und  von  Zeit  zu  Zeit  die  elektrische  Spannung  auf  den  ver- 
schiedenen Punkten  der  Fläche  1  gemessen.    Diese  Spannungen  wuch- 
sen mit  der  Dauer  der  Bestrahlung,  und  das  Verhältniss  der  auf  den 
verschiedenen  Punkten  gemessenen  Spannungen  blieb  nahe  dasselbe. 
Nach   1i  Stunde  halte  sich  die  Fig.  12  A'  dargestellte  elektrische  Vcr- 
theilung  auf  der  Fläche  ausgebildet.     Als   unmittelbar  darauf  die  in 
diesem  Zustande    befindliche    Fläche   noch    einer   kurzen    Bestrahlung 
durch  das  mittelst  einer  kleineren  Linse  concentrirte  Sonnenlicht  aus- 
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gesetzt  wurde,  zeigten  die  elektrischen  Spannungen  die  in  Fig.  12A" 
eingetragenen  Grössen. 

Nachdem  bisher  ausschliesslich  das  Sonnenlicht  zur  Erregung  der 
elektrischen  Spannungen  verwandt  worden,  versuchte  ich  am  dritten 
Tage  die  Wirkung  des  zerstreuten  Tageslichtes;  ich  licss  den  Krystall 
8  Stunden  in  demselben  (geschützt  gegen  die  Strahlen  der  Sonne) 
stehen  und  fand  dann  die  in  Fig.  12A'"  eingetragenen  Werthe. 

Am  vierten  Tage  wünschte  ich  die  starke  elektrische  Spannung, 
wie  ich  sie  an  den  vorhergehenden  Tagen  bereits  durch  das  Sonnen- 
licht erhalten  hatte,  noch  weiter  zu  erhöhen,  und  setzte  die  Flache  1 
30  Minuten  lang  den  Strahlen  des  durch  eine  ziemlich  grosse  Linse 
coQcentrirten  Sonnenlichtes  aus.  Die  kleine  kupferne  Schale,  in  wel- 
cker  der  Krystall  in  Kupferfeilicht  eingebettet  lag,  war  dabei  so  heiss 
geworden,  dass  ich  sie  kaum  mit  der  Hand  halten  konnte.  Bei  der 
Piiirung   nach    dieser  Bestrahlung   zeigte   der  Krystall    fast  gar  keine 

.  elektrische  Spannung  mehr;  die  durch  die   Belichtung  noch  erzeugte 
schwache  negative  Spannung  wurde  durch  die  infolge  der  Abkühlung 

'  des  Krystalles  entstehende  positive  neutralisirt. 

Der  Krystall  war  an  den  vorhergehenden  Tagen  gewöhnlich  nach 

.  dem  Belichten  bis  100"  erhitzt  und  längere  Zeit  auf  dieser  Tempe- 
mlur  erhalten  worden,  ohne  dass  eine  merklich  schwächende  Wir- 
kung auf  die  Entstehung  der  Elektricilüt  durch  Belichtung  wahrge- 
lonunen  wurde.  Die  in  dem  vorhergehenden  Versuche  mit  concen- 
eentrirtem  Sonnenlichte  erfolgte  ungemein  grosse  Schwächung  der 
pboloelektrischen  Eigenschaft  konnte  also  nicht  durch  die  infolge  der 
starken  Bestrahlung  entstandene  Erhöhung  der  Tenjperatur  hervor- 
gerafen  worden  sein,  sie  musste  eine  Folge  der  Einwirkung  der  leuch- 
tenden und  der  chemisch  wirkenden  Strahlen  sein.  Auch  die  oben 
S.  244  und  247  mitgetheilten  Versuche  mit  den  Krystallen  No.  7  und 
No.  8  beweisen,  dass  selbst  eine  Temperatur  von  i  70"  die  photoelek- 

Irische  Erregung  nicht  schwächt,  sondern  sie  vielmehr  erhöht. 

Seit  jener  Zeit  habe  ich  die  Fläche  1  des  vorliegenden  Krystalles 

wiederholt  geprüft  und  dieselbe  mannichfachen  Behandlungen  ausge- 

eeizi;  es  ist  mir  aber  bis  jetzt  durch  kein  Mittel  gelungen,  die  frühere, 

ftir   einen   violblauen  Krystall    ausserordentlich  hohe   pholoelektrische 

Err^barkeit  wieder  herzustellen. 

In   Fig.  12  A   sind    in   die   Zeichnung   der   Fläche   1    diejenigen 
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Werllie  eingelrag(»n,  wie  sie  bei  dem  infolge  der  vorher  erwähoten 
Behandlung  eingetretenen  Zustande  der  Krystallfldche  nach  48  Minuten 
langem  Aussetzen  an  das  Tageslicht  gefunden  wurden*).  Als  un- 
mittelbar darauf  die  Flache  1  in  diesem  Zustande  noch  10  Minuten 
lang  den  directen  Strahlen  der  Sonne  ausgesetzt  wurde,  stiegen  die 
negativen  Spannungen  noch  etwas ;  die  nach  dieser  Bestrahlung  ge- 
messenen Werthe  sind  in  Fig.  A^^  eingezeichnet  worden.  Man  sieht, 
dass  trotz  der  gegenwärtig  viel  grösseren  Empfindlichkeit  des  Elek- 
trometers keine  elektrischen  Spannungen  von  dem  Betrage  der  früher 
(Fig.  12A'  und  A")  beobachteten  erhalten  werden  konnt^sn. 

Ja  selbst  durch  eine  Bestrahlung  mittelst  des  elektrischen  Lichtes 
Hess  sich  die  frühere  Intensität  der  elektrischen  Spannungen  nicht  wieder 
hervorrufen.  Als  die  Fläche  1  den  Strahlen  dieses  Lichtes  4  Minuten 
lang  ausgesetzt  wurde,  fanden  sich  bei  hoher  Empfindlichkeit  des 
Elektrometers  nur  die  in  Fig.  12  A^  verzeichneten  Werthe. 

Die  in  Fig.  1 2  A  eingetragenen  photoelektrischen  Beobachtungen 
sind  nach  dem  Aussetzen  des  Krystalles  an  das  Tageslicht  leider  bei 
sehr  verschiedenen  Zustanden  desselben  und  nach  verschiedener  Dauer 
gemacht  worden.  Die  Fläche  1  hatte  48  Minuten,  die  Fläche  5 
33  Minuten,  die  Fläche  2  25  Minuten,  die  Fläche  3  33  Minuten,  die 
Fläche  4  38  Minuten  und  die  Fläche  6  36  Minuten  lang  im  Tageslicht 
gestanden,  das  aber  bei  Fläche  4  und  6  sehr  trübe  war. 

Die  positive  Spannung,  welche  bei  anderen  Krystallen  meist 
durch  die  Belichtung  gerade  auf  den  Bruchflächen  in  ziemlicher  Starke 
auftritt,  erscheint  auf  den  Bruchflächen  3  und  6  dieses  Krvst^Hes 
nur  schwach ;  es  hat  dies*  seinen  Grund  in  dem  Umstände,  dass,  wie 
schon  oben  hervorgehoben,  diese  Bruchflächen  fast  weisslich  erschei- 
nen, also  des  Farbstoffes  entbehren. 

Da  bei  der  Entstehung  der  Elcktricität  auf  der  Oberfläche  der 
Flussspathkrystalle  der  Farbstofl*  eine  wichtige  Rolle  spielt,  so  ver- 
suchte ich  schliesslich,  ob  sich  die  auf  der  Fläche  1  des  vorliegenden 
Krystalles  früher  beobachtete  hohe  Erregbarkeit  durch  Einlegen  in 
eine  fluorescirendc  Flüssigkeit  wiederherstellen  würde.  Nun  zeiget 
aber  die  Flächen  der  Flussspäthe  ein  eigenthümliches  Verhalten  geg^" 

*;    Die    in    Kig.    12  A   (Flüche   \)    eingetragenen  Werthe    sind    bei  einer  vic' 
hölieren  KnipHndlichkeit  des  Elektrometers  erhalten  worden,   als  die  in  Fig.  <i^ 
eingeschriebenen. 
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dringung  des  Kryslalles  ausreichend  lange  Erhitzung  bis  1 00^  yort 
gegangen  war. 

Krystall  No.  13.    Fig.  13  A  und   13  B.    Taf.  11. 

Der  aus  zwei    durchwachsenen  Individuen   bestehende   Kr^ 
No.  13  gleicht  in  der  Beschaffenheit  seiner  Krystallflächen  dem 
stall  No.  1 1    und   stammt  ebenso  wie  dieser  von  Aiston  Moor.  \ 
rend  er  im  reflectirten  Lichte  eine  ziemlich  dunkelblauviolette  F 
zeigt,  erscheint   er  im   durchgehenden  Lichte   im  Allgemeinen  { 
grünlich;  jedoch  liegt  ungefähr  3™  unterhalb  der  Fläche  1  und 
mit  ihr  parallel  eine  schön  grUngefärbte  Schicht,  durch  deren 
sich,  ebenfalls  parallel  zur  Fläche  1,  ein  dunklerer  Streifen  hindi 
zieht.    Oberhalb  dieser  grünen  Schicht,  nach  der  Fläche  1    hin, 
die  Substanz  des  Krystalles  rölhlich  aus. 

Die  Fläche  1  des  als  Hauptkrystall  betrachteten  Individuum 
ziemlich  vollständig  vorhanden;  von  den  Flächen  2,  4  und  5  ti 
sich  grössere  Theile,  von  der  Fläche  6  nur  «ein  geringer  Rest; 
an  Stelle  der  Fläche  3  gezeichnete  Projection  stellt  eine  Bruchfl 
dar,  welche  von  der  Substanz  des  zweiten  Individuums  gebildet  ^ 
Von  diesem  zweiten  Individuum  sind  drei  Krvstalltlächen  zum 
vorhanden;  die  grösste  derselben  ist  die  mit  «  bezeichnete  Fh 
welche  infolge  ihrer  Lage  gleichzeitig  in  den  Projectionen  der 
chen  4  und  5  sichtbar  wird. 

Fig.  1 3  A  slellt  die  elektrischen  Spannungen  nach  der  Be 
tung  und  Fig.  13  B  bei  der  Erkaltung  dar. 

Die  nach  der  Belichtung  auftretenden  Spannungen  erreichei 
den  Flächen  1,  2  und  3  eine  ziemliche  Stärke.  Die  in  die  Z 
nung  der  Fläche  1  aufgenommenen  Spannungen  wurden  beoba< 
nachdem  die  Fläche  1  20  xMinulen  lang  im  Tageslichte  gestanden  I 
Die  Fläche  2  war  25  Minuten  und  vielleicht  eben  so  lange  auc 
Fläche  3  dem  triiben  Lichte  eines  mit  grauen  Schneewolken  bec 
ten  Himmels,  das  aber  zeitweise  durch  etwas  schwachen  Soi 
schein  unterbrochen  wurde,  ausgesetzt  gewesen. 

Die  beim  Erkalten  beobachteten  elektrischen  Spannungen  z 
nur  eine  geringe  Stärke. 
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Krystall  No.   14.     Fig.  14  A  und  U  B.    Taf.  II. 

Der  Krystall  No.  1 4  stimmt  in  den  an  ihm  auftretenden  Krystall- 
rmen  mit  den  vorhergehenden  überein;  er  besteht  hauptsächlich  aus 
^ei  grösseren  durchwachsenen  Individuen,  an  welche  sich  auf  den 
lieren  Theilen   zahlreiche   kleine  Flussspathwürrel   angesetzt   haben. 

Von  dem  in  den  Zeichnungen  Fig.  14  A  und  B  vorzugsweise 
igebildeten  Hauptkrystalle  sind  grössere  Theile  der  Krystall  flächen 
und  3,  und  kleinere  Theile  der  Flächen  1,  2  und  3  vorhanden. 
1  Stelle  der  Flache  6  finden  sich  kleine  aufgewachsene  Krystalle 
id  Bruchflächen  derselben,  weshalb  dieselbe  in  die  Zeichnungen 
r  nicht  aufgenommen  worden  ist. 

Auf  den  Flächen  3,  4  und  5  tritt  die  Photoelektricität  in  ziem- 
her  Stärke  auf.  Auf  der  Fläche  i  erscheint  beim  Erkalten  (Fig.  1 4  B) 
r  negative  Elektricität;  nach  dem  Belichten  wurde  dem  cntspre- 
end  entweder  auch  blos  positive  Spannung,  oder  unter  etwas  ab- 
änderten Verhältnissen  die  in  Fig.  1 4  A  eingetragene  Vertheilung, 
i  welcher  nur  der  Rand  positiv  erscheint,  beobachtet.  Aus  diesen 
)obachtungen  ergiebt  sich,  dass  die  beim  Erkalten  auf  Fläche  1 
Rretende  negative  Spannung  nur  die  dem  Rande  angehörige  ist; 
es  wird  auch  durch  den  Umstand  bekräftigt,  dass  diese  negative 
)annung  nach  unten  hin  nicht  so  stark  zunimmt,  wie  dieses  statt- 
iben  würde,  wenn  die  negative  Elektricität  der  Mitte  der  Fläche  1 
od  nicht  blos  ihrem  Rande  entspräche. 

Krystall  No.  15.     Fig.   ISA  und  15  B.    Taf.  III. 

Der  aus  Weardale  stammende  Krystall  gehört  der  Freiberger 
mmlung  und  besteht  vorzugsweise  aus  zwei  durchwachsenen  In- 
/iduen,  von  denen  das  grössere,  in  seinen  Flächen  am  meisten  aus- 
bildete, in   Fig.   1 5  A  und  B  dargestellt  ist. 

Im  reflectirten  Lichte  zeigt  der  Krystall  keine  sehr  tief  violblaue 
rbung;  im  durchgehenden  Lichte,  das  jedoch  nur  an  einigen  klei- 
Q  Stellen  beobachtet  werden  kann,  erscheint  die  Substanz  im  All- 
neinen  schwach  graulich,  nach  aussen  hin  umgeben  von  einer 
hlichen  Schicht. 

Die  Fläche  1   ist  vollständig  vorhanden;  von  den  Flächen  4,  5 
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und  6  finden  sich  grössere  Stücke.  Von  der  Fläche  2  ist  allerdings 
ein  grosser  Theil  vorhanden,  jedoch  mit  kleinen  Krystallen  von  Blei- 
glanz belegt.  Die  Stelle  der  Fläche  3  wird  von  Durchgangs-  und 
Bruchflächen  eingenommen;  nur  unten  rechts  erscheint  der  Rest  einer 
Würfelfläche,  welche  einer  Forlsetzung  des  grösseren  Hauptkrystatles 
oder  einem  kleineren  mit  ihm  in  paralleler  Stellung  befindlichen 
angehört. 

Fig.  1 5  A  stellt  die  nach  der  Belichtung,  Fig.  1 5  B  die  bei  Er- 
kaltung beobachteten  elektrischen  Spannungen  dar. 

Auf  der  sehr  vollkommen  ausgebildeten  und  auch  vollständig 
vorhandenen  Fläche  1  konnte  auffälliger  Weise  weder  durch  das 
Tageslicht  noch  durch  das  directe  Sonnenlicht,  selbst  als  diese  Fläche 
42  Minuten  lang  in  schwachem  Sonnenschein  gestanden  hatte,  eine 
wahrnehmbare  Spur  von  Eleklricität  erzeugt  werden;  erst  durch  die 
starke  Strahlung  des  elektrischen  Kohlenlichtes,  das  durch  eine  40*" 
dicke  Schicht  einer  Alaunlösung  gegangen  war,  entstand  eine  schwache 
negative  Spannung;  nach  1  Minute  langer  Bestrahlung  durch  diese6 
Licht  zeigte  die  Mitte  der  Fläche  —  1,3;  nach  einer  7  Minuten 
langen  gleichen  Bestrahlung  war  die  Spannung  daselbst  nur  bis 
—  2  Skth.  gestiegen.  Die  nach  dieser  letzten  Bestrahlung  auf  ver- 
schiedenen Punkten  der  Fläche  1  beobachteten  Ausschläge  des  Elek- 
trometers habe  ich  in  Fig.  i  5  A'  eingetragen. 

Während  nun  diese  Fläche  1  in  dem  vorliegenden  Zustande 
gegen  das  Sonnen-  und  Tageslicht  gar  nicht  empfindlich  war,  zeigte 
sie,  wie  die  in  Fig.  15  B  eingetragenen  Zahlenwerthe  darthun,  bei 
dem  Erkalten,  welches  einer  bis  100^  gesteigerten  Erhitzung  folgte, 
elektrische  Spannungen  in  einer  Grösse,  welche  den  auf  den  übri- 
gen violblauen  Krystallen  beobachteten  Spannungen  gleichkommen. 

Da  der  Krystall    überhaupt  nur  schwach   durch  das  Licht  elek- 
trisch erregt  wurde,   habe  ich  seine  Flächen   dem  directen  Sonnen- 
lichte  aussetzen   müssen.     Auf  den  Flächen  3,    5  und  6  wurde  in- 
folge dieser  iTestrahlung  eine  elektrische  Vertheilung  beobachtet,  wie 
solche  Fig.  15  A  nachweist.     Auf  der  Fläche  4  konnten  elektrische 
Spannungen    mit  Sicherheit   nicht  ermittelt   werden;   dagegen    traten 
auf  dieser  Fläche  4,   ebenso   wie   auf  der  Fläche    1,  nach  dem  Er- 
kalten die  thermoelektrischen  Spannungen  in   der  gewöhnlichen  Grösse 
auf.      Meistentheils    übertreffen    die    thermoelektrischen   Spannungen 
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^Tig.  15  B)    die   durch    das  Sonnenlicht  erzeugten  photoelektrischen 
(Fig.  ISA). 

AaflFbllig  ist  das  thermoelektrische  Verhalten  der  Fläche  4 ;  nicht 
m  die  der  Flache  1  anliegenden  Theile  dieser  Flüche  4,  sondern 
auch  die  weiter  links  liegende  Fl*<4che  einer  heraustretenden  Verlönge- 
nrog  des  Haupikrystalies  (oder  eines  andern  mit  ihm  parallel  liegen- 
den  Individuums),  sowie  die  dazwischen  liegende  Fläche  eines  zwei- 
ten Flussspathkrystalles  zeigen  beim  Erkalten  negative  Spannung  von 
einer  ziemlichen  Stärke;  und  es  trat  diese  Verlheilung  bei  oft  wieder- 
holten Versuchen  hervor. 

Auf  der  Fläche  2  konnten  wogen  ihrer  Bedeckung  mit  kleinen 
Bleiglanzkrjstallcn  photoelektrische  und  thermoelektrische  Beobach- 
tungen nicht  ausgeführt  werden. 

Die  Nichterregbarkeit  der  so  vollkommen  ausgebildeten  Fläche  i 
durch  das  Sonnenlicht  rief  die  Frage  hervor,  ob  diese  schöne  Fläche 
des  immerhin  ziemlich  violblauen  gefärbten  Kryslalles  überhaupt  von 
Ursprung   an    keine  photoelektrische  Eigenschaft  besessen,    oder  ob 
sie  dieselbe  erst  durch  längeres  Aussetzen  an  das  Licht,  oder  durch 
andere   Umstände    verloren    habe.      Allerdings    zeigen    die    übrigen 
Krystallflächen   auch   nur  eine    sehr    massige    elektrische   Spannung^ 
welcher  Umstand  wohl  zu  der  Ansicht  führen  könnte,  dass  der  Kry- 
siall  trotz  seiner  violblauen  Färbung  jene  Eigenschaft  auf  der  Fläche  1 
nur  in  sehr  geringem  Grade    besessen   habe.     Der  Umstand  jedoch, 
I    dass  die  stärkste  photoelektrische  Spannung  (-{-  3)  auf  der  Fläche  6 
gerade  auf  einer  Stelle  beobachtet  wird,  wo  ein  Durchgang  hervor- 
IriU,  der  mögKcher  Weise  erst  später  angeschlagen  worden  sein  kann 
und  seine  Erregbarkeit   also  noch  länger  behalten  hat,   dürfte  wohl 
auf  eine  früher  vorhanden  gewesene  stärkere  photoelektrische  Erreg- 
barkeit der  Krystallfläche  1   hinweisen.    Dabei  bleibt  aber  freilich  un- 
erklärt, durch  welche  Einflüsse  die  Fläche  1   die  Eigenschaft,  durch 
die  Bestrahlung  mittelst  des  Sonnenlichtes  elektrisch  zu  werden,   so 
vollständig  eingebüsst  hat;  denn  das  wiederholte  Bestrahlen  der  Fläche  1 
des  Krystalls  No.  12,  sowie  eine  noch  viel  stärkere  und  länger  dauernde 
Belichtung  des  nächstfolgenden  Bruchstückes   eines  violblauen  Fluss- 
spathkryslalles  No.  1 6  hat  jene  Eigenschaft  zwar  sehr  zu  verringern, 
jedoch  nicht  Völlig  zu  vernichten  vermocht. 

Nachdem  ich   dann  aber  gefunden,   dass  durch  eine  Erhöhung 
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der  Temperatur  bis  170^  C.  die  photoeleklrische  Eigeoschafl  der 
Flussspatbkrystalle  erhöht  werden  konnte,  setzte  ich  auch  den  vor- 
liegenden Krystall  No.  15  drei  Viertelstunden  lang  einer  Temperatur 
von  1 80^  C.  aus.  Der  Krystall  war  dabei  so  in  das  Kupferfeiiichl 
eingehüllt,  dass  nur  die  Fläche  1   frei  blieb. 

Als  der  Krystall  1  Stunde  lang  im  Dunkeln  erkaltet,  beobachtete 
ich  auf  der  Fläche  1  die  Fig.  15  B'  dargestellte  thermoelektrische 
Vertheilung.  Die  bei  dem  Erkalten  jetzt  hervortretende  Spannung 
war  grösser,  als  die  früher  nach  dem  Erhitzen  bis  1 00^  beobachtete 
und  in  Fig.  15  B  eingetragene. 

Darauf  wurde  die  völlig  unelektrische  Krystallfläche  i  17  Mi- 
nuten lang  dem  Sonnenlichte  ausgesetzt,  und  entsprechend  meiner 
Erwartung  zeigte  jetzt  die  Fläche  1 ,  welche  früher  selbst  nach  einer 
42  Minuten  dauernden  Bestrahlung  durch  schwaches  Sonnenlicht 
nicht  die  geringsten  Anzeichen  von  Elektricität  gegeben  hatte,  nicht 
unbeträchtliche  elektrische  Spannungen.  Dieselben  sind  in  Fig.  15A" 
eingetragen  worden.  Ja  selbst  das  blosse  Tageslicht  rief  jetzt,  wenn 
auch  nur  schwache  Photoelektricität  hervor.  Als  die  uneleklriscb 
gemachte  Fläche  1  dem  zerstreuten  Tageslichte  1  Stunde  50  Minuten 
lang  ausgesetzt  worden,  erhielt  ich  auf  derselben  die  in  Fig.  ISA"' 
eingeschriebenen  Spannungen. 

Darauf  wurde  der  Krystall  von  Neuem  während  des  Zeitraumes 
von  einer  Stunde  einer  Temperatur  von  180*  ausgesetzt.  Als  dann 
der  abgekühlte  und  unelektrisch  gemachte  Krystall  abermals  17  Mi- 
nuten ins  Sonnenlicht  gestellt  wurde,  zeigte  die  Fläche  1  wieder 
nahe  dieselben  elektrischen  Spannungen ,  die  ich  nach  dem  ersten 
starken  Erhitzen  beobachtet  hatte;  die  Mitte  derselben  besass  ebenso 
wie  in  Fig.  15  A"  die  Spannung  von  —  3  Skth. 

Durch  diese  Versuche  dürfte  die  Ansicht,  dass  die  Fläche  1  des 
Krystalles  No.  1 5  ursprünglich  eine,  wenn  auch  vielleicht  nicht  grosse, 
photoelektrische  Erregbarkeit  besessen  habe,  eine  weitere  Stütze 
erhalten. 

Krystall  No.  16.     Fig.  16  A  und  16  B.    Taf.  II. 

Das  kleine,  ziemlich  stark  sapphirblau  fluorescirende  Bruchstück 
No.  16  stammt  von  Aiston  Moor;  es  ist  mit  Ausnahme  zweier  Seiten, 
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welche  Reste  von  Krystallflächen  zeigen,  von  sehr  unebenen  Bruch- 
flächen begrenzt;  in  Fig.  16  A  und  B  bilde  ich  nin*  den  grösseren 
Rest  der  einen  Krystaliflüche  ab. 

Das  vorliegende  Kryslallbruchstück  ist  zahlreichen  Prüfungen 
unterworfen  worden ;  namentlich  ist  es  dem  einfachen  und  den  durch 
Linsen  concentrirten  Sonnenlichte  ausgesetzt  worden,  um  nachzu- 
weisen, dass  auch  bei  ihm,  ebenso  wie  bei  dem  Krystall  No.  12  durch 
starke  Belichtung  die  photoelektrische  Erregbarkeit  geschwJicht  wird. 
Die  Fläche  1  hatte  9  iMinuten  in  dem  Sonnenlichte  gestanden 
und  zeigte  die  in  Fig.  16  A  eingetragene  elektrische  Vertheilung.  In 
diesem  Zustande  noch  fernere  13  Minuten  ins  Sonnenlicht  gestellt 
gab  sie  die  Fig.  16  A'  eingetragenen  Spannungen. 

Am  anderen  Tage  wurde  die  Fläche  1  im  Ganzen  40  Minuten 
dem  Sonnenlichte  ausgesetzt  und  dabei  anfangs  von  2  zu  2,  später 
von  4  zu  4  Minuten  die  elektrischen  Spannungen  gemessen.  Diesel- 
ben stiegen  allmählich,  und  nach  40  Minuten  wurde  in  der  Mitte 
ein  Ausschlag  von  —  12  Skth.   beobachtet. 

Nachdem  die  Fläche  1  dann  noch  mehrere  Stunden  von  den 
Strahlen  der  Sonne  beschienen  worden,  gab  sie  nicht  mehr  so  grosse 
Aasschläge  wie  früher;  noch  mehr  geschwächt  wurde  aber  ihre  Er- 
regbarkeit als  sie  dem  durch  eine  grosse  Linse  concentrirten  Sonnen- 
lichte längere  Zeit  ausgesetzt  gewesen  war.  Jetzt  erzeugte  ein  mehr 
als  anderthalb  Stunden  langes  Bestrahlen  durch  die  Sonne,  die  je- 
doch etwas  verschleiert  war,  in  der  Mitte  der  Fläche  nur  die  Span- 
nung —  2,6,  und  selbst  ein  1  Minute  dauerndes  Bestrahlen  durch  das 
elektrische  Licht  J)rachte  nur  einen  Ausschlag  —  0,6  hervor. 

Eine  Erhitzung  bis  180®  erhöhte  auch  auf  der  in  dem  eben 
beschriebenen  Zustande  befindlichen  Krystallfläche  die  Erregbarkeit 
wieder.  Nach  dieser  Erhitzung  erzeugte  ein  Aussetzen  von  12  Mi- 
Doten  an  das  Tageslicht  in  der  Mitte  derselben  die  Spannung  von 
—  1,6;  nachdem  der  mit  dieser  Vertheilung  versehene  Krystall  noch 
weitere  7  Minuten  im  schwachen  Sonnenlichte  gestanden  hatte,  fand 
sich  in  der  Mitte  die  Spannung  —  3  Skth. 

Die  beim  Erkalten  nach  jener  Erhitzung  bis  180®  beobachtete 
Spannung  stellt  Fig.  16  B  dar. 


0.  Blauer  Flussspath  von  Freiberg. 

ICrystall  No.  17.     Fig.   17  A  und  17  B.    Taf.  III. 

Der  Güte  des  Herrn  Bergralh  Weis b ach  verdanke  ich  die  schöne, 
der  Freiberger  Sammlung  gehörige,  aus  drei  wUrfelförroigen  Krjslal- 
len  bestehende  Druse  No.  1 7  vom  Churprinz  bei  Freiberg.   Der  gi-üssle 
der  drei  Krystalle  ist  in  der  Abbildung  als  Hauptkrystail  bebandeli. 
Einzelne  Flächen  der  anderen  Krystalle,  welche  in  zwei  Projeclioneo 
erscheinen,   sind   mit   denselben    Buchstaben   (a,  6,  c,  d)  bezeichoei 
worden. 

Die  Krystallflächen,  soweit  sie  frei  liegen,  sind  ausgebildet  vor- 
handen bis  auf  geringe  Theile,  an  welchen  eine  Anwachsung  statt- 
gefunden hatte.  Die  Stellen,  welche  angewachsen  gewesen,  lieg&o 
1)  auf  der  von  den  Flächen  3,  i  und  6  des  Hauptkrystalies  gebil- 
deten Ecke,  2)  an  der  mit  «  bezeichnete  Ecke,  und  3)  auf  der  mit 
/?,  y,  d,  fc  umschriebenen  Hälfte  der  Fläche  6. 

Die  Farbe  aller  drei  Krystallindividuen  ist  eine  ziemlich  tiefblaue 
(entenblaue),  trägt  aber  einen  anderen  Charakter  als  bei  den  Kry- 
stallen  von  Aiston  Moor  und  Weardale.  Die  Substanz  der  Krystalle 
ist  nicht  durchsichtig,  vielmehr  meistens  so  trübe,  dass  sie  fast  un- 
durchsichtig wird  und  nur  an  reineren  Stellen  sich  durchscbeiDeod 
zeigt.  Das  durchgehende  Licht  erscheint  hellblau,  während  das  re- 
flectirte  eine  viel  dunklerblaue  Nuance  darbietet.  Als  Krystallfonn  trili 
nur.  der  Würfel  ohne  irgend  eine  Spur  von  Pyramiden  würfeln  auf. 

Die  nach  dem  Belichten  erhaltenen  elektrischen  Vertheilungen 
sind  in  Fig.  17  A,  die  bei  dem  nach  einer  Erhitzung  bis  lOO^C. 
folgenden  Erkalten  beobachteten  in  Fig.  1 7  B  eingetragen  worden. 
Die  photoelektrische  Erregung  zeigt  auf  den  Flächen  1  und  2,  M- 
mentlich  aber  auf  der  letzteren  eine  ziemliche  Stärke ;  ebendies  gilt 
auch  von  der  thermoelektrischen  Spannung  auf  der  Fläche  2.  K^ 
so  beträchtliche  Grösse  der  auf  dieser  Fläche  2  beobachteten  Aus- 
schläge des  Goldblättchens  im  Elektrometer  hat  übrigens  zum  Tbßil 
ihren  Grund  in  dem  Umstände,  dass  bei  der  Annäherung  der  Spitze 
des  Platindrahtes  an  die  Mitte  der  Fläche  2  die  Vertheilungswirkuog 
der  auf  dieser  Fläche  vorhandenen  EIcktricität  auf  jenen  Draht  durch 
die  Einwirkung  der  gleichnamigen  Elektricität  der  zwei  sich  von  der 
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Fläche  2  erhebenden  Flächen  der  beiden  anderen  Kryslallindividuen 
unterstützt  wird. 

Die  ausgebildeten  Krystallflächen  erscheinen  im  Allgemeinen 
negativ  nach  dem  Belichten,  positiv  nach  dem  Erkalten.  Positive 
Spannung  nach  dem  Belichten  und  negative  nach  dem  Erkalten  wurde 
an  dem  grösseren  Hauptkryslalle  nur  an  dem  freiliegenden  Theile  der 
Flüche  3,  welcher  an  die  Anwachsungsstelle  (an  der  Ecke  3,  4,  6) 
grenzt,  beobachtet.  Ebenso  zeigte  die  verbrochene  Hälfte  ß  y  d  e 
der  Fläche  b  des  Kryslalles  von  mittlerer  Grösse  nach  dem  Belichten 
positive  und  nach  dem  Erkalten  negative  Spannungen,  während  die 
andere  als  Krystallfläche  ausgebildete  Hälfte  dieser  Fläche  b  die  den 
übrigen  Krystallflächen  eigenthümliche  Polarität  besitzt,  die  jedoch 
nach  a  hin,  wo  ein  dritter  Ansatzpunkt  gelegen  hat,  auf  Null  her- 
absinkt. 

D-  Im  reflectirten  Lichte  schwach  bräunlichviolette  Flassspathkrystalle. 

Krystall  No.  18.    Fig.  18A  und  18  B.  Taf.  III. 

Der  grosse  schöne  Krystall  stammt  von  Weardale  und  gehört  der 
Freiberger  Sammlung.  Im  durchgehenden  Lichte  erscheint  er  im  All- 
gemcioen  graulich  gefärbt  mit  einem  schwachen  bräunlichen  Anfluge; 
bei  genauerer  Betrachtung  erkennt  man  zahlreiche  sehr  dünne,  ein- 
ander einhüllende,  theils  graulich,  theils  grünlich  und  röthlich  gefärbte 
Lagen.  Die  Oberfläche,  welche  vollkommen  durchsichtig  ist,  macht 
bei  schief  einfallendem  Lichte  den  Eindruck,  als  wäre  sie  mit  einem 
nndorcbsichtigen  Häutchen  belegt.  Die  im  reflectirten  Tageslichte  er- 
scheinende Fluorescenzfarbe  ist  ein  Violett,  das  aber  hie  und  da  je 
DBch  der  Stellung  des  Krystalles  und  der  Spiegelung  der  in  ihm  auf- 
blenden Durchgangsflächen  ins  Weissliche  oder  SchmutzigbräunHche 
Ü)6rgeht.  Im  elektrischen  Lichte  dagegen  fluorescirt  der  Krystall 
prachtig  sapphirblau. 

Die  ausgebildeten  Krystallflächen  werden  nur  von  reinen  Würfel- 
flSchen  gebildet;  sie  sind  nicht  sehr  glänzend,  erscheinen  vielmehr 
olwas  matt-  Mit  der  Loupe  erkennt  man  theils  kleine  rundliche  Ver- 
tiefungen, theils  Streifungen,  welche  auf  Durchschnitte  der  Würfel- 
flächen mit  einem  Pyramidenwürfel  und  einem  Achtundvierzigflächner 
hinweisen. 
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Auf  den  Flächen  5  und  3  findet  sich,  wie  die  Abbildung  zeigt, 
ein  anderer  grösserer  Krystall  eingewachsen.  Von  der  Krystallfläche  6 
ist  keine  Spur  vorhanden ;  an  ihre  Stelle  ist  theils  ein  unregelmässiger 
Bruch  getreten,  theils  hegt  daselbst  ein  Aggregat  kleinerer  Flussspath- 
krystalle.  In  die  Abbildung  ist  deshalb  die  Fläche  6  nicht  aufge- 
nommen worden. 

Als  der  Krystall  ins  Tageslicht  und  selbst  in  die  directen  Strahlen 
der  Sonne  gestellt  wurde,  zeigte  er  auch  nach  längerer  Bestrahlung 
keine  photoelektrische  Spannung.  Dagegen  konnte  eine  solche  noch 
mittelst  einer  10  bis  15  Minuten  dauernden  Bestrahlung  durch  das 
elektrische  Kohlenlicht  erhalten  werden.  Um  bei  dieser  letzteren 
Belichtung  die  von  der  glühenden  Kohle  ausgesandten  Wärmestrabiea 
möglichst  zu  vernichten,  war  ein  mit  einer  Alaunlösung  gefülltes  paral- 
lelepipedisches  Geßiss  zwischen  den  Krystall  und  die  Kohlenspitzea 
eingeschaltet  worden. 

Während  nun  der  Krystall  f(lr  die  Einwirkung  des  Tages-  und 
des  directen  Sonnenlichtes  nicht  empfänglich  war,  vermochte  die  Er- 
wärmung bis  1 00^  C.  nicht  unbeträchtliche  elektrische  Spannungen 
hervorzurufen. 

Fig.  1 8  A  stellt  die  nach  der  Bestrahlung  durch  das  elektrische 
Kohlenlicht,  und  Fig.  18  B  die  durch  das  einer  Erwärmung  bis  100^ 
folgende  Erkalten  erzeugten  elektrischen  Spannungen  dar. 

Dass  die  nach  der  Bestrahlung  durch  das  elektrische  Licht  be- 
obachteten elektrischen  Spannungen  in  der  That  durch  die  leuchten- 
den und  übervioletten  Strahlen  hervorgerufen  waren,  und  nicht  etwa 
einer  durch  jenes  Licht  bewirkten  Temperaturerhöhung  ihre  Entstehung 
verdanken,  Hess  sich  leicht  nachweisen.    Wäre  nämlich  die  negative 
Elektricität  nach  dem  Belichten  durch  die  Erwärmung  hervorgerufen 
worden,   so  hätte  nach   der  Hin  wegnähme  derselben   mittelst   einer 
Alkoholflamme  durch  Stehen  und  Abkühlen  in  einem  dunkeln  Raunoe 
die  der  Erkaltung  entsprechende  positive  Spannung  auftreten  müssen. 
Dies  geschah  aber  nicht. 

Uebrigens  wird,  wie  nicht  anders  zu  erwarten,  in  der  Thal 
durch  die  Erwärmung  ebenso  wie  durch  die  Bestrahlung  mit  den 
elektrischen  Lichte  negative  Elektricität  erzeugt.  Der  Krystall  wurde 
während  die  Fläche  5  frei  lag,  25  Minuten  in  den  bis  1 00^  erhitziei 
Ofen  gestellt,  und  dann  sofort  nach   dem  Herausnehmen    untersucht 
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Da  die  Temperatur  des  sehr  grossen  Krystalles  während  der  ange- 
gebenen Zeit  noch  fortwährend  im  Steigen  begriffen  war,  so  zeigte 
die  Mitte  der  Flache  5  die  Spannung  —  1,4  Skth.  Bei  dem  Erkalten 
kehrte  sich  diese  negative  Spannung  in  die  entgegengesetzte  posi- 
tive um. 

Einer  Temperatur  \on  180"  wagte  ich  den  Krystail  nicht  aus- 
lusetzen,  da  bei  seiner  betrSkchtlicIien  Grösse  durch  die  ein-  und  an- 
gewachsenen Krystalle  ein  Zersprengen  zu  beftirchten  war.  Es  bleibt 
also  unentschieden,  ob  bei  ihm  durch  eine  solche  Erhitzung  eine  Er- 
re^arkeit  durch  Sonnen-  und  Tageslicht  hervorgerufen  werden  kann. 

Der  Krystail  No.  18  isolirte  sehr  gut  und  hielt  daher  eine  auf 
seinen  Flüchen  durch  Reibung  erzeugte  Elektri(;itlit  so  hartnäckig  fest, 
dass  es  z.  B.  erst  nach  wochenlangem  BenUihen  möglich  wurde,  die 
Fläche  5  völlig  unelektrisch  zu  machen.  Gewöhnlich  zeigte  die  Mitte 
dieser  FISiche  eine  Spannung  von  -j-  0,2  bis  -j-  0,5  Skth. 

E.  Braonweisser  Flussspafh  aus  England. 

Krystail  No.  19.     Fig.  19  A  und  19  B.  Taf.  III. 

Die  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörige  prüchtige 
Krvslalldruse,  von  welcher  der  Krvstall  No.  19  einen  Theil  bildet, 
besteht  aus  drei  grossen  und  mehreren  etwas  kleineren  verwachsenen 
lodividuen.  Die  Gestalt  der  einzelnen  Krystalle  ist  der  Würfel..  Sftmmt- 
licbe  Wtjtrfelflächen  zeigen  ein  breites,  durch  zahlreiche  Sprtlnge  in 
der  Masse  etwa  halbdurchsichtiges  weisses  Kreuz,  wie  es  auf  der 
Fbche  1  der  Fig.  19  A  und  B  durch  die  punktirten  Linien  ange- 
deutet ist.  An  den  Ecken  erscheint  die  Masse  braun  und  durch- 
sichtig, mit  einer  ins  Braunviolette  spielenden.  Fluorescenz.  Jedoch 
liegt  auf  der  Fig.  19  A  und  B  gezeichneten  Flache  1  der  braune 
Farbstoff  unmittelbar  nur  an  zwei  Ecken  (a  und  c) ;  an  den  Ecken 
g  uod  i  findet  sich  derselbe  tiefer  gelegen,  da  wo  der  Krystail,  dessen 
obere  Flache  in  Fig.  19  abgebildet  ist,  sich  auf  zwei  andere  aufsetzt. 
Die  Farbe  des  durchgegangenen  Lichtes  lässt  sich  wegen  der  weiss- 
ijchen  undurchsichtigen  inneren  Partien  nirgends  erkennen. 

Bei  der  Grösse  dieser  Krystalldruse  und   bei   der  Art  der  Ver- 
wachsung  der  einzelnen  Individuen   derselben  eignete   sich   nur  die 

Abkudl.  d.  K.  S.  Oesollscli.  d.  Wissensch.  XX.  ^  ^ 
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Fig.  19  A  und  B,  ebenso  wie  bei  den  übrigen  Krystallen,  in  halber 
linearer  Dimension  abgebildete  Flache  1  des  grössten  Krystalles  zu 
einer  Prüfung  mittelst  der  vorhandenen  Vorrichtungen. 

Im  Tageslichte  und  selbst  im  schwachen  Sonnenlichte  wurde 
anfänglich  die  Fig.  19  A  gezeichnete  WUrfelfläche  1  nicht  elektrisch; 
durch  1  Minute  langes  Bestrahlen  mittelst  des  elektrischen  Kohlen- 
lichtes  entstand  aber  in  der  Mitte  die  Spannung  von  —  1   Skth. 

Nachdem  jedoch  der  Kry stall  bis  150®  C.  erhitzt  worden  war, 
zeigte  sich  die  Flüche  1  auch  gegen  das  Tageslicht  empfindlich. 
Fig.  1 9  A  stellt  die  elektrischen  Spannungen  dar,  wie  sie  nach  einem 
2  Stunden  langen  Aussetzen  ans  Tageslicht  beobachtet  wurden. 

Durch  die  steigende  Temperatur  wird  die  Flüche  1 ,  ebenso  wie 
durch  die  Belichtung  negativ  elektrisch ;  und  zwar  zeigte  die  Fläche 
diese  Erregbarkeit  bereits,  bevor  der  Krystall  bis  150**  erhitzt  wor- 
den. Bei  diesem  Versuche  wurde  die  grosse  Druse,  soweit  es  mög- 
lich war,  in  Kupferteilicht  eingesetzt,  und  dann  25  Minuten  in  einen 
bis  100*^  erhitzten  Ofen  gestellt.  Unmittelbar  nach  dem  Herausnehmen 
zeigte  die  Fläche  1  überall  negative  Polarität;  in  der  Mitte  der  Fläche 
betrug  dieselbe  — 1,7  Skth. 

Nach  dem  Abkühlen  besitzt  die  Fläche  1  nicht  unerhebliche  posi- 
tiv elektrische  Spannungen  und  es  steigen  dieselben  mit  der  Höhe 
des  Temperaturgrades,  bis  zu  welchem  der  Krystall  erhitzt  worden 
ist.  Fig.  1 9  B  stellt  die  nach  einem  Erhitzen  bis  1 50"  bei  der  Ab- 
kühlung beobachteten  Spannungen  dar.  Als  unmittelbar  nach  der 
eben  genannten  Erhitzung  der  Krystall  nur  bis  100^  erhitzt  wurde, 
zeigte  die  Mitte  der  Fläche  1  nur  die  Spannung  -|-  5,  und  nach  einer 
neuen  Erhitzung  blos  bis  60"  eine  Spannung  -j-  2,6  Skth. 


F.   Oränlichweisser  Flussspath  aus  Gomwall. 

Krystall  No.  20.    Fig.  20  A  und  20  B.  Taf.  III. 

An  einer  grossen,  schönen,  aus  ungefähr  neun  Krystallen  be- 
stehenden, dem  hiesigen  nu'neralogischen  Museum  gehörigen,  aus  Com- 
wall  stammenden  Druse  trugen  sämmtliche  Individuen  ausser  den 
Flächen  des  Würfels  auch  die  Flächen  des  Octaeders.  Die  Würfel- 
flächen sind  aber  nicht  eben ;  aus  ihnen  erheben  sich  zahlreiche  kleine 
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Wttrfelflächen,  sämmtlich  mit  abgeslumpflen  Ecken;  an  einigen  weni- 
gen zeigen  sich  auch  kleine  Rhombendodekaederflächen. 

Die  Masse  des  Kryslalles  ist  weiss  mit  grünlichem  Schein.     An 
den  Anwachsungsstellen  kaum  durchscheinend,  geht  sie  in  den  Kry- 
stallen  selbst  ins  Durchsichtige  über.     Indess  wird  die  Durchsichtig- 
keit gar  sehr  durch  die   zahlreichen,   den   OctaederdUchen    parallel 
:  bofenden  Sprünge  beeinträchtigt. 

Ebenso  wie  bei  der  vorhergehenden  Druse  Ifess  sich  auch  bei 
der  vorliegenden  nur  die  in  Fig.  20  A  und  B  abgebildete  und  mit  1 
bezeichnete  Fläche  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  prüfen.  An  dem  lin- 
ken Rande  dieser  Fläche  sass  eine  aus  Spatheisenstein  und  Kupferkies 
bestehende  Masse. 

Das  Tageslicht  und  selbst  das  directe  Sonnenlicht  erregten  keine 
Blektricität ;  dies  erfolgte  aber  nach  dem  Bestrahlen  mit  dem  elektri- 
scheo  Lichte.  Nachdem  die  Krystalldäche  1  17  Minuten  lang  dem 
elektrischen  Lichte  ausgesetzt  worden,  zeigte  sie  die  in  Fig.  20  A  ein- 
getragene elektrische  Vertheilung.  Die  Wärmestrahlung  war  während 
dieser  Belichtung  durch  eine  zwischen  das  Kohlenlicht  und  die  Kry- 
stallfläche  gestellte  Alaunlösung  möglichst  abgehalten. 

Die  nach  einer  Erhitzung  bis  1 00"  und  dem  darauf  folgenden  Er- 
kalteo  beobachteten  elektrischen  Spannungen  erreichten  nur  eine  ge- 
ringe Grösse;  Fig.  20  B  giebt  dieselben  wieder. 


G.  Fast  farblose  Erystalle  von  Stolberg  am  Harz. 

Krystall  No.  21.    Fig.  21  A  und-  21  B.    Taf.  IIL 

An  dem  schönen  grossen  Krystall  No.  21   ist  nur  die  Fig.  21  A 
luulB  mit  1   bezeichnete  Fläche  fast  vollständig  ausgebildet;  ziemlich 
grosse  Theile  sind  von  den  Flächen  4  und  5  vorhanden,  dagegen  nur 
^r  kleine  Reste  von  den  Flächen  2  und  6 ;  an  die  Stelle  der  Fläche 
3  ist  ein  sehr  unebener  Bruch  getreten.    Auf  den  Kanten  des  Wur- 
feis erscheinen  keine  Zuschärfungen ;  dagegen  sind  die  Ecken  durch 
kleine  matte  Octaäderflächen  abgestumpft. 

Die  Masse  des  Krystalles  ist  fast  ganz  farblos;  sie  zeigt  höch- 
stens einen  sehr  schwachen  Stich  ins  GraugrUnliche.  Nach  der  Ecke 
(1 ,  4 ,  5)  hin  erscheint   sie   durchsichtig   und   hier  erkennt  man  im 
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Innern  3 — 5""*  dicke,  (hirch  etwas  dunklere  Streifen  getrennte  Schick- 
ten. Die  übrigen  Theile,  namentlirh  nach  der  (auf  der  Fläche  3  ge- 
legenen) Anwaclisnngsstelle  hin,  sind  trübe  und  kaum  durchscheinend. 
.\iif  d<M*  Khiche  5  liegen  einige  Rhomboeder  von  Spatheisenstein,  ^ 
wie  kh^inere  Massen  von  Kupferkies. 

Die  Masse  des  Krystalles  isolirt  sehr  gut;  es  ist  mir  nicht  ge- 
lungen z.  1i.  die  FUtche  1  desselben  in  völlig  unelektrischen  Zastaod 
zu  vcMselzen;  stets  bleibt  auf  ihr  ein,  wenn  auch  nur  sehr  geringer 
Best  von  positiver  Elektricitül,  der  jedoch  höchstens  bis  -|-0,5Sktk. 
steigt. 

In  Fig.  21  A  und  21  ß  sind  nur  die  am  meisten  ausgebildete! 
FISichen  1,  4  und  5  abgebildet  worden. 

In  photoelektrischer  Hinsicht  zeigte  der  Krystall  ein  eigenthüm- 
liches  V'erhalten,  und  zwar  trat  dasselbe  bei  allen  zu  sehr  versdii^ 
denen  ZeiU^n  vorgenonunenen  Prüfungen  stets  in  derselben  Weise  auf. 

Da  der  Krystall  gegen  die  Einwirkung  des  Lichtes  nur  wenig 
empfindlich  ist,  habe  ich  ihn  dem  directen'  Sonnenlichte  aussetzen 
müssen. 

Nach  einer  Erhitzung  bis  100^  hatte  der  Krystall  24  Stunden 
im  Dunkeln  gestanden  und  zeigte  dann  in  der  Mitte  der  Fläche  1  die 
Spannung  -f-  0,6  und  in  der  linken  oberen  Ecke  (bei  a)  die  Span- 
nung -f-  0,4  Skth.  In  diesem  Zustande  wurde  die  Fläche  1  1  Stunde 
15  Minuten"^)  den  directen  Sonnenstrahlen  ausgesetzt.  Die  Beobach- 
tung ergab  nun  die  in  die  Flache  1  Fig.  21  A  eingetragenen  Ausschläge. 
Die  elektrischen  Spannungen  hatten  .^^ich  sonach  vornehmlich  au  der 
linken  oberen  Ecke  (bei  a)  bis  -f-  3,6  Skth.  gesteigert,  und  ebenso 
halten  sie  an  dem  oberen  Rande  (bei  b)  und  an  dem  linken  Rande 
(bei  (/)  deutlich  zugenommen,  während  die  Spannung  in  der  Mitte  der 
Fläche  sich  nur  sehr  wenig  und  weiterhin  nach  rechts  und  unten  gar 
nicht  geändert  hatte. 

Nachdem  der  Krystall  neun  Tage  im  Dunkeln  gestanden,  zeigte 
die  Mille  der  Fläche  1  noch  die  Spannung  -|-  0,7;  an  der  linken 
oberen  Ecke  (bei  a)  und  am  linken  Rande  (bei  d  und  g)  betnig  sie 
noch  0,4  Skth.    Nachdem  der  Krystall  dann  bis  100^  erhitzt  worden, 


*]   Die  kupferne  Scliale,   in  welcher  der  Kryslall  in  Kupferfeiliclit  der  Sonne 
ausgesetzt  worden,   war  durch  diese  Bestrahhing  kaum  lauwarm  geworden. 
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neigieD  sich  nach  dein  Erkaltea  die  in  Fig.  21  B  eingetragenen  Werthe. 
Die  zuvor  durch  das  Belichten  in  a  erzeugte  Spannung  von  -j-  3,6 
Sklh.  konnte  also  nicht  die  Folge  einer  Erwärmung  durch  die  Sonnen- 
strahlen sein.  Als  unmittelbar  nach  jener  Erhitzung  und  Erkaltung 
die  Fläche  1  abermals  40  Minuten  den  directen  Strahlen  der  Sonne 
ausgesetzt  wurde,  traten  nahe  die  in  Fig.  21  A  eingetragenen  Span- 

;    Bimgen  wieder  ein. 

[  Es  ist  auffällig,  dass  an  der  linken  obern  Ecke   (bei  a),  wo  nach 

dem  Belichten  die  positive  Spannung  (-j-  3,6  Skth.)  am  stärksten  er- 
scheint, bei  dem  einer  Erhitzung  von  100^  folgenden  Erkalten  die 
aktive  Polarität  nicht  hervorzutreten  vermag,  während  doch  auf 
dem  anliegenden  Theile  der  Fläche  4  in  der  That  die  negative  Pola- 
rität beim  Erkalten  wahrgenommen  wurde;  der  an  dieser  Ecke  an- 
Begeade  Theil  der  Fläche  5  zeigte  keine  elektrische  Spannung. 

Als  die  Fläche  1  10  Minuten  mittelst  des  durch  eine  Schicht 
Älauolösung  hindurchgegangenen  elektrischen  Kohlenlichtes  bestrahlt 
worden,  zeigten  sich  die  in  Fig.  21  A'  eingetragenen  Spannungen. 
Sie  gleichen  den  durch  das  Sonnenlicht  erzeugten ;  negative  Polarität 
tritt  auch  jetzt  nirgends  auf. 

Eine  nur  oberflächliche  Vergleichung  der  in  Fig.  21  A  und  21  B 
eingetragenen  Beobachtungen  könnte  wohl  zu  der  Annahme  verleiten, 
dass  dieser  Krystall  in  seinem  Verhalten  von  den  früher  ge[)rüflen 
Flussspälhen  vollständig  abweiche,  indem  seine  Flächen  sowohl  nach 
(ter  Belichtung,  als  auch  beim  Erkalten  positiv  erscheinen.  Eine  ge- 
oaaere  Betrachtung  der  an  den  verschiedenen  Punkten  der  Oberfläche 
gemessenen  Intensitäten  zeigt  jedoch,  dass  die  ganze  Abweichung  dieses 
Krystalles  von  den  früheren  nur  darin  besteht,  dass  bei  ihm  nach 
dem  Belichten  die  der  Mitte  der  Fläche  angehorige  negative  Polarität  * ) 
nicht  hervorzutreten  vermag,  während  die  den  Ecken  und  Rändern 
entsprechende  positiv  elektrische  Sj)annung  rings  um  die  von  den 
Flaohen  i  ,  4  und  5  gebildete  Ecke  in  deutlicher  Weise  erscheint. 
Von  dieser  Ecke  (1,  4,  5)  aus  nimmt  die  positive  Spannung  dann 
nach  allen  Seiten  hin,  auf  der  Fläche  1   besonders  nach  rechts  und 


*;  Dass  sich  jedoch  diese  negative  Polarität  auf  den  Stolberßer  Fiussspällien 
ebenso,  wie  auf  den  von  Weardale  und  Aiston  Moor  stammenden,  wenn  aiicl)  in  ge- 
ringerer Stärke  lindet^   werden  die  beiden  folgenden  Krystalle  nachweisen. 


unten  hin,  also  nach  dem  wenig  durchscheinenden  Theile  hin  ab, 
um  in  der  Milte  und  am  rechten  und  unteren  Rande  dieser  Fläche  \ 
zu  verschwinden. 

Denn  die  an  den  eben  genannten  Stellen  beobachtete')  und  in 
die  Zeichnung  eingetragenen  schwachen  positiven  Spannimgcn  ver- 
danken nicht  dem  Einflüsse  des  Lichtes  ihre  Entstehung,  sondern  sind 
hervorgerufen  durch  die  auf  dieser  Fläche  stets  vorhandene  sehr 
schwache  positive  Spannung  (s.  oben),  die  noch  durch  die  Einwirkung 
der  seitlich  auf  der  Ecke  (1,  4,  5)  liegenden  stärkeren  positiven  Elek- 
tricit^t  auf  den  der  Fläche  genälierten  Platindrahl  und  zwar  nament- 
lich in  der  Milte  etwas  erhöht  wird.  Auf  der  Fläche  5  wirken  die 
aufgewachsenen  Krystalle  störend  ein. 

Bei  dem  einer  Erhitzung  bis  1 00^  folgenden  Erkalten  zeigt  sich 
dagegen  die  normale  positive  Polarität  in  der  Mitt«  und  nimmt  nach 
den  Ecken  hin  an  Stärke  ab.  Auf  der  Fläche  4  erscheint  neben  der 
Ecke  (1,  4,  5)  sogar  die  dieser  Ecke  entsprechende  negative  Span- 
nung. 

Krystall  No.  22.    Fig.  22  A  und  22  B.    Taf.  III. 

Die   fast   farblose,  nur  einen  Stich  ins  Graugrtinliche  besitzende 
Masse  des  Krystalles  No.  22  ist  kaum  mehr  als  durchscheinend,   lic' 
reflectirten  Lichte  lässt  sich  eine  sehr  schwache  bläuliche  Fluorescenz— ^ 
färbe  wahrnehmen.    Die  an  ihm  vorhandenen  Reste  der  WürfelflächeiE 
zeigen  einen  nur  matten  Glanz. 

In  Fig.  22  A  und  22  B  habe  ich  nur  eine  Fläche  dieses  Kry- 
stalles in  halben  linearen  Dimensionen  abgebildet  und  in  Fig.  22  A 
die  nach  dem  Belichten  beobachteten  Spannungen  eingetragen.  Wie 
man  sieht,  tritt  auf  dieser  Fläche  beim  Belichten  die  negative  Elek- 
tricität  auf.  Die  in  Fig.  22  A  eingeschriebenen  elektrischen  Spannungen 
waren  durch  ein  drei  Stunden  langes  Aussetzen  an  das  Tageslicht  und 
in  kurzen  Zeiträumen  auch  an  das  directe  Sonnenlicht  erzeugL  Die 
in  Fig.  22  B  eingetragenen  Spannungen  wurden  bei  dem  auf  eine  Er- 
hitzung bis  1 00^  folgenden  Erkalten  gemessen ;  sie  übertreffen  an  Stärke 
die  durch  das  Licht  hervorgerufenen. 


\ 
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Krystall  No.  23.    Fig.  23  A  und  23  B.    Taf.  III. 

Der  Krystall  No.  23  gleicht  hinsichtlich  der  Beschaffenheit  seiner 
Masse  dem  vorhergehenden,  mit  welchem  er  auch  ursprünglich  zu 
derselben  Druse  gehörte.  Ich  bilde  ebenfalls  nur  eine  Fläche  ab. 
Fig.  23  A  enthält  die  j^urch  eine  gleiche  Belichtung  wie  bei  No.  22 
erzeugten,  und  Fig.  23  B  die  beim  Erkalten  aufgetretenen  elektrischen 
Spannungen. 


H.  Bingsam  von  Durchgangs-  und  Brachflächen  begrenzte  Flussspathstücke 

anbekannten  Ursprungs. 

Ich  habe  auch  eine  Anzahl  grün  und  gelblichgrUn  gefärbte 
Bruchstücke  von  Flussspathkrystallen,  die  seit  langen  Jahren  in  die- 
sem Zustande  gelegen  hatten,  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  geprüft. 
Dieselben  zeigten  öfter  nach  der  Belichtung  nicht  unbeträchtliche 
Spannungen.  Da  jedoch  ihre  Lage  in  dem  ursprünglichen  Krystalle 
nicht  ermittelt  werden  kann,  so  mag  es  genügen,  die  auf  einem  der- 
selben beobachteten  photoelektrischen  Spannungen  niiher  anzugeben. 

Krystall  No.  24.     Fig.  24.     Taf.  III. 

Das  Bruchstück  No.  24  bildet  im  Allgemeinen  eine  vierseitige 
Pyramide,  deren  Seitenflächen  von  den  mit  den  OctaederflUchen  pa- 
rallel gehenden,  oft  in  Absätzen  auftretenden  Durchgängen  gebildet 
werden.  Diese  vier  Flächen  sind  in  Fig.  24  mit  den  Zahlen  1,  2, 
3  und  4  bezeichnet  worden.  Die  unterhalb  1  dargestellte  Grund- 
fläche wird  durch  sehr  unebene  Bruchflächen  gebildet,  mit  Aus- 
nahme des  unterhalb  der  Fläche  1  liegenden  und  mit  a  bezeichneten 
Theiles,  welcher  dem  mit  der  Fläche  3  parallel  gehenden  Durchgange 
angehört. 

Die  grüne  und  theilweise  auch  gelblichgrüne,  an  sich  durchsich- 
tige Substanz  ist  durch  Beimengung  undurchsichtiger  Massen  unklar 
aod  stellenweise  nur  durchscheinend. 

Die  durch  die  Belichtung  erzeugten  elektrischen  Spannungen 
habe  ich  in  die  Abbildung  Fig.  24  eingetragen,  und  zwar  hatte  die 
fläche  1    30  Minuten  in  schwacher  Sonne,   die  Fläche  2  73  Minu- 
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ton,  die  FIlicho  :\  26  Minuten,  die  Fläche  4  56  iMinuten  und  die 
Grundflache  120  Minuten  in  den  Strahlen  der  öfl^r  durch  Wolken 
bedeckten  Sonne  gestanden. 


III.  Allgemeine  Resultate  aus  den  vorsteWnilen  Betbaelitn^i. 

Auf  der  Überfläche  der  FUissspalhkrystalle  entstehen  bei  sonst 
geeigneter  Beschaflenheit  sowohl  durch  die  Einwirkung  des  Lichl<*s, 
als  auch  durch  Temperaturänderungen  elektrische  Spannungen. 

Photoelektrici  tat. 

Die  Mitten  der  Wiirfelflächen  der  Flussspathkrystalle  werden 
durch  die  Belichtung  negativ;  die  Intensität  dieser  negativen  Span- 
nung nimmt  nach  den  Rändern  und  besonders  nach  den  Ecken  hin 
ab;  auf  manchen  Krystallen  erstreckt  sich  dieselbe  bis  zu  den  Rän- 
dern und  Ecken. 

Bei  den  meisten,  namcntHch  grösseren  KrystaUen  zeigen  jedoch 
die  Ecken  und  zum  Theil  auch  die  seithchen  Ränder  der  Flächen 
die  entgegengesetzte,  also  positive  Polarität.  Gewöhnlich  ist  dieselbe 
aber  auf  einen  kleineren  Flächenraum  beschränkt,  als  die  in  tleni 
mittleren  Tlieile  herrschende  negative.  Liegt  daher  die  ganze  Würfel- 
fläche (oder  die  an  ihrer  Stelle  befindlichen  Flächen  des  sehr  stum- 
pfen Pyramidenwürfels)  frei,  so  wird  die  positive  Elektriciläl  der 
Ecken  und  Ränder  in  ihrer  Vertheilungswirkung  auf  den  zur  Prüfung 
angenäherten  Platindralit  leicht  durch  die  stärkere  negative  Eleklrici- 
tät  der  nn'ttleren  Theile  unterdrückt  und  kommt  niclit  zur  Erschei- 
nung; sie  lässt  sich  aber  durch  Bedeckung  der  mittleren  Theile  mit  zur 
Erde  abgeleitetem  Ku()ferfeilicht  in  ihrer  Wirkung  sichtbar  machen. 

Die  Grenzen  zwischen  dem  [)osiliven  und  negativen  Bereiche 
einer  Krystallfläche ,  und  ebenso  die  Verhältnisse  der  Intensitülen, 
welche  die  beiden  ElektricitlUen  zeigen,  lassen  sich  durch  die  Art 
der  Bestrahlung,  namentlich  wenn  auch  noch  mehr  oder  wenisjer 
grosse  Stücke  der  seitlich  anliegenden  Würfelflächen  ^em  bichle 
gleichzeitig  mit  ausgesetzt  werden,  etwas  verschieben  und  ändern. 

Auf  das  Hervortreten  der  positiven  Polarität  an  den  Ecken  und 
besonders   auch    an  den  Rändern    ist  ferner  die  Art,    wie   die  Krj- 
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stalle  gewachsen  sind ,  von  Einfluss.  Reicht  der  vorhandene  aus- 
gebildete Theil  einer  Krystallfldcbe  bis  zur  Anwachsungsstelle  und 
ist  daselbst  abgebrochen,  so  stellt  dieser  vorhandene  Theil  gewisser- 
osassen  nur  den  Rand  einer  solchen  Flache  dar,  und  zeigt  dann  stär- 
kere und  ausgedehntere  positive  Spannungen,  deren  Intensität  jedoch 
von  dem  Rande  nach  den  mittleren  Theilen  hin  abnimmt.  Dagegen 
erscheint  auf  der  der  Anwachsungsstelle  gerade  gegenüberliegenden 
Würrelfläche  vorzugsweise  die  negative  Elektricität. 

Die  Bruchflächen,  welche  durch  das  Abbrechen  des  Krystalles 
von  anderen  Krystallen  oder  von  fremdem  Gesteine  entstanden  sind, 
und  also  an  und  in  der  Umgebung  der  ehemaligen  Anwachsungs- 
stelle liegen,  werden  durch  Belichten  positiv. 

Diese  positive  Polarität  der  Bruchflächen  besitzt  meistens  eine 
nicht  unbeträchtliche  Stärke;  bei  vielen  Krystallen  übertrifft  sie,  na- 
mentlich 'wenn  den  Bruchflächen  der  Farbstoff  nicht  fehlt,  in  ihrer 
Intensität  die  auf  der  Mitte  der  vorhandenen  Krystallflächen  erregte 
negative  Spannung. 

Eben  dies  gilt  auch  von  den  Stücken  der  ebenen  Durchgangs- 
flachen, welche  zwischen  und  neben  den  Bruchflächen  an  dem  ver- 
brochenen Ende  auftreten. 

Das  Verhalten  von  Durchgangsflächen,  welche  an  dem  frei  aus- 
gebildeten Ende  der  Würfel  durch  Anschlagen  entstehen,  habe  ich 
wegen  Mangels  an  geeignetem  Material  noch  nicht  ermitteln  können. 

Die  im  Vorstehenden  charakterisirte  Wirkung  des  Lichtes  auf 
die  Flussspathkrystalle  geht  hauptsächlich  von  den  chemisch  wirken- 
den Strahlen  aus;  sowohl  hinter  einem  mit  Kupferoxydul  roth  ge- 
erbten Glase,  als  auch  hinter  einer  Schicht  einer  klaren  Lösung  von 
schwefelsaurem  Chinin  ist  die  Erregung  der  Elektricität  nur  äusserst 
gering,  während  sie  durch  Einschaltung  einer  Schicht  Wasser  oder 
Alaunlösung  in  den  Weg  der  Strahlen  nicht  wesentlich  vermindert  wird. 

Bei  sehr  empfindlichen  Krystallen  genügt  schon  ein  kurzes  Aus- 
setzen an  das  Tageslicht,  um  merkliche  elektrische  Spannungen  zu 
erhallen;  durch  längeres  Belichten  steigt  die  Intensität  derselben. 

Die  directen  Strahlen  der  Sonne  wirken  viel  kräftiger  als  das 
serstreute  Tageslicht. 

Noch  stärker  erregend  als  das  Sonnenlicht  zeigt  sich  das  etek- 
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irische  Kohlenlicht,  so  dass  durch  letzteres  selbst  auf  Krystallen, 
welche  durch  längeres  Aussetzen  an  das  zerstreute  oder  directe 
Sonnenlicht  keine  merklichen  elektrischen  Spannungen  annehmen, 
solche,  bisweilen  sogar  in  ziemlicher  Stärke,  hervorgerufen  werden 
können. 

Auch  durch  das  Licht  der  Entladungsfunken  zwischen  zwei 
Leydener  Flaschen  lassen  sich  photoelektrische  Spannungen  auf  den 
Flussspathkrystallen  erzeugen,  während  das  Licht  einer  Geisler'schen 
Röhre  ungenügend  erscheint. 

Am  stärksten  photoelektrisch  erregbar  sind  die  grünen  Krystalle 
von  Weardale,   und  es  nimmt  die  Intensität  der  durch  eine  gleiche 
Bestrahlung   erregten   elektrischen  Spannungen    im    Allgemeinen  mit 
der  Tiefe  der  Färbung  zu.    Weniger  erregbar  sind  die  in  ihrer  Masse 
schwachgrünlich   oder   graugrUnlich  gefärbten,    aber  durch  Fluores- 
cenz   prächtig   sapphirblau   erscheinenden  Flussspäthe    von  Weardale 
und  Aiston  Moor,  sowie  die  entenblauen  vom  Ghurprinz  bei  Freiberg. 
Die  durchsichtigen  braunroth  (luorescirenden   Flussspathkrystalle  von 
.  Weardale  werden  meistens  durch  das  Tageslicht,  und  zum  Theil  selbst 
durch  das  Sonnenlicht   nicht  elektrisch,    wohl  aber  durch  das  elek^ 
trische  Kohlenlicht.     Die    weisslichgrünen  Flussspäthe   von    Cornwall 
zeigen  sich  nur  schwach  elektrisch ;  eben  dies  gilt  auch  von  den  fast 
farblosen  Krystallen  von  Stolberg  am  Harz,  bei  denen  der  eigenthüm- 
liehe  Fall   vorkam ,   dass  auf  einem  sehr  schönen    grossen   Krystalle 
beim  Belichten    blos   die   der   am    reinsten    ausgebildeten   Ecke  ent- 
sprechende positive  Polarität  auftrat,    während  die  negative  auf  den 
Mitten  der  Flächen  sich  nicht  hervorrufen  liess,  selbst  nicht  durch  das 
elektrische  Kohlenlicht.    Auf  den  gelben  Annaberger  Krystallen  konnte 
weder  durch  Tages-   und  Sonnenlicht,   noch  auch  durch  das  elektri- 
sche Licht  eine  elektrische  Spannung  erzeugt  werden. 

Die  auf  den  Flussspathkrystallen  durch  Belichtung  hervorgerufe- 
nen Spannungen  haben  das  EigenthUmliche,  dass  sie  beim  Stehen  im 
Dunkeln  nicht  in  die  ihnen  polar  entgegengesetzten  übergehen.  Wird 
die  Fläche  eines  durch  Belichtung  stark  elektrisirten  Flussspathes 
mittelst  Ueberstreichens  mit  einer  Alkoholdamme  von  der  auf  ihr  vor- 
handenen Elektricität  befreit,  so  bleibt  sie,  ins  Dunkle  gestellt,  un- 
elektrisch, oder  es  erscheint  noch  ein  kleiner  Rest  der  vorherigen 
Ladung,  die  also  nicht  vollständig  hin  weggenommen  war. 
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Die  Erregung  der  Elektriciiät  durch  das  Licht  erfolgt  durch 
eineQ  Vorgang,  bei  welchem  der  FarbStoff  der  Krystalle  betheiligt 
ist.  Durch  sehr  langes  und  starkes  Belichten  lässt  sich  die  Erregbar- 
keil der  Flächen  beträchtlich  schwächen,  und  die  geringen  Spannun- 
gen, welche  öfter  gerade  auf  den  am  vollkommensten  ausgebildeten 
flächen  mancher  Krystalle  auftreten ,  während  die  umliegenden  Flä- 
chen stärkere  Spannungen  zeigen,  ist  wohl  meist  eine  Folge  davon, 
dass  diese  Krystalle  im  Schaukasten  so  gelegen  haben,  dass  eben 
jene  vollkommenen  Flächen  dem  Beschauer  und  somit  dem  Lichte  zu- 
gekehrt gewesen  und  in  ihrer  Erregbarkeit  geschwächt  worden  sind. 
Auf  einer  absichtlich  durch  zu  langes  und  starkes  Licht  geschwächten 
Fbche  stellt  sich  selbst  durch  jahrelanges  Aufbewahren  im  Dunkeln 
die  frühere  Empfindlichkeit  nicht  wieder  her. 

Mit  der  Betheiligung  des  Farbstoffes  bei  der  Erregung  der  Elek- 
trieität  steht  auch  der  vorhin  angeführte  Umstand,  dass  nach  dem 
Eotfernen  der  durch  Belichtung  erzeugten  Elektricität  beim  Stehen 
im  Dunkeln  keine  Umkehrung  in  die  entgegensetzte  Polarität  eintritt, 
io  Verbindung. 

Durch  eine  massige  Erhitzung  der  Fl ussspathkry stalle  wird  die 
photoelektrische  Erregbarkeit  derselben  erhöht.  Bereits  eine  Erhitz- 
ung bis  80^  C.  wirkt  in  dieser  Beziehung  günstig,  noch  mehr  eine 
Erhitzung  bis  130  oder  150"  C.  Eine  sehr  viel  höhere  Temperatur 
muss  selbstverständlich  die  photoelektrische  Eigenschaft  zerstören ; 
es  wäre  selbst  möglich,  dass  schon  bei  der  öfter  angewandten  Tem- 
peratur von  180®  C.  die  Grenze,  bei  welcher  die  Erregbarkeit  am 
meisten  erhöht  wird,  bereits  etwas  überschritten  ist. 

Dabei  bleibt  es  fraglich,  ob  auch  bei  frisch  aus  der  Grube  ge- 
Doromenen,  dem  Lichte  noch  nicht  preisgegebenen  und  dadurch  in 
ihrer  photoelektrischen  Eigenschaft  noch  nicht  geschwächten  Fluss- 
^thkrystallen  eine  Erhitzung  bis  150"  ebenfalls  die  Erregbarkeit 
durch  das  Licht  zu  erhöhen  vermag,  oder  ob  nur  auf  bereits  ge- 
schwächten Krystallflächen  der  Zustand  mehr  oder  weniger  angenä- 
iieri  wiederhergestellt  wird,  wie  er  ursprünglich  auf  dieser  Fläche 
Bestand.  Es  hat  mir  wenigstens  den  Eindruck  gemacht,  als  ob  auf 
frischen  Bruchflächen  durch  eine  Erhitzung  die  photoelektrische  Er- 
r^barkeit  nicht  wesentlich  erhöht  werde. 

0ie  Masse  der  Flussspathkrystalle   und   ebenso   ihre  Oberfläche 
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isolirt  vortrefflich  und  hBlt  die  elektrische  Ladung  ungemein  lange, 
üieses  Verhalten  der  Oberfläche  hängt  wohl  mit  dem  Umstände  zu- 
sammen, dass  dieselbe  vom  Wasser  nicht  benetzt  wird. 


Thermoelektricität. 

Durch  die  Verschiedenheit  zwischen  den  Ecken-  und  Flächen- 
axen  der  Flussspathkrystalle  ist  die  Möglichkeit  gegeben,  dass  auf 
ihrer  Oberfläche  durch  Tempreraturänderungen  elektrische  Spannungen 
auftreten,  und  zwar  folgen  diese  elektrischen  Vorgänge  dem  bei  allen 
thermoelektrischen  Krystalleu  ausnahmelos  bewahrheiteten  Gesetze, 
dass  die  Polaritäten  bei  sinkender  Temperatur  gerade  die  entgegen- 
gesetzten sind  als  bei  steigender. 

Beim  Steigen  der  Temperatur  stimmen  nun  die  auf  der  Ober- 
fläche der  Flussspathkrystalle  entstehenden  elektrischen  Spannungen 
in  ihrem  Vorzeichen  mit  den  durch  die  Belichtung  hervorgerufenen 
überein. 

Beim  Sinken  der  Temperatur  verwandeln  sich  diese  von  döf 
Erhitzung  erzeugten  Elektricitäten  in  die  entgegengesetzten;  die  beim 
Erkalten  auftretenden  Spannungen  sind  also  sowohl  den  durch  die 
Steigerung  der  Temperatur  als  auch  den  durch  die  Belichtung  eat- 
stehenden  entgegengesetzt. 

Obwohl  nun  die  durch  die  Belichtung  und  die  durch  Erhöhung 
der   Temperatur   hervorgerufenen  elektrischen  Spannungen   in  ihrem 
Vorzeichen  übereinstimmen,  so  muss  ihre  Entstehung  doch  auf  ver- 
schiedenen Vorgängen  beruhen,  oder  wenn  sie  durch  denselben  Vor- 
gang erzeugt   werden,    so  muss  solcher   durch  die  Belichtung  einen 
voUständif^en  Abschluss  Unden,    während   derselbe,    wenn   er  durch 
die  Steigerung  der  Temperatur  entstanden  ist,  nicht  abschliesst,  son- 
dern  bei    dem  Sinken   derselben    wieder   zurückgehl;   denn    die  bei 
steigender  Temperatur  auftretenden  Polaritäten   kehren  sich  bei  dem 
Erkalten  um,  während  nach  der  Belichtung  die  entgegengesetzten  Elek- 
tricitäten im  Dunkeln  nicht  erscheinen. 

Bei  den  durch  das  Licht  stark  erregbaren  Flussspäthen  riil^ 
auch  die  Temperaturänderung  eine  ziemlich  starke  elektrische  Pol^' 
rität  hervor;  sie  ist  bei  diesen  Krystallen  jedoch  stets  schwächer  al^ 
die  durch  das  Licht  erzeugbare. 
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Bei  manchen  durch  das  Licht  weniger  erregbaren  Krystallen 
siod  dagegen  die  thermoelektrischen  Spannungen  grösser  als  die 
photoelektrischen ;  dies  tritt  ein  bei  manchen  Flüchen  der  grünen 
und  sapphirbiauen  Krystalle,  bei  denen  jedoch  wahrscheinlich  die 
Eiuptindlichkeit  gegen  das  Licht  durch  vorhergegangene  schädigende 
EiDwirkungen  geschwächt  worden  ist.  Durchweg  die  photoelektri- 
schen an  Stärke  übertreßend  zeigen  sich  aber  die  thermoelektrischen 
Spannungen  auf  den  braunröthlichen  oder  braunvioletten  Krystallen, 
wek^he  im  Sonnenlichte  gar  nicht  und  nur  durch  das  elektrische 
Kohlenlicht  einigermassen  elektrisch  werden.  Auch  bei  den  fast 
farblosen  Krystallen  von  Stolberg  am  Harz  sind  öfter  die  thermo- 
elektrischen Spannungen  stärker  als  die  photoelektrischen. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergibt  sich  nun  sofort  die  Vertheilung 
der  thermoelektrischen  Polaritäten  auf  der  Oberfläche  der  Flussspath- 
krystalle. 

Bei  steigender  Temperatur  sind  ebenso  wie  beim  Belichten  die 
.Villen  der  Würfelflächen  negativ;  diese  negative  Spannung  nimmt 
von  hier  aus  nach  den  Rändern  und  namentlich  nach  den  Ecken 
bin  ab.     Sehr  oft  zeigt  die  ganze  Fläche  negative  Polarität. 

Auf  anderen,  namentlich  grösseren  Krystallen  treten,  entspre- 
chend den  Vorgängen  beim  Belichten,  an  den  Ecken,  und  wohl 
auch  noch  an  den  Rändern  positive  Spannungen  hervor. 

Beim  Erkalten  sind  die  Polaritäten  die  gerade  entgegengesetz- 
ten; die  Mitten  der  Flächen  zeigen  positive  Elektricität,  abnehmend 
nach  den  Rändern  und  den  Ecken.  Letztere  zeigen  entweder  noch 
schwache  positive  Elektricität  oder  tragen  negative  Spannungen.  Diese 
negativen  Spannungen  sind  oft  zu  schwach,  um  bei  ganzer  freier 
flache  wahrgenommen  zu  werden;  durch  Bedecken  der  mittleren 
positiven  Theile  können  sie  sichtbar  gemacht  werden. 

Wenn   die  Grenzen   zwischen   den  positiven  und  negativen  Be- 
reichen auf  den  Flächen  bei  der  Belichtung  öfter  etwas  anders  ver- 
laofen  als  bei  der  Abkühlung,  oder  die  Verhältnisse  zwischen  den  In- 
tensitäten in  beiden  Fällen  nicht  genau  dieselben  sind,  so  wird  diese 
Abweichung  dadurch  bedingt,  dass  die  Belichtung  den  Krystall  in  an- 
derer Weise  trifl^  als  die  Abkühlung,   wie  ja  solche  Schwankungen 
selbst  bei  verschiedenen  Bestrahlungen  bereits  erwähnt  wurden. 
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Auf  den  Flächen,  welche  durch  Abbrechen  der  Krystalle  von 
ihrer  Unterlage  entstanden  sind,  mögen  sie  unregelmässig  verlaufende 
Bruchflächen  oder  Stücke  von  ebenen  Durchgängen  sein,  erscheint 
bei  steigender  Temperatur  positive,  bei  sinkender  negative  Polarität. 

Die  beim  Erkalten  hervortretenden  elektrischen  Spannungen 
werden  stärker,  wenn  die  vorhergehende  Temperatursteigerung  eine 
höhere  war,  wenigstens  innerhalb  der  Grenze  bis  1 50^  C. 
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L  Einleitung. 

Im  Jahre  1 865  wurde  die  Längendifferenz  zwischen  der  Stern- 
warle  in  Leipzig  und  der  geodütisclien  Station  Laaer  Berg  bei  Wien 
von  Herrn  Professor  E.  Weiss  und  mir  durch  Zeitübertragung  auf 
ielegraphischem  Wege  ermittelt  und  die  Differenz  zwischen  dem  Laaer 
Berg  und  der  alten  Sternwarte  in  Wien  auf  dem  Akademiegebiiude 
am  Universitätsplatze  auf  geodätischem  Wege  bestimmt,  und  konnte 
ich  im  Jahre  1866  in  Bd.  XV  dieser  »Abhandlungen«  das  Resultat  der 
Bestimnmng  der  Längendifferenz  vorlegen. 

Als  Herr  Th.  von  üppolzer  die  Leitung  der  astronomischen 
Arbeiten  der  k.  k.  üslerreicliischen  Gradmessung  übernommen  hatte, 
und  die  neue  Sternwarte  in  Wien  ausserhalb  der  Stadt  auf  der  alten 
Türkenschanze  erbaut  wurde,  schien  es  ihm,  obwohl  er  die  Längen- 
differenz zwischen  dem  Laaer  Berge  und  der  Türkenschanze  auch 
auf  astronomischem  Wege  ermittelte,  doch  von  grosser  Wichtigkeit, 
von  Neuem  die  neue  Sterwarte  direct  mit  den  Sternwarten  in  Berlin 
und  Leipzig  zu  verbinden.  Ich  konnte  mich  dieser  Ansicht  nur  an- 
scliliessen,  denn  bei  der  Bestimmung  zwischen  mir  und  Professor 
Weiss  waren  die  Beobachtungen  mit  Auge  und  Ohr  ausgeführt  und 
die  Uhren  unter  einander  durch  (loincidenzen  mit  telegraphisch  ge- 
gebenen Signalen  verglichen.  Auch  die  persönliche  Gleichung  zeigte 
sich  ziemlich  schwankend;  sie  war,  da  ein  Wechsel  der  Beobachter 
nicht  stattgefunden  hatte,  vor  der  eigentlichen  Längenbestimmung  an 
dem  Leipziger  und  nach  derselben  an  dem  Wiener  Instrument  er- 
mittelt und  für  Sterne  von  verschiedener  Declination  verschieden 
gefunden. 

Die  Wiederholung   nach   der  Methode  des  Registrirens ,  sowohl 
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der  Zcilbeslimmungon    als    auch   der  Signale,    und    zu   einer  anJerD 
Jahreszeit  und  von  andern  Bc^obachlern,  welche  die  Slalionen  wechsel- 
ten, war  daher  zugleich  eine  (Kontrolle  für  die  Sicherheit  der  früher 
angewandten  Methode.     Das  neu  erhaltene  Resultat  stimmt  mit  dem 
früheren  bis  auf  OrOS,   also    innerhalb   der  wahrscheinlichen  Fehler, 
Uberein ,    und   ist  dadurch  wiederum  nicht   nur   ein  Beweis  für  die 
Genauigkeit  der  Bestimmung  der  Langendiflerenz  auf  telegrapliischeui 
Wege   überhaupt   als   auch   dafür  geliefert,    dass   die   verschiedenen 
Methoden  zu  denselben  Werthen  führen,  wenn  nur  die  nütbigen  Vor- 
sichtsmassregeln und  die  erforderliche  Sorgfalt  angewandt  wird. 

Die  Beobachtungen  wurden  im  Jahre  1875  ausgeführt  in  der 
Zeit  vom  7.  üctober  bis  zum  23.  November,  und  zwar  war  es,  da 
das  Wetter  ziemlich  unbeständig,  nur  October  8,  9  und  19,  No- 
vember 2,  3,  4,  14  und  16  an  beiden  Stationen  gleichzeitig  klar, 
während  üctober  7  und  November  23  nur  in  Wien  Beobachtungen 
gelangen,  die  aber  als  einseitig  nicht  benutzt  wurden.  Die  Beob- 
achter waren  der  erste  Ol)servator  der  Leipziger  Sternwarte  Herr 
Dr.  Weinek  und  der  Observator  der  k.  k.  österreichischen  Grad- 
messung Herr  Oberlieulenant  Ritter  von  Steeb.  Üctober  8,  9, 
November  14  und  IG  beobachlete  Ersterer  in  Leipzig,  Letzterer  in 
Wien;  Üctober  19,  November  2,  3,  4  Weinek  in  Wien,  von  Steeb 
in  Leipzig. 

Die  Instrumente  waren    beide;  vollständig  gleich  und  zwar  Pas- 
sageninstrumente mit  gebrochen(Mn  Fernrohr  von  G8  mm  üelFnung  und 
87cm    Brennweite    aus    der  Werkstatt    von    Pistor  &  Martins  i^ 
Berlin,  ganz  dieselben  Instrumente,  welche  im  Jahre  1865  zur  Vei 
Wendung   kamen.     Beobachtet  wurde  immer  mit  der  stärksten,  d^^ 
90  fachen  Vergrösserung. 

Die  Registrirapparate  waren  nach  dem  9.  Üctober  ganz  gleicl»^^ 
von  Mayer  &  Wolf  in  Wien  und  gehören  beide,  sowie  die  Schalt- 
bretter mit  dem  Relais,  Boussolen  und  Widerstünden,  der  k.  k.  uster^ 
reichischen  üradmessung.  Die  Signalstifle  der  Registrirapparate  sift-^ 
federnde  und  in  feine  Spitzen  auslaufende  Glasröhrchen,  welche  zu«* 
Markiren  der  Signale  mit  einem  AnilinfarbstolV  gefüllt  werden.  Zw  '- 
sehen  den  Signalen  von  den  Localuhron  und  den  Localtastern ,  n^'^ 
welchen  die  Durchgänge  der  Sterne»  und  auch  die  Signale  regislriV/ 
wurden,  ist  die  sogenannte  Parallaxe,  d.  i.  die  Differenz  zwischen  defl 
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aikirungen  der  beiden  Glasrölirchen,  vv(»nn  beide  gleichzeitig  in 
ewegimg  gesetzt  werden,  ermittelt  worden. 

Die  Parallaxe  anzubringen  wJIre  unnötliig,  wenn  sie  immer 
iesell)e  für  alle  Signale  lilic^be.  Die  Glasröhrchen  müssen  jedoch  öfter 
orausgenominen  und  gereinigt  werden ,  und  da  bei  dem  Einsetzen 
ichl  immer  dieselbe  Stellung  wieder  zu  erhalten,  ist  die  Parallaxe 
Iwas  veränderlich  und  muss  daher  berücksichtigt  werden. 

An  den  ersten  beiden  Abenden  wurde  in  Leipzig  der  Registrir- 
pparat  von  Aus  fei d  nach  Uausen'^cher  Construction  —  siehe  die 
ÜDgenbestimmung  zwischen  Leipzig  und  Gotha,  Leipzig  1 865  —  ge- 
raucht, bei  welchem  die  Signale  durch  Metall-Stifte  in  den  Papier- 
reifen  hineingeschlagen  werden.  Da  die  Stifte  fest  an  Hebeln  an- 
ebracht  sind  und  nie  herausgenommen  werden,  ist  die  Dilferenz 
«fischen  den  Signalen  der  beiden  Stifte,  wenn  dieselben  gleichzeitig 
egeben  werden,  immer  dieselbe,  und  daher  war  die  Anbringung 
ioer  Parallaxe  für  die  ersten  Abende  in  Leipzig  unnöthig. 

Die  Instrumente  sind  schon  anderweitig  beschrieben;  so  die 
assageninstrumente  in  der  Längenbestimmung  Berlin-Lund,  die  Re- 
slrirapparate  von  C.  von  L  i  1 1  r  o  w ,  das  Schaltbrett  von  Herrn 
on  Oppolzer  in  den  Sitzungsberichten  der  Wiener  Akademie 
and  LH  und  LXL\. 

Die  kaiserlich  deutsche  und  auch  die  k.  k.  österreichische 
eneraldirection  der  Telegra[)hen  gestatteten  mit  der  grössten  Libe- 
ilitöt  die  unentgeltliche  Benutzung  directer  Telegraphenleitungen  in 
en  Nacht^stunden  und  gewährten  jede  erforderliche  Hilfe,  wofür  den 
huldigen  Dank  hier  auszusprechen  mir  zu  besonderer  Freude  gereicht. 


II.    Das  Beobachtungsprogramm. 

Herr  von  Oppolzer  hat  für  seine  Längenbestimmungen  eine 
^zahl  von  zu  beobachtenden  Sternen  zusammengestellt  und  nennt 
^en  Satz  von  7 — 10  aufeinander  folgenden  Sternen  eine  Zeil- 
stimmung. 

Es  folgen  zuerst  3  —  4  Sterne  nicht  schwächer  als  6.  Grösse 
id  nicht  zu   weit   vom  Aequator  entfernt,   die   in  Intervallen    vop 
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3  —  5  Zeitminuten  nach  einander  cuiminiren,  dann  ein  Polstern,  bei 
dessen  Culmination  umgelegt  wird,  und  alsdann  wieder  3 — 5  Sterne 
wie  vorhin.  Vor  Anfang  der  Beobachtung  und  besooders  vor  der 
ümiegung  wurde  nivellirt  und  nach  der  Umlegung  ebenfalls,  und 
kommen  sowohl  in  Leipzig  als  in  Wien  auf  jede  ZeilbestimmuDg  im 
Durchschnitt  zwischen  3  und  4  Nivellirungen. 

Die  dem  Aequator  nahen  Sterne,  die  sogenannten  Zeitsteroe, 
sind  ferner  so  gewählt,  dass  ihre  mittlere  Zenithdistanz  nach  Süden 
nahe  eben  so  gross  ist,  als  die  Zenithdist-anz  der  Polsterne  nach 
Norden.  Es  betrug  z.  B.  die  mittlere  Zenithdistanz  der  Polstenie 
für  Leipzig  38^,  für  Wien  41",  die  der  Zeitsterne  für  Leipzig  47^ 
für  Wien  44^  Durch  gleiche  Zenithdistanzen  wird  ein  Theil  der 
noch  etwa  vorhandenen  Instrumentalfehler  eliminirL 

An  jedem  Abend  wurden  zweimal  Zeitsignale  von  Leipzig  nach 
Wien  und  umgekehrt  registrirt  und  zwar  vor  den  SternbeobachtuDgen 
und  nach  denselben,  so  dass  das  Mittel  aus  den  Zeitsignalen  jede^r 
mal  nahe  zusammenfällt  mit  dem  Mittel  aus  den  SternbeobachtuDgen. 
Es  war  vorher  ausgemacht,  dass  nach  vorherigem  Anrufen  und  Pro- 
biren von  jeder  Station  viermal  je  16  Signale  in  Intervallen  von 
circa  1 V2  Secunde  gegeben  werden  sollten.  Es  wurden  ferner  bei 
dem  Geben  dieser  Signale  Widerstände  benutzt,  so  dass  der  abgehende 
und  ankonunende  Strom  nahe  gleich  stark  war  und  konnten  mit  dem 
von  Herrn  von  üppolz(M*  beschriebenen  Schaltbrett  die  erforder- 
lichen Stromstärken  s(»hr  schnell  und  bequem  eingestellt  werden. 
Die  Stromstärken  selbst  wurden  an  Bussolen  gemessen  und  möglich^t 
jede  Aenderung  in  der  Empfindlichkeit  der  Relais  vermieden.  Die 
Registrirapparate  standen  mit  den  cmptindlichen  Relais  in  unmittel- 
barer Verbindung. 

Wegen  des  unbeständigen  Wetters  in  der  schon  vorgeschriltenen 
Jahreszeit  wurde  zur  Regel  gemacht,  von  den  in  der  folgenden  Ta- 
belle I  enthaltenen  in  sechs  Gruppen  getheilten  Sternen  womöglich 
drei  Gruppen  gleichzeitig  zu  beobachten  und  musste  sich  die  Reihen- 
folge der  Gruppen  nach  dem  Wetter  richten.  Aus  der  Tabelle  er- 
sieht man,  welche  Sterne  an  beiden  Orten  gleichzeitig  beobacbtel 
werden  konnten.  Das  Zeichen  »  bedeutet:  beobachtet,  das  Fehlen 
jedes  Zeichens  bedeutet:  nicht  beobachte L  Man  sieht,  dass  im 
Durchschnitt   auf  beiden    Stationen   gleichzeitig   an    jedem   der  acht 


I- 
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Abende  nahe  drei  Zeitbestimmungen  mit  etwa  zwanzig  gemeinsamen 
Sternen  und  drei  Polsternen  enthalten  sind.  Das  Beobacbtungsschema 
Itot  sich  daher  dahin  zusammenfassen: 

Beobachtungsschema. 

Signal  Wechsel  (von  jeder  Station  viermal   16  Signale). 

Erste  Zeitbestimmung  Zweimal  nivellirt  vor, 

mit  Umlegung.  zweimal  nivellirt   nach   der  Umlegung. 

Zweite  Zeitbestimmung         Zweimai  nivellirt  vor, 
mit  Umlegung.  zweimal  nivellirt  nach   der  Umlegung. 

Dritte  Zeitbestimmung  Zweimal  nivellirt  vor, 

mit  Umlegung.      ^  zweimal  nivellirt  nach  der  Umlegung. 

Signalwechsel   (von  jeder  Station  viermal  16  Signale). 


In  der  Uebersicht  der  Beobachtungen  in  Tabelle  1  enthSilt  die 
erste  Columne  die  angenommenen  mittleren  Oerter  der  beobachteten 
Slerae  für  1875,0.  Dieselben  wurden  dem  provisorischen  Kataloge 
des  Herrn  von  Oppolzer  entnommen,  denn  die  Positionen  haben 
auf  die  Endresultate ,  da  auf  beiden  Stationen  dieselben  Sterne  zur 
Ableitung  der  Längendifferenz  benutzt  sind,  keinen  Einfluss.  Der 
provisorische  Katalog  bezieht  sich,  was  die  Zeitsterne  anbetrifft,  auf 
das  Newcomb'sche  Verzeichniss  der  Maskelyne'schen  Sterne. 
Die  in  demselben  nicht  enthaltenen  Sterne  sind  dem  Pulkowaer 
Katalog,  dem  Nautical  Almanac  (1875)  und  der  Gonnaissance  des 
Temps  (1875)  entnommen  und  als  Reduction  auf  das  gewählte 
System  angenommen: 

ftrden  Pulkowaer  Katalog:     +05019  , 

»     »     Nautical  Almanac: 

^  Of 029  +  Of 01 5  cos«  —  0.-009  sin«  —  Of 009       \^o        » 

»    die  Gonnaissance  des  Temps: 

+  Of044  +  0f020  cos«  —  0f021  sin«  +  Of0045^^^   -  • 


C.   Brvhns,   Neue  Ukstihiiuhg 


Tabelle  I.    llebersichl   der   erhalle 


% 

OclolH-r  H 

Oclobei 

SiLTno 

AH  (875,0, 

Decl.  !»7]i,n 

Wi.1. 

LelgoiR 

Wim       L. 

5 

Wduck 

Slnb     W 

«3  Uevelii] 

~~6~ 

20M  6»  591:10 

+    4"56.'7 

n  Capricomil 

5 

20  20      9.88 

—  18  37.2 

69AquilaL*] 

5 

20  23      7.05 

-    3   18.0 

»olsleniK  [0.  C.) 

6.8 

20  34   38.17 

+  81      0.5 

[ISUelpliimj 

6 

20  43    10.40 

+  13     4.8 

H  Aquarii 

5 

20  45   54.<>6 

—    9  27.1 

[ieDdpliinij 

6 

20  49    40.75 

+  12     5.5 

ÖCapricorni 

4 

20  58   ^hM 

-17  43.7 

61'Cygni 

6 

21      1     17.62 

+  38     8.1 

61»Cygn! 

6 

31     1    19.12 

+  38     8.1 

[y  Equulei]       . 

5 

21     4    15.83 

+   9  37.7 

•  V 

«  Equulei 

4 

21     9   34.49 

+   4  43.9 

„ 

•     A 

Polslern  F  (U.  C.) 

i.t 

9  19     5.66 

+  81   52.5 

[e  Cnprieorni] 

5 

21   30      4.72 

—  20     1.5 

\d  Aquarii] 

6 

21   33    12.71 

+    1   41.0 

» 

£  Pegasi 

% 

21    38      2.83 

+    9   18.2 

16Pcgasi 

b 

21   47   22.54 

+  25  20.3 

a  Aquarii 

3 
"3 

21    59    21.80 

—    0  55.6 

9  Pegasi 

"22"  3~53.6r~ 

+   5  35.0 

[41  Aquarii] 

6 

22     7    23.63 

-21   41.7 

„ 

l9  Aquarii 

4 

22  10    44.21 

-   8  24.3 

Polstern  L  (0.  C.) 

B.3 

22  22   57.22 

+  85  28.7 

t  Pegasi 

3 

22  35    13.66 

+  10   10.8 

[68  Aquarii] 

6 

22  40   50.14 

-20  15.9 

„ 

X Aquarii 

i 

22  46      5.62 

-   8  U.7 

„ 

a  Piscis  auslrini 

\ 

22  50    U-39 

-30  17.1 

a  Pegasi 

2 

22  58    32.13 

+  11  32.0 

(68  Pegasi] 

~5"" 

23     3    43.86 

+    9"    8."7 

[y  Aquarii] 

4 

23     7    50.88 

-   6  43.4 

y  Piscium 

i 

23    10    4t. 12 

+   2  36.0 

Polstern  M  {O.e.) 

ii.8 

23  27    50.31 

+  86  37.1 

(21  Piscium] 

6 

23   43      3.44 

+   0  23.0 

\(f  Pegasi] 

6 

23   46      7.84 

+  18  25.6 

tu  Piscium 

4 

23  52   53.57 

+    6   10.3 

aAadroniediie 

2 

0     1    55.76 

+  28  «4.0 

y  Pegasi 

3 

0     6    48.04 

+  14   29.3 

12  Ceti 

6 

0  23    39.58 

—    4   38.9 

[55  Piscium] 

6 

0  33    20.92 

+  20  45.1 

(»Ceti 

S 

0  37    18.84 

-18   40.4 

(58  Piscium] 

5 

0  40   30.31 

+  11    17.5 

Polstern A  [O.G.) 

4.8 

0  52      1.07 

+  85  35.1 

^  Ceti] 

3 

1      2    17.98 

-10  50.7 

w  Piscium] 

b 

1     6   57.87 

+  23   55,3 

/•Piscium] 

6 

1    11    21.08 

+   2  57.3 

^  Piscium 
\it  Piscium] 

'V 

1   24    47,78 

+  14  42.0 

6 

1    30    28.42 

+  11   30.1 

V  Pisi'ium 

6 

1    34    .'i5.62 

+   4  51.3 

Polstern  G  (U.  C.) 

6.3 

1?  46      0,31 

+  83  22.8 

[60  Ceti] 

6 

1   56    47.06 

—   0  28.5 

a  Arielis 

2 

2     0      7,80 

+  22  52.2 

[ISArietis] 

6 

2     3    42.09 

+  18  .54.6 

1 

67  Ceti 

6 

2  10    44.95 

-    6  59.9 

l'Ceti 

1 

2  21    30.86 

+   7  53.9 

/ 
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tachtiingen    in    Leipzig;    und    Wien. 


ober  19 

«'   Wi^n 
t-    Wcinek 

Xoven 

Leipzig 
St«^eh 

il)er  2 

Wien 
Weinek 

» 

Noven 

Leipzig 
Steeb 

» 

iber  3 

Wien 
Weinek 

Noven 

Leipzig 
Kteeb 

» 

iber  4 

Wien 
Weinek 

» 

Novem 
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— 

» 

her  U 
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November  ^6 

Wien      Leipzig 
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290  C.  Brunns,   Nei;e  Bbstuiiiong  JO 

Die  Sterne,  deren  Namen  in  Klammern  gesetzt  sind,  wurdeo 
aus  minder  genauen  Katalogen  entlehnt,  doch  sind  die  Positionen  voo 
diesen  auch  im  Mittel  innerhalb  0f05  sicher. 

Für  61  Cygni  ist  die  Parallaxe  (0745)  berücksichtigt,  und  als 
(lorrection  für  dieselbe  sind  folgende  Werthe  an  die  scheinbaren 
Oerter  des  Sternes  angebracht: 

September  28.5  .  .  .  0r029 
October  18.5  ....  0.035 
November  7,6  ...  .    0.037 

Die  Positionen  der  mit  den  Buchstaben  K,  F,  L,  IVl,  A  und  G 
bezeichneten  Polsterne  sind  dem  Albrech t'schen  Verzeichniss  im 
»Generalbericht  über  die  Europäische  Gradmessung  1 873«  entnomiuen. 
An  dieselben  sind  aber  noch  bei  Berechnung  der  scheinbaren  Oerter 
(^orrectionen  angebracht,  welche  Herr  Dr.  Becker  am  Berliner  Me- 
ridiankreis bestimmt  hat.  Der  Polstern  A  ist  identisch  mit  dem  Stern 
Nr.  344  der  Anhaltsterne  in  der  »Vierteljahrschrifl  der  AstronomischeD 
Gesellschaft«  und  stimmt  die  mit  der  Becker'schen  Correction  folgende 
Position  mit  der  der  »Vierteljahrschrifl«  bis  auf  —  0f03  überein. 


in.   Die  scheinbaren  Oerter  der  beobachteten 

Sterne. 

Die  scheinbaren  Oerter  der  Sterne  sind  nach  den  Oppolzer- 
schen  Hülfstafeln,  in  welchen  für  jeden  Stern  die  Hülfsgrössen  log«» 
logfc,  logc,  log(/  angegeben  sind,  berechnet.  Bei  den  Polsternen 
sind  die  Mondglieder,  wo  es  nöthig  war,  berücksichtigt.  Die  von 
Dr.  Becker  bestimmten  Correctionen  der  Polsternpositionen  nach 
Oppoizer's  provisorischem  Katalog  sind: 


Correction  in  AR. 

Polstern 

A 

+  0^24 

)) 

F 

+  0.33 

» 

G 

-0.82 

)) 

K 

-0.07 

)) 

L 

+  0.24 

» 

M 

+  0.03 

Die  angewandten  scheinbaren  Oerter  sind  in  Tabelle  11  enthaltet 
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ibelle  II.    Scheinbare   Oerter  der   beobachteten   Sterne. 


lerne 


Od.  8 


o 


O 


> 
o 


o 
i5 


> 
o 


> 
o 


> 
o 


eveliij      I 

pricornij 

quilae] 

elphinii 

uirii 

elphinii 

ricorni 

ygni 

vijni 

uulci^ 

lulei 

>ricorni] 

uarii] 

isi 

^asi 

larii 

asi 

(]  uarii. 

larii 

asi 

quarii] 

larii 

*is  austr. 

asi 

cgasil 

[uarii  \ 

;iuni 

»cium 

gasij 

cium 

Ironiedae 

asi 

<ti 

iscium] 

• 

1 

iscium] 

lil 

scium] 

cium] 

ium 

jcium] 

ium 

eli 

Ulis 

rielis'; 

li 

• 
1 


20^47"» 
20  20 
20  23 
20  43 
20  45 
20  49 
20  58 


21 
21 
21 
21 


1 
1 
4 

9 


21  30 

21  33 

21  38 

21  47 


21 
22 
22 


K9 
3 

7 


22  10 
22  35 
22  40 
22  46 
22  50 

22  58 

23  3 
23  7 
23  10 
23  43 
23  46 
23  52 

0  1 
0  6 
0  23 
0  33 
0  37 
0  40 


1»58 
12.88 

9.74 
42.89 
57.58 
43.27 
58.28 
19.94 
21.44 
18.47 
37.25 

8.10 
15.63 

5.64 
25.14 
24.88 
56.67 
27.19 
17.48 
16.70 
53.75 

8.89 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
2 


2 
7 
11 
24 
30 
34 
56 
0 


2  3 
2  10 
2  21 


58:27 
19.92 
21.42 
18.46 
37.24 

8.09 
15.62 

5.63 
25.13 
24.87 
56.66 
27.19 
17.47 
16.70 
53.75 

8.88 
48.33 
35.21 
47.02 
54.28 
44.42 

6.81 
11.05 
56.90 
59.00 


42172 
57.42 
43.10 
58.12 
19.72 
21.22 
18.31 
37.09 

7.95 
15.49 

5.50 
24.98 
24.74 
56.55 
27.07 
17.36 
16.61 
53.65 

8.80 
48.23 
35.13 
46.95 
54.21 
44.36 

6.78 
11.03 
56.89 
58.98 
51.33 


1-20 


57.91 
19.43 
20.93 
18.11 
36.89 

7.75 
15.31 

5.31 
24.77 
24.59 
56.38 
26.89 
17.20 
16.46 
53.50 

8.67 
48.07 
35.01 
46.84 
54.10 
44.26 

6.70 
10.95 
56.83 
58.92 
51.29 


1-19 
12.48 

9.35 
42.49 
57.21 
42.88 
57.91 
19.41 
20.91 
18.10 
36.88 

7.74 
15.30 

5.30 
24.75 
24.58 
56.37 
26.88 
17.19 
16.46 
53.49 

8.66 
48.05 
35.00 


1H8 
12.47 

9.34 
42.48 
57.20 
42.87 
57.89 
19.39 
20.89 
18.08 
36.87 

7.72 
15.29 

5.29 
24.74 
24.56 
56.36 
26.87 
17.18 
16.45 
53.49 

8.66 
48.04 
34.99 


1-03 


9.20 


57.74 
19.18 
20.68 
17.93 
36.72 

7.57 
15.14 

5.14 
24.58 
24.43 
56.23 
26.72 
17.04 
16.32 
53.35 

8.53 
47.89 
34.87 
46.71 
53.98 
44.14 

6.61 
10.85 
56.74 
58.82 
51.21 
42.98 
24.23 
22.46 
33.68 
21.58 

1.39 
24.62 


42131 
57.04 
42.69 


17.92 
36.71 

15.13 

5.13 
24.56 
24.42 
56.21 
26.70 
17.03 
16.31 
53.33 

8.52 
47.88 
34.86 
46.70 
53.97 
44.13 

6.60 
10.84 
56.73 
58.82 
51.21 
42.98 
24.23 
22.46 
33.69 
21.59 

1.40 
24.62 
51.38 
32.04 
59.24 
50.77 
11.64 
45.90 
48.69 
34.65 
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12 


Sterne 

Oct.  8 

20»»34'"36:1o 

• 

O 

• 

O 

34^57 

• 

> 

o 

2; 

CO 

• 

> 
o 

32t31 

• 

> 

o 
Z 

32^15 

• 

> 
o 

c 

> 

z 

Polstern  K  (O.G.) 

30^67  30:37 

>)        F(Ü.C.) 

21    19    10.97 

11H3 

12.68 

15c10 

15.30 

15.50 

17.26 

17.67 

»        L  (0.  C.) 

22  22    59.53 

59.31 

57.35 

54.04 

53.76 

53.48 

50.84 

50.!8 

M(O.C.) 

23  27 

58.97 '57.37 

54.18 

50.77 

50.17 

»        A(O.C.) 

0  52 

12.38 

1113 

»        G  (U.  G.) 

1   45 

5ii( 

IV.    Ermittelung  der  Instrumental -GorrectioneiL 

Von  den  Instriimentalfehlern  wurde  die  Neigung  direct  durch 
das  Niveau  ermittelt,  die  Collimation  durch  ümlegung  des  Instrumentes 
und  das  Azimut  hergeleitet  aus  den  Beobachtungen  der  Polsterne  in 
Verbindung  mit  den  Zeitsternen  oder  in  Verbindung  mit  einer  vor- 
IduKgen  Uhrcorrection.  Da  immer  an  beiden  Stationen  dieselten 
Polsterne  beobachtet  und  zur  Herleitung  des  Azimut^s  benutzt  und 
die  Coefficienten  für  das  Azimut  an  beiden  Stationen  nur  wenig  ver- 
schieden sind,  haben  die  durch  Fehler  in  den  Positionen  der  Polsleme 
hervorgebrachten  Unrichtigkeiten  im  Azimut  keinen  Einfluss  auf  das 
schliessliche  Resultat. 


1.  Das  Instrument  in  Leipzig. 

a.    Die  Neigung, 

An  jedem  Abend  wurde  die  Neigung  nach  dem  Programm  neun 
bis  zwölf  Mal  bestimmt.  Das  sehr  gute  Niveau  ist  schon  bei  ähn- 
lichen Arbeiten  angewandt  und  hat  immer  eine  grosse  Genauigkeit 
ergeben.  In  der  Libelle  befindet  sich  ein  Reservoir  und  konnte  da- 
her die  BlasenlJInge  fast  immer  gleich  gcjhalten  werden.  Der  Wcrlh 
eines  Theiles  der  Libelle  ist  nach  vielfachen  Bestimmungen  genau 
wie  früher  zu 

0ri22 
ermittelt. 
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Die  Correction  wegen  Ungleichheil  der  Zapfen  ist  fUr  jeden 
obachier  nach  dessen  Erinittehingen  direct  angenommen.  Um  die 
ö^e:  Neigung  West  minus  Neigung  Ost,  zu  bestimmen,  sind  sümmt- 
he  Nivellirungen  benutzt,  und  um  von  einer  etwaigen,  von  der 
it  abhängigen  Variation  der  Neigung  unabhängig  zu  sein,  wurden 
ircliweg  folgende  Combinationen  eingehalten :  Die  ersten  Neigungen 
der  Westlage  wurden  mit  den  nach  zweimaliger  Umlegung  ge- 
(idenen  Neigungen  in  der  Westlage  zu  einem  Mittel  vereinigt  und 
tenso  die  dazwischen  liegenden  Neigungen  in  der  Ostlage,  so  dass 
e  Zeiten,  für  welche  diese  Neigungen  als  gültig  gefunden  sind, 
st  gleich  waren;  dann  wurde  die  Grösse  Neigung  West  minus 
^igung  Ost  gebildet. 

W^enn  das  Gewicht  einer  Nivellirung  =  1   angenommen  wird. 
Des  der  aufeinanderfolgenden  Mittel  p\  p'\  p'",  z.  B.  2,  2,  3  für 

2  '  2  '  3  ' 

inn  ist  das  Gewicht  der  schliesslichen  Differenz,  West  —  Ost 


f  ^.  tf ..  llt 


__  4^^yy 

4;>>'"+//'(;/+0  ' 


BIT  Weinek    fand  für  West  —  Ost   bei  dem  Leipziger  Instrument 
-0?472,   Herr  von   Steeb   +0P336. 

Die  angestellten  Nivellirungen  sind  in  der  folgenden  Tabelle 
.'geben  und,  um  sie  mit  einander  vergleichen  zu  können,  sUmmtlich 
üf  die  Kreislage  West  reducirt. 


Tabelle  HL    Beobachtete   Neigungen    in    Leipzig. 


Tag 

Uhrzeit 

Kreislage 

Neigung 

Neigung, 
bezogen  auf 
Kreis  West 

<875.    October  8 
Beobachter 
Weinek 

20Ü1 
20.5 
20.9 

W 
W 
0 

+  0P44 
+  0.40 
+  0.10 

+  0P440 
+  0.400 
+  0.572 

21.3 
21.5 
21.7 

0 

w 
w 

-0.21 
-0.21 
+  0.40 

+  0.262 
-0.210 
+  0.400 

22.0 
22.5 

22.8 

w 

0 
0 

+  0.075 
+  0.175 
+  0.29 

+  0.075 
+  0.647 
+  0.762 
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[H 


Tag 


Uhrzeit 


Kreislage 


Neigung, 
bezogen  ni 
Kreis  West 


1875.     Ociober  9 
Beobachter 
Weinek 


October  19 
Beobachter 
von  Steeb 


November  2 
von  Steeb 


November  3 
von  Steeb 


20^9 
21.5 
21.7 

22.0 
22.3 
22.5 
22.9 

23.3 
23.6 
23.9 

20.6 

bis 

21.3 

21.3 

bis 

22.4 

22.4 

bis 

23.5 

23.5 
bis  23.9 

21.0 
bis  21.3 

21.3 

bis 

22.4 

22.4 

bis 

23.5 

23.5 
bis  23.9 

20.3 
bis  20.6 


O 
W 

w 

w 
w 
o 
o 

o 
w 
w 

o 
w 
w 
w 
w 

o 
o 

0 

o 

w 
w 
w 
w 

o 
o 

w 
w 

0 

o 
o 
o 

Vs 

w 
w 
w 

0 
0 

0 
0 


0?06 
0.50 
0.44 

0.14 
0.55 
0.05 
0.30 

0.85 
0.01 
0.00 

0.87 
0.92 
0.55 
0.25 
0.02 

0.50 
0.40 
0.15 
0.72 

0.12 
0.00 
0.00 
0.15 

0.20 
0.10 

0.02 
0.00 

0.52 
0.35 
0.75 
0.80 

0.72 
0.07 
0.15 
0.20 

0.52 
0.40 

0.05 
0.52 


+0r532 
-0.500 
+0.iiO 

+O.U0 
+0.550 
+0.4» 
+0.472 

-0.378 

+0.010 

O.OOO 

-0.534 
-0.920 
-  0.550 
-O.250 
-0.020 

-0.164 
-0.064 
+  0.186 
-0.384 

-0.120 
O.OOO 
O.OOO 

+  0.150 

+  0.136 
+  0.23ß 

-0.Ö2O 
O.OOO 

-0.1^4 
-O.Ol  4 
-0.41  4 
-0.4ß4 

-O-T-^t) 

-0.070 
+  0.15Ö 
-0.2OÖ 

-0.1  «i 
-0.064 

+  0.286 
-0.184 
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Tag 

Uhrzeil 

Kreislage 

Neigung 

Neigung, 
bezogen  auf 
Kreis  West 

875.    Novemlier  3 

20^6 

W 

-0?30 

—  0?300 

Beobachter 
von  Steeb 

bis 

W 
W 

+  0.10 
+  0.15 

+  0.400 
+  0.450 

24.3 

W 

0.00 

0.000 

24.3 

0 

-0.32 

+  0.046 

bis 

0 
0 

—  0.50 

-0.22 

-0.464 
+  0.446 

22.4 

0 

-0.97 

-0.634 

22.4 

W 

-0.20 

-0.200 

bis  22.8 

W 

+0.27 

+  0.270 

November  4 

20.3 

0 

-0.05 

+  0.286 

von  Steeb 

bis  20.6 

0 

-0.57 

-0.234 

20.6 

w 

-0.25 

-0.250 

bis 

w 
w 

-0.20 
+0.37  . 

-0.200 
+  0.370 

24.3 

w 

+  0.47 

+  0.470 

24.3 

0 

+  0.07 

+  0.406 

bis 

0 

—  0.32 

+  0.046 

0 

-0.37 

-0.034 

22.4 

0 

-0.35 

-0.044 

22.4 

w 

+  0.02 

+  0.020 

bis  22.8 

1 

w 

+  0.02 

+  0.020 

November  14 

22.3 

w 

—  0.05 

-0.050 

Beobachter 

22.5 

0 

-0.05 

+  0.422 

Weinek 

23.0 

0 

—  0.10 

+  0.372 

23.3 

0 

+  0.05 

+  0.522 

23.6 

w 

+  0.20 

+  0.200 

0.0 

w 

+  0.59 

+  0.590 

0.5 

w 

+  0.86 

+  0.860 

0.8 

w 

+  0.975 

+  0.975 

4.0 

0 

-0.21 

+  0.262 

4.3 

0 

0,00 

+  0.472 

« 

4.4 

w 

+  0.44 

+  0.440 

November  46 

24.2 

w 

+ 1 .325 

+  1.325 

Weinek 

24.4 

0 

+  0.31 

+  0.782 

21.9 

0 

0.00 

+  0.472 

22.3 

0 

+  0.125 

+  0.597 

22.6 

w 

+  0.80 

+  0.800 
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Tag 

Uhrzeil 

Kroislage 

Neigung 

Neig! 
bezöge 
Kreis 

487.5.     November  46 

23^0 

W 

+  0P775 

+  0F 

Beobachter 

23.3 

w 

+  0.95 

+  0. 

Weinek 

23.7 

0 

+  0.59 

+  1. 

0.3 

0 

+  0.70 

+  1. 

0.8 

0 

+  0.19 

+  0. 

1.0 

w 

+  0.875 

+  0. 

1.3 

w 

+  0.94 

+  0. 

1.7 

w 

+ 1 .025 

+  1. 

1.9 

0 

+  0  525 

+  0. 

2.3 

0 

+  0.275 

+  0. 

Aus  diesen  Werthen  sind  aus  je  zAvei,  drei  oder  vier  Neig 
die  Mittel  genominen  und  ist  hierbei  nicht  ganz  gleichmüssig  verf 
Herr  Weinek  hat  nämlich,  da  die  rosultirende  halbstündlich 
riation  der  Neigung  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Neigungsermit 
liegt,  filr  jede  Zeitbestimmung,  abgesehen  von  der  Gorrection  ' 
Zapfenungleichheit,  nur  eine  Neigung  angenommen;  während 
von  Steeb  die  Neigung  für  jede  Kreislage  getrennt  einführte, 
dem  Mittel  der  ührzeiten  verschwindet  diese  Differenz  und  nur 
man  die  Zeitbestimmungen  in  Kreislage  Ost  und  W^est  gesondert 
suchen  wollte,  kann  sich  die  Verschiedenheit  des  Verfahrens  bc 
bar  machen.  An  die  erhaltenen  Mittel  ist  dann  die  UngleichiK 
Zapfen  angebracht,  und  nach  Umwandlung  der  Libellentheile  ii 
secunden  ist  die  folgende  Tabelle  IV  der  definitiven  Neigungei 
standen. 


Tabelle  IV.    Ableitung  der  angewandten   definitiven   Neig 

in  Leipz ig. 


1875,  Tag 

Mittel 

der 

Uhrzeiten 

20fö 
2i.5 
22.4 

2^4 
22.4 
23.6 

Mittel  der 
Neigungen, 
bezogen  auf 
Kreis  West 

Neigung  red 
Zapfenunj 

West 

ucirt  wegen 
f^Ieichheil 

Ost 

Definitive  Xeigi 
Zeitsecund( 

W^est 

October  8 

Beobachter 

Weinek 

October  9 
Weinek 

+  0P471 
+  0.^51 
+  0.495 

+  0.^57 
+  0.321 
-0.123 

-h  0P353 
+  0.033 
+  0.377 

+  0.039 
+  0.203 
-0.241 

+  0?117 
-0.203 
+  0.141 

-0.197 
—  0.033 
-0.477 

+  0Ü043 
+  0.004 
+  0.046 

+  0.005 
+  0.025 
-0.029 

+ 
+ 

LÄxr,BNDIFFEHKKZ    ZWISCItRN    LsiPZIfi    UND   WlBN. 


Millcl 

Milli-I  iliT 
Ncitiuiift, 
l)pzonfnnuf 

Nri[!uriK  re 

ui'irl  «•■^on 

Ik-flniUvB 

N'oiuuiiu  in 

;S,  T»B 

der 

Uhrzcilni 

20^6 

Zapfi-tiiii 

l-lt^klilLcil 

Zeilsecuotlc'u 

-0r!J34 

Wnsl 
-0F618 

-^^1^- 

West 

Osl 

)1mt  1» 

—  0F78G 

-  05075 

—  0-096 

hwhler 

30.» 

— o.i:ir. 

-0.!J19 

-0.687 

-0.063 

-0.084 

Stfel) 

S1.8 

—  0.106 

-0.190 

—  0.358 

-0.023 

-0.044 

22.9 

+  0.007' 

-0.077 

-0.245 

-0.009 

-0.030 

23.7 

+  0.18« 

+  0.102 

—  0.066 

+  0.012 

—  0.008 

.nilHT  2 

21.2 

—  0.010 

—  0.094 

—  0.262 

-0.011 

-0.032 

SIeH) 

21.8 

—  0.269 

-0.3.'i3 

-0.521 

-0.043 

-0.063 

22.9 

—  0.210 

-0.29* 

-0.462 

-0.036 

-0.056 

23.7 

-0.124 

—  0.2(18 

-0.376 

-  0.025 

—  0.046 

™lK>r  3 

20. i 

+  0,051 

—  0.0:13 

-0.201 

-0.004 

-0.024 

Sieul» 

20.9 

-o.ot» 

-0.096 

-0.264 

-0.012 

-0.032 

2)  .8 

—  0.167 

-0.251 

—  0.419 

-0.031 

-0.051 

22.6 

+  0.031» 

-0,049 

-0.217 

-0.006 

-0.026 

fnir)pr  i 

20.4 

+  0.026 

-0,058 

-0.226 

-0.007 

-0.027 

Sieeb 

20.9 

+  0,09K 

+  0.014 

-0.154 

+  0.002 

—  0.019 

21.8 

+  0.093 

+  0.009 

—  0.1!;9 

+  0.001 

—  0.019 

+  0.020 

—  0.064 

-0.232 

-0.008 

-0.028 

•mtwrli 

22.6 

+  0.218 

+  0.130 

-0.106 

+  0.016 

-0.013 

Mphler 

23.  fi 

+  0.437 

+  0.319 

+  0.083 

+  0.039 

+  0.010 

nek 

t.O 

+  0.602 

+  0.484 

+  0.248 

+  0.059 

+  0.030 

-niberlO 

21.3 

+  0.8ßO 

+  0.742 

+  0.506 

+  0.091 

+  0.062 

nek 

22.4 

+  0.69K 

+  0.580 

+  0.344 

+  0.071 

+  0.042 

23.6 

+  0.990 

+  0.872 

+  0.636 

+  0.106 

+  0.078 

(.0 

+  0.826 

+  0.708 

+  0.472 

+  0.086 

+  0.058 

2.0 

+  0.923 

+  0.805 

+  0.569 

+  0.098 

+  0.069 

Eine  der  Zeit  proportionale  Aendernng  der  Neigung  ist  nicht  zu 
iDDen.  Es  ist  die  Varialion  der  Neigung  in  einer  Stunde  aus 
die  III  in  Leipzig  nur  —  OrOOi- .  Der  walirscheinliche  Fehler 
er  Nivellirung  findet  sich  +0F22,  daher  der  der  definitiven 
^Dgen,  bei  welchen  im  Durchschnitt  3.1  Nivellirungen  zu  einem 
«I  vereinigt  sind,  zu 

±0M2  =  0?015  . 


b.    Die  Collimatiott.  ' 

Die  Ableitung  des  Collimationsfehlers  aus  den  an  den  verschie- 
»  Abeaden   beobachteten  Polslerncn  geschah   nach  der  Formel: 

UUI.  d,  K.  9.  0«Hll*ch.  <1.  Witaanicb.    XX  *" 
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C.  BuDHNs,  Neue  BBsriiivciie 


[18 


'i[{To-TJcosd+{J,-JJ 


cos{(p  +  d)]  y*^.- 


In  welcher  T^  und  T^  die  beobachteten  Uhrzeiten  der  Fäden,  re- 
ducirt  auf  den  Mittelfaden,  J^  und  J^  die  Neigungen  der  Verbindungs- 
linien der  Mittelpunkte  der  Kreiszapfen  (stets  auf  die  Westseite  be- 
zogen) in  Kreis  Ost  und  Kreis  West  bezeichnen.  Da  von  Herm 
Weinek  die  Neigung  für  die  ganze  Zeitbestimmung  als  conslaDt 
angenommen,  ist  in  diesem  Falle  die  Grösse  J^  —  J^  auch  coo- 
stant  und  abhängig  von  der  Correction  wegen  Zapfenungleichheil 
Es  besteht  nämlich  die  Gleichung: 


•^o-«'t.  =  i(West-Ost)|- 


—  0f0288  in  Leipzig, 

—  0.0512  in  Wien. 


Bei  Herrn  von  Steeb's  Beobachtungen  ist  die  Differenz  J^"''« 
wegen  der  für  jede  Kreislage  als  constant  angenommenen  Neigung 
fUr  jede  Zeitbestimmung  verschieden. 

Noch  ist  zu  erwähnen,  dass  bei  der  Reduction  von  den  Seiteo- 
fäden  auf  den  Mittelfaden  sowohl  der  Polstern-  als  auch  der  Zeitstero- 
Beobachtungen  der  individuellen  Auffassung  der  Fäden  dadurch  Rech- 
nung getragen   ist,   dass   aus   den  Beobachtungen  jedes  Beobachters 

Tabelle  V.    Ableitung  der 


1875,  Tag 

Stern 

Durchgangszeit 
Kreis  West 

Correction 
für  f 

Durchgangsinl 
Kreis  Osl 

Oclol)er  8 

K  (0.  C.) 
F  (ü.  C.) 
L  (0.  C.i 

20^36"»51«13 

21  21    30.01 

22  25    11.14 

+  0«24 

—  0.02 
-4-0.48 

21  21    34.25 

22  25     4.U 

October  9 

F  (U.  G.) 
L  (0.  G.) 
M  (0.  G.) 

21  21    31.28 

22  25    13.30 

23  30    12.72 

—  0.02 
+  0.26 
-0.40 

21  21   35.58 

22  25     5.5« 

23  30     1.85 

October  19 

K  (0.  G.) 
F  (ü.  G.) 
L  (0.  G.) 
M  (0.  G.) 

20  37      4.78 

21  21    46.17 

22  25    25.98 

23  30    23.01 

-0.33 
+  0.29 
-0.11 
-0.14 

20  37     1.35 

21  21    50.83 

22  25  17.6i 

23  30   11.75 

November  2 

F  (U.  G.) 
L  (0.  G.) 
M  (0.  G.) 

21  22      6.53 

22  25    38.78 

23  30    30.41 

+  0.05 
-0.42 
-0.55 

21  22   10.95 

22  25  30.9« 

23  30  26.34 

DBB  Längendifferenz  zwischen  Leipzig  und  Wien. 
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;h    die    Fadendistanzen    abgeleitet   und    angewendet   sind.     Es 
sich  folgende  Fadendistanzen  gefunden: 


'ipziger  Passageninstruinent 

Wiener  PassageniDStrument 

en 

Weinek 

von  Steel) 

Faden 

Weinek 

von  Steeb 

1 

40!270 

40«253 

1 

36!628 

36!614 

2 

26.728 

26.735 

2 

32.189 

32.117 

i 

17.821 

17.831 

3 

27.985 

27.982 

4 

13.427 

13.443 

4 

18.230 

18.212 

0 

8.943 

8.990 

5 

13.254 

13.234 

6 

9.013 

8.989 

m 
l 

9.004 

9.011 

8 

13.402 

13.395 

8 

9.014 

9.018 

9 

17.887 

17.882 

9 

13.694 

13.707 

0 

26.845 

26.852 

10 

17.586 

17.598 

1 

40.144 

40.099 

11 

27.511 

27.543 

12 

32.190 

32.195 

13 

36.408 

36.437 

igentliches  Gesetz   in   der  Auffassung  der  Fäden  ist  nicht  vor- 
n;  im  Mittel  heben  sich  die  Differenzen  fast  vollständig  auf. 
lit  Anwendung  obiger  Formel    ergeben  sich   für  Ableitung  der 
ationsfehler  folgende  Werthe,  bei  welchen  die  Federnparallaxe 
$  berücksichtigt  ist. 


alion    in    Leipzig. 


tion 

• 

t 

Durchgan^sze 
füi 

Kreis  West 

iten  corrijj;irl 
•  i 

Kreis  Ost 

Durchgangs- 

Zeil           1 
Wesl  -  Ost 

Colliinalions- 
fehler 

Angewandtes 
TageMnittel 

08 
12 

18 

51!37 
29.99 
11.62 

47:31 

34.37 

4.32 

+  4^06 
-4.38 
+  7.30 

-.0-32 
-0.31 
-0.29 

-0?31 

12 

04 
80 

31.26 
13.56 
15.32 

35.70 
5.48 
1.05 

-    4.44 
+   8.08 
+  11.27 

-0.31 
-0.32 
—  0.33 

-0.3« 

56 
19 
42 
14 

4.45 
46.46 
25.87 

22.87 

0.79 
51.02 
17.20 
11.61 

+   3.66 
-    4.56 
+   8.67 
+  11.26 

-0.29 
-0.32 
-0.34 
-0.33 

-0.32 

29 
63 
69 

6.58 
38.36 
35.86 

11.24 
30.29 
25.65 

-    4.66 
+   8.07 
+  10.21 

-0.33 

—  0.32 

—  0.30 

-0.32 

10 
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C.  Bbuhns,   Neüb  Bestimmung 


[Jfl 


1875,  Tag 

Stern 

Durchgangszeit 
Kreis  West 

CorrectioD 
für  j 

Durchgangneit 
Kreis  Ost 

November     3 

K  (0.  G.) 

F  (U.  C.) 
L  (0.  C.) 

20»'37™19ü66 
fl   22      7.33 
22  25    38.58 

-0-06 
+  0.05 
-0.11 

20>»37"15S2 

21  22  1139 

22  25  30.59 

November     4 

K  (0.  C.) 

F  (ü.  G.) 
L  (0.  G.) 

20  37    20.60 

21  22      8.57 

22  25    39.74 

+  0.06 
-0.05 
-0.11 

20  37  16.66 
24   22  12.88 
22  25  31.09 

November  14 

L  (0.  G.) 
M  (0.  G. 

A  (0.  G.) 

22  25   50.27 

23  30    48.10 
!      0  55    11.15 

+  0.17 
+  0.54 
+  0.63 

22  25  41.17 

23  30  36.55 
0  55     116 

November  16 

F  (U.  G.) 
L  (0.  G.) 
M  (0.  G.) 
A  (0.  G.) 
G  (ü.  C.) 

1 

,    21   22   24.56 
i    22  25    49.94 
i    23  30    48.61 

0  55    12.33 

1  49      1.28 

-0.44 
+  0.75 
+  1.47 
+  0.92 
-0.60 

24  22  29.29 

22  25  41.79 

23  30  37.65 

0  5o     3.00 

1  49     6.68 

Betrachtet  man  die  einzelnen  Werthe,  so  ergibt  sieb  kein  tdg- 
lieber  Gang,  denn  derselbe  ist,  wenn  man  ibn  ableitet,  theils  positiv 
theils  negativ,  und  die  Summe  der  Veränderung  ist,  wenn  man  die- 
selbe aus  den  Differenzen  der  ersten  und  letzten  CollimatioQ  ao 
jedem  Tage  bildet, 

in  19.8  Stunden  nur  =  +.0f01    , 

also  verschwindend  klein.  Es  sind  daher  für  die  CoUimationsfehler 
die  in  der  letzten  Columne  der  Tabelle  V  enthaltenen  Mittel  an- 
genommen. 

Der  wahrscheinliche  Fehler   einer   CoUimation  findet  sich  zu 

±oroi2  , 

und  der  wahrscheinliche  Fehler  des  Mittels  aus  drei  Beobachtungen, 
welche  an  den  meisten  Abenden  vorliegen,  zu 

±0?007  . 


c.    Das  Azimut, 

Nachdem  die  Culminationszeiten  der  Polsterne  wegen  Neigung 
und  CoUimation  corrigirt  worden,  war  aus  denselben  noch  die  ^^' 
rection  wegen    des  Azimutes   abzuleiten    und  wurde  zuerst  mit 


%l 
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Correclion 
für  i 

Durchgangsz« 
fü 

Kreis  West 

i'iUin  corrigirt 
r  t 

Kreis  Osl 

15H1 

Durchjiaiigs- 

zeil 
West  -  Ost 

Collimalions- 
fehlcr 

Angewandtes 
Tagesmittel 

-OüH 

19^60 

+  4«19 

-0':33 

^0.24 

7.38 

12.63 

-5.25 

-0.37 

-0«34 

-0.53 

38.47 

30.06 

+  8.41 

-0.33 

—  O.H 

20.66 

16.55 

+  4.11 

-0.32 

^CM 

8.52 

12.98 

—  4.46 

-0.32 

-0.33 

—  €.2< 

39.63 

30.88 

+  8.75 

-0.34 

—  O.U 

50.44 

40.98 

+    9.46 

-0.37 

-ko.u 

48.64 

36.69 

+  11.95 

-0.35 

—  0.36 

^0.32 

1^.78 

2.48 

+    9.30 

—  0.36 

—  0.30 

24.12 

28.99 

-    4.87 

-0.34 

4-0.44 

50.69 

42.23 

+   8.46 

-0.33 

4-1.08 

50.08 

38.73 

+  11.35 

-0.33 

-0.34 

+  0.62 

13.25 

3.62 

+   9.63 

-0.37 

-0.42 

0.68 

6.26 

-   5.58 

-0.32 

der  Zeitsierne  für  jeden  Abend  ein  vorläufiges  Azimut  abgeleitet,  als- 
dann mit  demselben  s^mmtliche  Uhrcorrectionen  der  Zeitsterne  er- 
mittelt, und  schliesslich  mit  diesen  und  den  noch  mit  dem  Azimut  be- 
hafteten Durchgangszeiten  der  Polsterne  das  definitive  Azimut  gefunden. 
Nennen  wir  die  noch  mit  dem  Azimut  behaftete  Culminationszeit 
des  Polsterns  aus  Ost  und  West  T\  die  Rectascension  a,  die  vor- 
lüuGg  ermittelte  Uhrcorrection  . /< ,  so  findet  sich  das  Azimut  k  durch 
die  Formel : 


k  = 


|0.  C.1 

\u.  c.|  • 


sin  {(p  Zf,  d]  sec  d 

Die  tägliche  Aberration  ist  selbstverständlich  berücksichtigt  und  mit 
dem  Collimationsfehler  vereinigt.  In  der  folgenden  Tabelle  VI  sind 
alle  Daten  zur  Ableitung  des  Azimuts  vorhanden.  Angewandt  wurde 
Hir  jeden  Abend  das  arithmetische  Mittel  aus  den  erhaltenen  Azimuten, 
denn  eine  der  Zeit  proportionale  Veränderung  ist  nicht  verbürgt,  es 
tommt  z.  B.  die  Differenz  des  Azimuts  aus  Polstern  F  —  K  =  —  Of  1 4 , 
aus  Polstern  L  — F  =  +0f01 ,  aus  Polstern  M  — L  =  —  OfOi,  aus 
Polstern  A  —  M  =  OfOO,  also  theils  negativ,  theils  positiv,  welches 
noch  von  den  Fehlern  der  Polsternpositionen  herrühren  kann.  Die 
iVichtberücksichtigung  einer  etwa  vorhandenen  Variation  des  Azimuts 
liebt  sich  im  Endresultat  auch  wieder  auf.    Der  wahrscheinliche  Fehler 


302 


C.  Bbchüs. 


Bbstiiiiiung 


einer  Azimutbestimmung  unter  der  Voraussetzung,  dass  < 
haltenen  Einzelwerthe  nicht  von  constanten  Fehlern  beeinflus; 
findet  sich  im  Mittel  zu 

±0!07  , 

Tabelle  VI.    Ab  lein 


1875,  Tag 

Polstern 

1 

Durchgangszeit 

coirigirt  wegen 

i  und  c 

0 

Oclober  8 

K  (0.  C. 

20*36-49^26 

1 

20'' 3  4" 

F  u.  c; 

:      21  24    32.28 

H  49 

L  ,0.  C.) 

22  25     7.80 

ii  ii 

Oclober  9 

F    U.  C.) 

21   21    33.35 

81   19 

L  ,0.  C.) 

22  25      9.36 

22  22 

*                                             4 

23  30      6.46 

23  27 

Oclober  19 

K  o.e.; 

20  37     2.52 

20  34 

F  .ü.  C. 

21   21    48.85 

21   19 

L   ;0.  C.\ 

22  25   21.35 

22  22 

M  lO.  C.) 

23  30    16.99 

23  27 

November  2 

F  (U.  C.) 

21  22     9.02 

21   19 

L    0.  C.) 

22  25   34.14 

22  22 

M  ^0.  C.i 

23  30   30.50 

23  27 

November  3 

K  ;0.  C. 

20  37    17.40 

20  34 

F    U.  C.) 

2«   ^2    «0.11 

21   19 

L    0.  C.) 

22  25   34.08 

22  22 

November  4 

K   0.  C.) 

20  37    18.50 

20  34 

F    C.  C.i 

1                                     * 

21   22    10.86 

21    19 

L  ,0.  C.) 

22  25   35.06 

22  22 

November  H 

L    0.  C.) 

22  25    45.54 

22  22 

M  lO.  C"; 

23  30    42.44 

23  27 

A  ,0.  c; 

0  55     6.96 

0  52 

November  i6 

F  (U.  C.) 

21   22    26.65 

21    19 

L  ,0.  C.) 

22  25    46.30 

22  22 

M  ,0.  C.) 

23  30    44.19 

23  27 

A  (0.  C. 

0  55     8.27 

0  52 

G  lü.  C.j 

1 

1   49      3.58 

1    45 
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ch  der  wahrscheinliche  Fehler  eines  für  dun  Abend  angewandten 
lUlmittels  aus  drei  Beobachtungen  zu 
±OfOi  . 


Jt  fiir  OU' 

des  PulsIpniK 

n-  T'~-It 

Aiimiit  ft 

THgGsmillel 

"13:11 

-2"1(i:54 

+  3-43 

-l;08 

31.31 

-2    16.73 

-4.58 

—  0.89 

—  1:05 

8.27 

-2    16.56 

+  8.29 

-1.17 

SS.SS 

—  2   17.74 

-   4,48 

—  0.87 

10.05 

—  2    17.66 

+   7.61 

-1,07 

—  0.99 

7.49 

-3    17.69 

+  10.20 

-1.04 

27. Hü 

—  2   30.39 

+   2.44 

—  0.77 

36.17 

-2   30.42 

-   5.75 

-1.12 

-0.98 

84.00 

-2   30.53 

+    6.53 

-0.98 

19.6S 

-8   30.50 

+  10.88 

-1.11 

53.93 

—  2    47.63 

-   6.29 

—  1.22 

40.10 

-2   47.67 

+   7.57 

—  1.06 

-1.15 

36  33 

—  2   47.67 

+  11.35 

—  1.16 

45.09 

-2    18.32 

+  3.83 

-1.02 

51.81 

-2    48.34 

-6.47 

-1.26 

-1.14 

10.32 

-2    48.13 

+  ».tl 

—  1.14 

16.35 

-2   40.44 

+  3.09 

-0.97 

S5.36 

-2   49.43 

—  5.93 

-1.15 

-1.08 

11.58 

-2    49.50 

+  7.92 

—  1.11 

54.70 

-3      3.16 

+   7.46 

- 1 .05 

51.67 

-3      2.20 

+  10.53 

-1.08 

-1.06 

54.58 

-3      8.25 

+   7.67 

-1,05 

8.98 

-3      3.41 

—  5.57 

-1.08 

56.01 

-3     3.41 

+  7.40 

-1,04 

51.02 

-3     3.47 

+  9.46 

-0.96 

-1.07 

56.14 

-3     3.46 

+  7.32 

—  1.00 

11.17 

-3     3.41 

-7.76 

—  1.86 
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C   Bruhns,    Neue  Bestimmung 


in 


2.  Das  Instrument  in  Wien. 

a.    Die  Neigung, 

Lieber  die  Ableitung  ist  schon  Alles  bei  deui  Leipziger  liu^trunieDt 
gesagt.     Es  fand  sich  in  Wien: 

\^  =  oro9ö  . 


Die  Grösse  Zapfen  West  —  Ost  ist 


nach    Weinek 
»       von   Steeb 


ir078  , 
1.124  . 


•»'Ä 


i  S;et 


Die  stündliche  Aenderung  der  Neigung  tindet  sich  im  Durchscbniil  zu 

—  0P024  , 

also  auch  verschwindend  klein. 

Der  wahrscheinliche  Fehler   einer   Nivellirung  ist 

±0?20  , 

daher   der   der  definitiven  Neigungen,    bei  welchen    im  Durclisd^oiU 
3.4  Nivellirungen  zu  einem  Mittel  vereinigt  sind,  zu 


±0?11  =  ±0f010  . 

Die  einzelnen  Nivellirungen  sind  in  Tabelle  VII,  die  iMiltelwerthe 
definiliven  Neigungen  in  Tabelle  VIII  enthalten. 


v\t^* 


Tabelle  Vll.    Beobachtete   Neigungen    in    Wien. 


1875,  Tag 

l'hrzeit 

1 

Kreislj 

OctoJ)er  8 

20l'3  bis  20»!6 

W 

Beobachter 

W 

von  Steeb 

20.6  bis  21 .3 

0 
0 
0 
0 

21.3  bis  22.4 

w 
w 
w 
w 

Neigung 


0P10 
0.27 

0.80 
1.15 
1.25 
1.10 

0.27 
0.05 
0.22 
0.50 


Neigung, 
bezogen  auf^ 
Kreis  West 


ivxV 


—  0?1 00 
-f-0.i?70 

+  0.324 
-0.026 

—  0.126 
4-0.024 

4-0.270 
-hO.OoO 
4-0.220 
4-0.500 


^ 
4 


A 
4 
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5,  Tag 


l)or  8 


L'hrzeit 


»ei   9 


«icliter 


?niber  2 
(lek 


>niber  3 
lek 


22H  bis  22^7 


21.0  bis  21.3 


21.3  bis  i2.4 


22.4  bis  23.5 


23.5  bis   0.0 


20^9 
21.2 
21.4 
21.7 
21.9 

22.4 
22.7 
22.9 

23.3 

23.6 

0.0 

20.1 
20.9 
21.2 
21.4 
21.7 

22.3 
22.5 
22.9 

23.2 
23.6 
23.9 

20.3 
20.5 
20.7 
20.9 


Kreislage 


0 
O 

O 

0 

w 
w 
w 
w 

o 

0 

o 

0 

w 
w 

w 
w 

0 
0 
0 

0 

w 
w 

w 
o 
o 

o 
o 

0 

w 
w 

w 
o 

0 

o 
w 
w 

w 
w 
o 
o 


Neigung 


j       Neigung, 

bezogen  auf 
I     Kreis  West 


0F60 

+  0P524 

0.«5 

+  0.174 

0.87 

+  0.254 

0.97 

+  0.154 

0.3« 

+  0.320 

0.12 

+  0.120 

0.45 

+  0.150 

0.45 

+  0.450 

0.67 

+  0.454 

0.82 

+  0.304 

1.02 

+  0.104 

1.00 

+  0.124 

0.15 

+  0.150 

0.15 

+  0.150 

0.24 

-0.240 

0.80 

+  0.800 

0.35 

+  0.72H 

0.89 

+  0.188 

1.04 

+  0.038 

0.88 

+  0.20.J 

0.16 

+  0.160 

0.04 

-0.040 

0.63 

+  0.625 

0.65 

+  0.428 

1.19 

-0.112 

1.05 

+  2.188 

0.76 

+  1.838 

1.39    . 

+  2.468 

2.41 

+  2.410 

1.99 

+  1.990 

2.46 

+  2.460 

1.54 

+  2.618 

0.44 

+  1.518 

1.00 

+  2.078 

1.98 

+  1.975 

1.96 

+  1.960 

2.08 

+  2.075 

2.66 

+  2.660 

1.68 

+  2.753 

1.25 

+  2.328 
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C  BiUHNs,    Nbur  Bestimmukg 


i« 


1875,  Tag 


Uhrzeil 


Neigung, 
belogen  auf 
Kreis  West 


November  3 

Beobacbtor 

Weinek 


November  4 
Weinok 


November  H 
Beobachter 
von  Sleeb 


November  16 


ii^2 
21.4 
21.9 

22.2 
22.6 
22.9 

20.1 
20.5 
20.6 
20.9 

21.2 
21.4 
21.7 

22.2 
22.6 
22.9 

20Ö  bis  20^6 


20.6  bis  21 .3 


21.3  bis  22.4 


22.4  bis  23.5 


23.5  bis    0.9 


0.0  bis    1.2 


20H 


O 
W 

w 
w 

0 
0 

0 
0 

w 
w 

w 

0 

o 

0 

w 
w 

w 
w 

o 
o 
o 

w 
w 
w 
w 


w 
w 
w 
w 
w 

o 
o 
o 

0 

o 


4?31 

2.36 
2.11 

2.71 
1.78 
1.25 

1.86 
2.06 
3.15 
3.20 

3.68 
2.59 
2.08 

2.24 
3.24 
3.10 

1.07 
1.52 

0.40 
0.20 
0.17 

1.05 
1.00 
0.82 
1.17 


0 

—  0.37 

0 

—  0.67 

0 

—  0.70 

0 

-0.35 

0.40 
0.55 
0.92 
0.70 
1.17 

0.17 
0.55 
0.35 
0.00 

0.57 


2r388 
2.360 
2.110 

2.710 
2.853. 
2.32«^. 


2.93 
3.13 
3. Li 

3.20 


3.6"^  ^ 
3.6e^H 
3.U3:j 

3.3  ^8 

3.2  4  0 
3.1  OO 


1.0 
1..S 


1.S«4 
0.^24 
0.9^4 

I.OöO 
1.OO0 

0.820 
\A7€ 

0.75  4 
0.4.^  4 
O.i^-4 
0.77  ^ 


[) 


0.40  ^> 
0.55  ^^ 
0.92 
0.70 
1.17 


0.9^  -* 
0.57^  * 
0.7r  ^ 
1.1B-* 

1 .6!=^  4 
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;«» 


l'hrzeit 

Kreislage 

Neigung 

Neigung, 
bezogen  auf 
Kreis  West 

'li)^.^  bis  21^3 

W 

+  0P97 

+  0?970 

W 

+  0.87 

+  0.870 

w 

+  0.95 

+  0.950 

w 

+  1.10 

+  1.100 

21.3  bis  22.4 

0 

-0.15 

+  0.974 

0 

—  0.«5 

+  0.874 

0 

-0.62 

+  0.504 

0 

—  0.65 

+  0.474 

22.4  bis  23.5 

w 

+  0.47 

+  0.470 

w 

+  0.70 

+  0.700 

vv 

+  0.72 

+  0.720 

w 

+  0.82 

+  0.820 

23.5  bis    0.9 

0 

-0.27 

+  0.854 

0 

-Ü.75 

+  0.374    % 

0 

-0.72 

+  0.404 

0 

-0.87 

+  0.254 

0 

-0.82 

+  0.304 

0.9  bis    rS 

w 

+  0.10 

+  0.100 

w 

+  0.47 

+  0.470 

w 

+  0.47 

+  0.470 

w 

+  0.62 

+  0.620 

1.8  bis    2.2 

0 

-0.47 

+  0.654 

0 

-0.75 

+  0.374 

^•le  Vlll.    Ableitung  der  angewandten  definitiven  Neigungen 

in  Wien. 


1  Affc 

Mittel 

Mittel  der 
Neigungen, 
bezogen  auf 
Kreis  West 

Neigung  reducirt  wegen 

Definitive 

Neigung  in 

'^^Ä.  Tag 

der 
Uhrzeiten 

Zapfenungleichheit 
West               Ost 

Zeitsec 
West 

unden 
Ost 

Jclober  8 

20H 

+  0?085 

—  0?1 96 

-  0P758 

-0!019 

-0;072 

Beobachter 

20.9 

+  0.049 

-0.232 

-0.794 

-0.022 

-0.075 

von  Sleeb 

21.8 

+  0.260 

-0.021 

-0.583 

-0.002 

-0.055 

22.6 

+  0.349 

+  0.068 

-0.494 

-0.006 

-0.047 

}ctober  9 

21.2 

+  0.204 

-0.077 

—  0.639 

-0.007 

-0.061 

ron  Steeb 

21.8 

+  0.260 

-0.021 

-0.583 

-0.002 

-  0.055 

22.9 

+  0.246 

—  0.035 

-0.597 

-0.003 

-0.057 

23.7 

+  0.150 

-0.131 

—  0.693 

-0.012 

—  0.066 

C.  BitiJHNS,   Nei;e  Bestimmcng 


MIIU'I 

Millrl  dir 

ttraoyen  auf 
KrpiH  West 

Neigung  rt'dutirl  weiKen 

DeGiiitive 

N«K«"i:  1» 

IH7S,  Tag 

der 
Ulirxcilcn 

West       1         Osl 

West      1       0« 

Oclohcr  19 

21 H 

+orao3 

+  0F03* 

-OF505 

+  0:003 

-0:0(K 

Beohai^htor 

22.7 

+  0.108 

-0.161 

-0.700 

-0.015 

-DM 

Weinek 

23.6 

+  0.314 

+  0.045 

-0.494 

+  0.004 

-ft.nn 

November  S 

2(.l 

+  2.167 

+  1.898 

+  1.369 

+  0.180 

+o.i» 

Weinek 

32.  i; 

+  2.199 

+  1 .930 

+  1.391 

+  0.183 

+o.f:i! 

23.6 

+  2.004 

+  1.733 

+  1.196 

+  0.165 

+0.111 

^ovelllhel■  3 

20.6 

+  2.454 

+  2.18-5 

+  1.646 

+  0.208 

+  9,156 

Weinpk 

21.5 

+  2.286 

+  2.017 

+  1.478 

+  0.192 

+  0,11" 

22.6 

+  2.630 

+  2.361 

+  1.822 

+  0.224 

+».m 

November  i 

2Ü.5 

+  3.106 

+  2.837 

+  2.898 

+  0.270 

+o.iis 

Weinek 

21.4 

+  :i.499 

+  3,230 

+  2.691 

+  0.307 

+  I).!SS 

2*.6 

+  3.219 

+  2.9.50 

+  2.411 

+  0.280 

+fl,m 

November)  4 

20.4 

+  I.i95 

+  1.014 

+  0.452 

+  0.096 

+0.0(3 

Keobüebter 

21.0 

+  1.134 

+  0.853 

+  0.291 

+  0.081 

+  0,0« 

von  Steeh 

21.8 

+  1.010 

+  0.729 

+  0.167 

+  0.069 

+0.IH6 

22.9 

+  0.601 

+  0.320 

-0.242 

+  0.030 

_U,OH 

0.2 

+  0.748 

+  0.467 

—  0,095 

+  0.044 

-0.0«3 

1.0 

+  0.856 

+  0.575 

+  0.013 

+  0.055 

+  0  001 

November  16 

20.4 

+  1.694 

+  1.413 

+  0.851 

+  0.134 

+0.0R1 

von  Sleeb 

20.9 

+  0.972 

+  0.691 

+  0.129 

+  0.066 

+0.01! 

21.8 

+  0.706 

+  0.425 

-0.137 

+  0.040 

-O.OIJ 

22.9 

+  0.678 

+  0,397 

—  0.165 

+  0.038 

-fl,0|fi 

0.9 

+  0.438 

+  0.157 

—  0.405 

+  0.015 

-ft.OllS 

1.3 

+  0.448 

+  0.167 

-0.39Ö 

+  0.016 

-o.n:tT 

2.0 

+  0.üli 

+  0,233 

-0.329 

+  0.022 

-0.031 

I).    Die  CoUimation. 

Die  zur  Ableitung  der  CülUmationsfphler  angewandte  Formel  i'l 
ächon  bei  dein  l^eipziger  Instrument  gegeben.  Die  Variation  belräifi 
in  21, i  Stunden  gerade  Null  und  verschwindet  daher  absolut. 

Der  wahrscheinliche  Fehler  einer    Oolliniation  beträgt 

±oroi5  , 

der  eines  aus  drei  Werthen  bestehenden  Tagesmitlels 
±0r009  . 
Die  erhaltenen  Werihe  der  Collinialion  sind  in  Tabelle  IX  cnt- 
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c.    Das  AzimuL 

Die  Azimute  für  das  Wiener  Instrument  sind  genau  in  derselben 
?ise  abgeleitet,  wie  bei  dem  Leipziger  bistrument  und  befmden 
h  die  dazu  gehörigen  Daten  in  Tabelle  X.  Auch  hier  ist  ein 
mg  im  Azimut  nicht  vorhanden,  denn  die  Verminderung  fmdet  sich 

Polstern  F  —  Polstern  K  im  Durchschnitt  —  0?044  , 

»        L  —         »  F    »             »  +0.004  , 

„        M  _        ,,  L    ))             »  +  0.042  , 

»        A  —        »  M    »             »  0.000  , 

10  theils  positiv,  theils  negativ  und  im  Durchschnitt  fast  Null.     Es 
aus  den    an  jedem  Abend  erhaltenen  Azimuten  daher  das  Mittel 
Dommen  und  bei  der  Reduction  der  Beobachtungen  angewandt. 

Betrachtet  man  die  Abweichungen  als  zufUllige  Fehler,  so  flndet 
:;h  der  wahrscheinliche  Fehler   einer   Azimutbestimmung  zu 

±0f033  , 

er  eines   Tagesmittels   aus   drei  Einzelwerthen ,    welche  meist   vor- 
anden  sind,  zu 

±0?02  . 
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C.   Brcrn.s,    Neor  BB8TIII«VIIG 


Tabelle  IX.    Ableitui 


1875,  Tag 


October  8 


Oclober  9 


October  19 


November  2 


November  3 


November  4 


DurchgaDgszeit 
Kreis  West 


Correction 
für  f 


November  14 


November  16 


K  (0.  C.) 

F  (U.  C.) 
L  (O.  C.) 

F  (ü.  C.) 
L  (0.  C.) 
M  (O.  C.) 

F  {U.  C.) 
L  (O.  C.) 
M  (0.  C.) 

F  (U.  C.) 
L  (O.  C.) 
M  (O.  C.) 

K  (0.  C.) 

F  (ü.  c; 

L  (O.  C.; 

K  (0.  C.) 

F  (U.  C.) 
L  (0.  C.) 

K  (O.  C.) 

F  (U.  C.) 
L  0.  C.) 
M  (O.  C.) 
A  (O.  C.) 

KiO.  C.) 

F  (L;.  C.) 
L  (0.  C.) 
M  (0.  G.j 

A  (0.  C.) 
G  (U.  G.) 


20^35»  12!40 

21  19  36.38 

22  23  39.96 

21   39  34.74 

2^  23  37.88 

23  28  42.56 

21  19  21.42 

22  23  25.07 

23  28  28.62 

21   19  12.99 

«2  23  7.17 

23  28  11.95 

20  34  45.26 

21  19  17.72 

22  23  11.83 

20  34  50.16 

21  19  24.00 

22  23  16.34 

20  35  22.55 

21  19  56.34 

22  23  49.24 

23  28  53.92 
0  53  10.63 

20  34  22.20 

21  18  56.38 

22  22  48.79 

23  27  52.46 

0  52  11.45 

1  45  29.68 


0H1 
0.00 
0.00 

0.00 
0.00 
0.13 

0.01 
0.15 
0.05 

0.82 

1.85 

-2.20 

-1.12 
-0.87 

-2.27 

-1.45 
-1.40 
-2.83 

-0.54 
-0.32 
-0.71 
-0.53 
-0.41 

-0.38 
-0.32 
-0.40 
-0.53 
-0.10 
-0.06 


Durchgan 
Kreis  ( 


20'»35»1 

21  19  3 

22  23  3 

21  19  3 

22  23  3 

23  28  4 

21  19  S 

22  23  2 

23  28  i 

21  19  1 

22  23 

23  28 

20  34  I 

21  19  \ 

22  23  \ 

20  34  \ 

21  19  ^ 

22  23  ^ 

20  35  ! 

21  19  i 

22  23  i 

23  28  i 
0  53 

20  34  * 

21  18  i 

22  22 

23  27 

0  52 

1  45 


Tabelle  X.    Abi  ei  tu 


4875,  Ta« 

Polstern 

T'  Durchgaiigsz(>it 

corrigirt  >\'egeii 

t  und  c 

« 

Oclober  8 

K  (0.  G.) 

F  (U.  G.) 
L  (0.  G.) 

20^35«'11!99 

21  19    36.74 

22  23    39.50 

20^34" 

21  19 

22  22 

DER    f.ÄNGENDIPPRRKNZ    ZWISCHEN    LEIPZIG    I:ND    WiEN. 
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a l i 0 n    in   Wien. 


:tion 

Durchgangszeiten  corrigirt 
für  1 

Uurchgangs- 
zeit 

Collimalions- 

0      m     % 

Angewandtes 
TagesmiKel 

1 

Kreis  Wesl    ,      Kreis  Ost 

West  -  Ost 

fehler 

Ck 

43 

12:29 

1l!!89 

-i-o;40 

-0:03 

36 

30.38 

36.89 

-0.51 

-0.04 

-0:03 

54 

39.96 

39.42 

-1-0.54 

-0.02 

27 

34.74 

35.01 

-0.27 

-0.02 

61 

37.88 

37.62 

-1-0.26 

-0.01 

-0.03 

KO 

42.43 

40.77 

-1-4.66 

-0.05 

22 

21.41 

23.70 

-2.29 

-0.16 

67 

24.92 

20.85 

-♦-4.07 

-0.16 

-0.15 

63 

28.67 

24.10 

-♦-4.57 

-0.13 

59 

12.17 

13.23 

-1.06 

-0.08 

34 

9.02 

6.45 

-♦-2.57 

-0.10 

-0.09 

52 

14.14 

11.04 

-1-3.10 

-0.09 

84 

46.38 

14.90 

-♦-1.48 

-0.12 

64 

16.85 

17.93 

-1.08 

-0.08 

-0.10 

11.10 

11.83 

-♦-2.27 

-0.09 

17 

51.61 

50.29 

-1-1.32 

-0.10 

n 

22.60 

23.76 

—  1.16 

-0.08 

—  0.08 

32 

19.17 

17.66 

-♦-1.51 

—  0.06 

16 

23.09 

21.95 

-♦-1.14 

—  0.09 

U 

56.02 

57.35 

- 1 .33 

-0.09 

20 

49.95 

46.86 

-♦-3.09 

-0.12 

-0.10 

27 

54.45 

51.05 

-♦-3.40 

-0.10 

00 

11.04 

8.99 

-♦-2.05 

-0.08 

43 

22.58 

22.31 

-♦-0.27 

-0.02 

05 

56.06 

57.64 

-1.58 

-0.11 

10 

49.19 

46.56 

-♦-2.63 

-0.10 

-0.09 

53 

52.99 

49.62 

-1-3.37 

-0.10 

41 

11.55 

8.96 

-1-2.59 

-0.10 

17 

29.62 

31.33 

-1.71 

-0.10 

tes   in   Wien. 


-r 


I5?84 

15.77 
9.97 


^t  für  die 

Culminaiionszeit 

des  Polsterns 


31'?83 
31.80 
31  75 


4!01 
6.03 

8.22 


1H6 
1.11 
1.07 


Tageami  Itel 


IHI 
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[32 


1875,  Tag 


Oclober  9 


October  19 


November  2 


November  3 


November  4 


November  14 


November  16 


Polstern 


F  (U.  C.) 
L  lO.  C.) 
M  (O.  C.i 

F  {ü.  C.) 
L  (O.  C.) 
M  (O.  CJ 

F  ({].  C.) 
L  (O.  C.) 
M  (0.  C.) 

K  fO.  C.) 
F  (ü.  C.) 
L  (0.  C.) 

K  (0.  C.) 

F  (ü.  C.) 
L  (O.  C.) 


K 
F 
L 
M 
A 


(0.  C.) 

(11.  C.) 
(O.  C.) 
(O.  C.) 
(0.  C.) 


K  (0.  C.) 

F  (U.  C.) 
L  (0.  C.) 
M  (O.  C.) 
A  (0.  C.) 

G  (U.  C.) 


T'  Durchgangszeit 

corrigirt  wegen 

I  und  c 


21'»19™34';98 
n  23  37.56 
23  28    41.35 

21  19  22.66 

22  23  22.72 

23  28  26.15 


21  19 

22  23 

23  28 

20  34 

21  19 

22  23 

20  34 

21  19 

22  23 

20  35 

21  19 

22  23 

23  28 
0  53 

20  34 

21  18 

22  22 

23  27 

0  52 

1  45 


12.84 

7.65 

12.41 

45.60 
17.54 
12.84 

50.91 
23.33 
18.28 

22.46 
56.76 
48.28 
52.58 
9.89 

22.39 
56.92 
47.75 
51.14 
10.13 
30.56 


21^19"1I:I3 

22  22  59.31 

23  27  58.97 

21  19  12.68 

22  22  57.35 

23  27  57.37 

21  19  15.10 

22  22  54.04 

23  27  54.18 

20  34  32.31 

21  19  15.30 

22  22  53.76 

20  34  32.15 

21  19  15.50 

22  22  53.4b 

20  34  30.67 

21  19  17.26 

22  22  50.84 

23  27  50.77 
0  52  12.38 

20  34  30.37 

21  19  17.67 

22  22  50.28 

23  27  50.17 

0  52  12.13 

1  45  52.41 


V.    Ermittelung  der  Uhrdifferenzen. 

Es    ist  scbon  erwähnt,   dass  zur  Vergleichung  der  Uhren  unter 
einander    an    beiden   Stationen   eine   Anzahl   von   Signalen    gegeben 
wurden,   die  registrirt  sind.     Nach  der   gegenseitigen  Verständigung 
an  jedem  Abend   folgten   zunächst  etliche  Probesignale,  darauf  zvfÄ 
Serien  von  Signalen  in  Intervallen  von  etwa  1f5  und  sind  von  jeder 
Serie  auf  jeder  Station  nur  32  gute  Signale  abgelesen  und  dieselbei 
in  zwei  Gruppen  getheilt;  im  Ganzen  sind  jeden  Abend  vor  und  nacl 
den  Zeitbestimmungen  von   beiden  Stationen   zusammen  25G  Signal 
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^5 

;>8 

M 

78 

?6 

e9 

1)8 

76 
^:\ 
KO 

79 

r)0 

V4 
R1 
51 

98 
75 
53 
97 
00 
85 


-//  für  die 

Culminationszoit 

des  Polstcrns 


-30!:00 
-29.91 
-29.80 

-16.13 
-16.05 
-15.94 

-4.15 
-4.M 
-4.56 

—  8.99 
-9.2i 
-9.52 

-14.23 
-14.45 
-14.71 

-46.96 
-46.98 
-46.96 
-46.94 
-46.96 

«-13.21 
♦-13.24 
♦-13.21 
♦-13.24 
i-13.18 
♦-13.22 


«-  T'-^t 


-♦-    6M5 

—  8.34 
-12.58 

H-    6.15 

—  9.32 

—  12.84 

-♦-    6.41 

—  9.20 
-43.67 

-4.30 
-♦-7.00 
—  9.56 

—  4.53 
-♦-    6.62 

—  10.09 

—  4.83 
-♦-    7.48 

—  10.48 
-14.93 
-10.55 

—  5.23 
-♦-  7.51 
-10.68 
-14.21 
-11.18 
-h    8.63 


Azimul  k 


1«14 
1.09 
1.19 


1.14 
1.21 
1.22 

1.18 
1.20 
1.29 

1.2i 
1.29 
1.25 

1.31 
1.22 
1.31 

1.39 
1.38 
1.36 
1.41 
1.34 

1.51 
1.39 
1.39 
1.35 
1.42 
1.33 


Tagcsmittel 


MM 


1.19 


1.23 


1.26 


1.28 


1.38 


1.40 


»n  und  boniitzt.  Diosolhon  sind  für  joden  ßeobaclitungsabcnd 
folgenden  Talu^llen  XI  his  XXVI  in  der  ersten  und  zweiten, 
und  fünften,  siel)ent(Mi  und  achten,  zehnten  und  elften  Co- 
enthalten,  während  in  der  dritten,  sechsten,  neunten  und 
1  Colunine  gleich  dic^  Dillen^n/en  und  am  Schlüsse  jeder  Ta- 
e  Mitlelwerthe  angeiijehen  sind.  Die  Federnparallaxe  ist  bei 
;nalen  noch   nicht  ang(H)ra(^hL 


.  d-  K.  9.  Oenellticb.  d.  Wi»seniich.    XX. 
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C.  BivHxs,  Nbfb  BBsmraiiiG 


[M 


Zeichen  weck« 
Tabelle  XI.     1875  Odabir 


Zeichen 

gegeben  von  W 

ien 

Zeichen  gegeben  von  Leipii| 

Chrom 
Wien 

Dgraph 

Leipzig 

DiRerenz 

Chronograph 
Wien                   Leipzig 

DiSmM 

SO»«  i  .-)■  i  i  '.69 

20'' 1»   9!46 

14"2!2t 

20'' 12-   9*26 

19' 58"  6!9I 

14-2!3I 

13.18 

10.90 

2.88 

10.35 

7.99 

2.34 

U.78 

12.51 

2.27 

12.21 

9.88 

2.33 

16.38 

14.09 

2.23 

13.55 

11.19 

2.31 

17.79 

15.55 

2.24 

14.58 

12.21 

2.37 

19.22 

16.98 

2.24 

16.52 

14.19 

2.33 

20.77 

18.52 

2.25 

18.36 

16.01 

2.33 

22.29 

20.03 

2.26 

19.55 

17.20 

2.33 

23.91 

21.67 

2.24 

21.22 

18.87 

2.33 

25.50 

23.23 

2.27 

22.92 

20.58 

2.34 

27.02 

24.75 

2.27 

H.6i 

22.28 

2.31 

28.46 

26.20 

2.26 

25.52 

23.44 

2.3S 

29.92 

27.64 

2.28 

27.90 

25.56 

2.34 

31.40 

29.15 

2.25 

29.25 

26.89 

2.34 

32.90 

30.64 

2.?6 

30.25 

27.90 

2.31 

20  15    34.56 

20  1    32.28 

14   2.28 

20  12  32.31 

19  58   29.96 

14  2.31 

20''15'?4 

20M>?3 

1 4'"  21257 

20''  1 2'!'3 

19''58'r3 

«■2'3II 

Tabelle  XII.     4875  Octoberl 


23M8»    1-55 

2.82 

4.16 

5.38 

6.64 

7.87 

9.12 

10.34 

11.53 

12.72 

13.92 

15.12 

16.34 

17.50 

18.65 

23  18    19.85 


23»"  3'»  59^65 

4      0.91 

2.24 

3.44 

4.70 

5.96 

7.16 

8.39 

9.61 

10.79 

12.02 

13.19 

14.41 

15.56 

16.73 

23  4    17.9:) 


14 


in 


14 


1^90 
1.91 
1.92 
1.94 
1.94 
1.91 
1.96 
1.95 
1.92 
1.93 
1.90 
1.93 
1.93 
1.94 
1.92 
1.90 


23^15"   3!05 

4.08 

5.12 

6.11 

7.06 

9.15 

10.12 

11.48 

12.61 

14.26 

16.03 

16.86 

18.61 

20.27 

•     21.86 

23   15   22.47 


23M 


23 


23^18™2 


23^4™1 


li»"  1^925 


23M5".'2 


23M?2 


] 
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D  -  L  e  i  p  z  i  g . 

r  Zeichenwechsel. 


Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Zeichen  gegeben  von  W 

ien 

Chronograph 
V*ien                    Leipzig 

Differenz 

Chronograph 
Wiän                    Leipzig 

Differenz 

J"36:99i19i>58™34!66 

4  4"2!33 

20^45"  43?47 

20M"40«93 

44»2;24 

38.36 

36.04 

2.35 

44.54 

42.29 

2.25 

39.52 

37.47 

2.35 

46.00 

43.75 

2.25 

44.40 

38.76 

2.34 

47.33 

45.05 

2.28 

42.52 

40.46 

2.36 

48.69 

46.44 

2.25 

44.82 

42.46 

2.36 

49.97 

47.74 

2.26 

45.78 

43.44 

2.37 

54.37 

49.40 

2.27 

47.22                 44.86 

2.36 

52.82 

50.56 

2.26 

48.90                 46.56 

2.34 

54.27 

54.99 

2.28 

51.00 

48.65 

2.35 

55.60 

53.34 

2.26 

53.46 

50.84 

2.35 

56.96 

54.74 

2.25 

54.44 

52.05 

2.36 

58.33 

56.09 

2.24 

5r>.44 

54.42 

2.32 

45 

59.78 

57.55 

2.23 

59.04  '               56.72 

2.32 

46 

4.22 

4    58.97 

2.25 

59.90 

57.59 

3.34 

2.60  !         2      0.34 

2.26 

i       4.86 

49  58    59.54 

44    2.32 

20  46 

4.03 

20  2      4.79 

U    2.24 

i-PS 

4  9^  58™75 

4  4™  2:343 

20M5»?9 

20M»?85 

14'»2i;254 

ler  Zeiehenwechsel. 


5-53-48 

23M'»54?48 

44™2':00 

54.74 

52.72 

4.99 

56.98 

54.96 

2.02 

5    58.35 

56.3i 

2.04 

6      0.53 

58.55 

4.98 

4.35 

4 

59.37 

4.98 

3.09 

2 

4.42 

4.97 

5.35 

3.35 

2.00 

6.20 

4.24 

4.99 

7.55 

5.59 

4.96 

9.34 

7.34 

2.00 

40.83 

8.83 

2.00 

14.54 

9.56 

4.98 

43.22 

44.24 

2.04 

4  5.66 

43.67 

4.99 

6    16.53 

23 

2 

44.55 

44 

4.98 

>-4 

23* 2? 4 

44' 

"4  «99 

23M8™39t93 
41.40 
42.22 
43.26 
44.35 
45.48 
46.54 
47.65 
48.69 
49.73 
50.85 
54.94 
52.96 
54.07 
55.46 

23  48   56.28 

23*  4  8?8 


23n"38?03 
39.46 
40.29 
44.35 
42.44 
43.54 
44.59 
45.72 
46.74 
47.77 
48.94 
50.04 
54.00 
52.40 
53.24 

23  4    54.32 


44' 


44 


4':90 
4.94 
4.93 
4.94 
4.94 
4.94 
4.95 
4.93 
4.95 
4.96 
4.94 
4.93 
4.96 
4.97 
4.95 
4.96 


23*4?8 


44™4!939 


Sf 
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echsel. 


^obcn  von  Leipzig 

Zeichen  gegeben  von  Wien 

ph 

Leipzig 

DiffiMcnz 

13"'59*:55 

Chronc 
Wien 

20»'23"'29H5 

3grapli 

Leipzig 

20*»   9"30':19 

DifTerenz 

»» 6"  26^57 

13"59?26 

28.53 

59.55 

30.58 

31.30 

59.28 

30.39 

59.53 

31.79 

32.49 

59.30 

31.28 

59.56 

34.07 

3i.74 

59.33 

32.66 

59.57 

35.17 

35.84 

59.33 

34.58 

59.52 

37.50 

38.18 

59.32 

35.92 

59.55 

38.64 

39.25 

59.39 

37.41 

59.54 

40.88 

41.60 

59.28 

38.86 

59.55 

46.62 

47.34 

59.28 

39.56 

59.55 

50.07 

50.76 

59.31 

40.91 

59.53 

54.59 

55.24 

59.35 

42.14 

59.53 

55.72 

56.41 

59.31 

43.99 

59.54 

23 

59.06 

9    59.80 

59.26 

45.66 

59.:i2 

24 

1.37 

10      2.10 

59.27 

i6.51 

59.55 

2.52 

3.19 

59.33 

6    48.38 

13    59.55 

20  24 

8.52 

20  10      9.19 

13    59.33 

»»6»6 

13"59!:543 

^0^23'?7 

20>»9?7 

I3»59!308 

ivcchsol. 


10"  50.16 

13™  59^08 

0»'27'"35':68 

0M3"36?66 

13"59!02 

51.51 

59.11 

36.83 

37.84 

58.99 

53.01 

59.09 

■     37.90 

38.89 

59.01 

54.35 

59.08 

38.99 

39.94 

59.05 

56.27 

59.09 

40.15 

41.13 

59.02 

57.51 

59.07 

41.21 

42.21 

59.00 

10    58.70 

59.06 

42.30 

43.26 

59.04 

11      0.40 

59.11 

43.39 

44.38 

59.01 

1.85 

59.07 

44.61 

45.60 

59.01 

2.68 

59.08 

45.72 

46.71 

59.01 

4.53 

59.09 

46.81 

47.79 

59.02 

5.85 

59.05 

i7.91 

48.91 

59.00 

7.30 

59.09 

49.05 

50.05 

59.00 

8.45 

59.10 

50.23 

51.19 

59.04 

10.44 

59.07 

51.31 

52.30 

59.01 

11    11.42 

13    59.09 

0  27    52.43 

0  13    53.44 

13    58.99 

ll'PO 

13"  59^:083 

0^271»7 

OMS?? 

13"  59*01 4 

318 


C.  Bblhns,   Nbub  Bertimmukg 


Tabelle  XV.     4875  Ociol 


Zeichen  gegeben  von  Wien 

Zeichen  gegeben  von  Leipiig 

Chrom 
Wien 

9graph 

Leipzig 

20^9"    8ü37 

DifTerenz 
43»32«87 

Chronograph 
Wien                   Leipzig 

D 

5IQh22«»44?24 

20*25"    4t43 

20*4  4»34!50 

43< 

42.74 

9.87 

32.87 

5.88 

32.92 

43.74 

10.88 

32.86 

7.46 

34.24 

45.17 

12.27 

32.90 

8.48 

35.50 

47.0i 

14.45 

32.86 

9.87 

36.90 

47.84 

14.98 

32.86 

44.47 

38.23 

49.66 

16.78 

32.88 

12.37 

39.44 

51.97 

49.11 

32.86 

13.60 

40.63 

53.04 

20.42 

32.89 

14.72 

44.78 

54.79 

24.94 

32.88 

15.88 

42.92 

55.97 

23.44 

32.86 

16.97 

44.00 

57.48 

24.30 

32.88 

18.44 

45.20 

22    58.96 

26.09 

32.87 

19.28 

46.35 

23      0.56 

27.68 

32.88 

20.44 

47.47 

4.99 

29.45 

32.84 

21 .51 

48.59 

20  23      3.06 

20  9    30.22 

43    32.84 

20  25    22.66 

20  41    49.72 

4r 

20^  22'?9 

20^  9»3 

13"32t869 

20'»25".'2 

20»»4  4'!'7 

45 

Tabelle  XVI.     4875  OcU 


O»»  27"  4  2-03 

0M3"39!52 

13"32^^H 

0»»29"'34?00 

0M6»    IHo 

K 

13.03 

40.53 

32.50 

35.25 

2.69 

14.40 

41.91 

32.49 

36.46 

3.87 

16.13 

43.63 

32.50 

37.66 

5.13 

17.90 

45.44 

32.46 

38.87 

6.34 

20.06 

47.59 

32.47 

40.11 

7.5i 

21.01 

48.52 

32.49 

41.32 

8.77 

22.49 

50.06 

32.43 

42.58 

10.06 

24.34 

51.85 

32.49 

43.74 

11.26 

25.81 

53.33 

32.48 

45.01 

12.47 

27.94 

55.44 

32.50 

46.20 

13.65 

28.70 

56.21 

32.49 

47.42 

14.90 

30.01 

57.55 

32.46 

48.61 

16.05 

31.32 

13 

58.85 

32.47 

49.73 

17.17 

32.68 

14 

0.18 

32.50 

50.89 

18.35 

0  27   34.01 

0  14 

1.53 

13    32.48 

0  29    51.93 

0  16    19.38 

i: 

0»»27?4 

0M31>85 

13"32'J483 

0>»29?7 

0^1 6?2 

i: 

39 
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^w  Zeichen  Wechsel. 


Zeichen 

1  gegeben  von  Leipzig 

Zeichen  gegeben  von  Wien 

Chronograph 
.^j^                Leipzig 

DifTcrenz 

Chronograph 
Wien           '         Leipzig 

Differenz 

^■«»•38 

«O^^II^SS^SS 

13"  32^97 

20»»23»    9^07 

20^9»36«19 

13"32?88 

S9.3S 

56.55 

32.97 

10.40 

37.51 

32.89 

30.  GS 

57.66 

32.96 

12.40 

39.51 

32.89 

31. Ta 

58.79 

32.94 

13.80 

40.93 

32.87 

>f.£>55 

H    59.97 

32.98 

14.86 

41.97 

32.89 

f.«    4 

12      1.18 

32.96 

16.58 

43.66 

32.92 

1.4^3 

2.49 

32.94 

17.90 

45.02 

32.88 

i.^O 

3.62 

32.98 

19.18 

46.32 

32.86 

'i.'7  A 

4.80 

32.94 

20.49 

47.61 

32.88 

B-"Ö« 

5.96 

32.96 

21.56 

48.69 

32.87 

.0-^  0 

7.H 

32.99 

23.01 

51.16 

32.85 

}^\-Mr 

8.18 

32.96 

24.89 

51.97 

32.92 

fc%.^8 

9.43 

32.95 

27.19 

54.32 

32.87 

fc-Ä  .55 

10.62 

32.93 

28.73 

55.82 

32.91 

ki.76                 H.80 

32.96 

30.20 

57.34 

32.88 

i    i5.93    20   12    12.97    13    32.96 

20  23    32.29 

20  9   59.40 

13    32.89 

ö-re 

20^12^2 

13"  32-959 

20*23»3 

20>»9»8 

13»32?883 

»ter  Zeichenwecbsel. 


»■56H6 

OH  6»  23^89 

13"'32?57 

0''27"40H2 

©"■U"   7?61 

13»32!51 

57.60 

25.05 

32.55 

42.56 

10.10 

32.46 

58.74 

26.18 

32.53 

43.77 

11.32 

32.45 

)  59.84 

27.28 

32.56 

45.13 

12.65 

32.48 

)     0.93 

28.37 

32.56 

46.58 

14.10 

32.48 

2.05 

29.50 

32.55 

47.71 

15.22 

32.49 

3.U 

30.61 

32.53 

49.34 

16.84 

32.50 

4.25 

31.70 

32.55 

51.52 

19.02 

32.50 

5.33 

32.78 

32.55 

52.89 

20.40 

32.49 

6.44 

33.91 

32.53 

54.73 

22.28 

32.45 

7.49 

34.95 

32.54 

55.93 

23.44 

32.49 

8.57 

36.01 

32.56 

57.24 

24.78 

32.46 

9.67 

37.11 

32.56 

27   59.00 

26.51 

32.49 

10.75 

38.19 

32.56 

28     1.41 

28.94 

32.47 

11.81 

39.26 

32.55 

2.94 

30.49 

32.45 

)    12.93 

0  16    40.36 

13   32.57 

0  28     4.68 

0  14   32.19 

13   32.49 

■H 

0''16»5 

13°32?551 

0*27'?85 

O» 1 4?3 

13»32!;479 
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C   Brühls,    iNeie  BBSTHmuNG 


Tabelle  XVII.     4875  Noveinh 


Zeichen  {^e^eben  von  Wien 

Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Chronograph 
Wien                 *  Leipzig 

Differenz 

Chronograph 
Wien                   Leipzig 

Diffi 

«O^^Se»"  28^04 

20M3«»24:57 

13'«3H7 

20»»  28"    3^68 

20M5"   0-13     13»; 

29.75 

26.29 

3.46 

4.95 

1.42.        : 

31.12 

27.64 

3.48 

6.18 

2.66 

32.29 

28.82 

3.47 

7.44 

3.88           c 

33.89 

30.43 

3.46 

8.59 

5.06  ; 

35.10 

31.62 

3.48 

9.77 

6.28           :i 

36.66 

33.20 

3.46 

10.91 

7.39           3 

38.65 

35.20 

3.45 

12.10 

8.57 

3 

40.26 

36.80 

3.46 

13.33 

9.81 

3 

41.85 

38.40 

3.45 

14.52 

10.98 

3 

i3.19 

39.71 

3.48 

15.68 

12.12 

3 

44.85 

41.40 

3.45 

16.78 

13.25           3 

46.67 

43.20 

3.47 

17.92 

14.39:         3 

47.62 

44.15 

3.47 

19.15 

15.59           3 

49.47 

46.02 

3.45 

20.30 

16.76 

20  26    52.28 

20   13    48.81 

13    3.47 

20  28    21.50 

20  15    17.97     13   S 

20^  26'I'6 

20'»13".'6 

13"3:464 

20»»  28»1'2 

20M5'.»1 

13"; 

Tabelle  XVIII.     1875  Novemb 


0"' 33'°  47^06 
48.83 
50.03 
52.44 
53.86 
55.44 
57.85 

33  59.61 

34  1.53 
3.87 
5.37 
7.26 
9.10 

10.80 

12.68 

0  34    14.05 


0»»  20*"  42^84 
44.61 
45.81 
48.22 
49.66 
51.19 
53.65 
55.38 
:')7.33 

20  59.64 

21  1.13 
3.04 
4.87 
6.59 
8.44 

0  21      9.82 


13«"  4:22 
4.22 
4.22 
4.22 
4.20 
4.25 
4.20 
4.23 
4.20 
4.23 
4.24 
4.22 
4.23 
4.21 
4.24 

13    4.23 


0^34".'0 


o^2r:'0 


13"4':223 


0»»  35"»  15^78 
17.13 
18.41 
19.74 
21.04 
22.49 
23.80 
25.08 
26.40 
29.11 
30.36 
31.65 
33.05 
34.32 
35.65 

0  35    37.07 


0»»  22"»  11  !!49      13' 

12.85 

14.15 

15.44 

16.76 

18.21 

19.52 

20.80 

22.14 

21.83 

26.07 

27.36 

28.74 

30.05 

31.37 
0  22    32.78      13 


0»'35»r4 


0^22'?35 


13 


m 


41 


DER    Lä.NGENDIFFERBNZ    ZWISCHEN    LElPZUi    i;.M>    WiE.N 
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iler  Zeichcnwechsel. 


Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Zeichen  gegeben  von  Wien 

Chronograph 
Wien                    Leipzig 

DitTerenz 

W 

Chronograph 
ien           ,         Leipzig 

1 

DilTerenz 

»28-27T31 

20^I5"»23?77 

13'"3«54 

20>'26»54«35 

20M3"'50'!89 

13'"3H6 

28.50 

24.96 

3.54 

56.04 

52.55 

3.49 

29.75 

26.25 

3.50 

56.95 

53.48 

3.47 

10.89 

27.38 

3.51 

26 

58.74 

55.27 

3.47 

32.09 

28.57 

3.52 

27 

1.07 

57.60 

3  47 

33. 2i 

29.68 

3.53 

2.39 

13    58.93 

3.46 

34.42 

30.87 

3.55 

3.73 

14      0.25 

3.48 

35.65 

32.10 

3.55 

5.16 

1.69 

3.47 

36.83 

33.30 

3.53 

6.67 

3.20 

3.47 

37.99 

34.48 

3.51 

8.83 

5.36 

3.47 

39.18 

35.64 

3.54 

10.66 

7.21 

3.45 

40.34 

36.81 

3.53 

12.13 

8.64 

3.49 

41.56 

38.05 

3.51 

14.36 

10.91 

3.45 

42.70 

39.16 

3.54 

15.92  1               12.46 

3.46 

43.80 

40.27 

3.53 

17.10                 13.62 

3.48 

?8    44.97 

20  15    41.45 

13    3.52 

20  27 

19.05    20    14    15.54 

12    3.51 

!8^6 

20M5'?5 

13™3«528 

20»'27« 

'1 

^O^'UI'O 

13"'3H72 

piier  Zeichen  Wechsel. 


;5™  38:34 

O'»  22"^  34-08 

13"  4126 

0^'37"'2h92 

0»»  24"  17:70 

13'»4?22 

39.73 

35.45 

4.28 

24.05 

19.82 

4.23 

41.18 

36.90 

4.28 

25.84 

21.60 

4.24 

42.41 

38.13 

4.28 

28.36 

24.14 

4.22 

43.72 

39.13 

4.29 

29.80 

25.58 

4.22 

44.95 

40.66 

4.29 

32.93 

28.69 

4.24 

46.30 

42.03 

4.27 

34.30 

30.11 

4.19 

47.62 

43.33 

4.29 

36.94 

32.71 

4.23 

49.01 

44.73 

4.28 

38.50 

34.30 

4.20 

50.35 

46.08 

4.27 

40.25 

36.02 

4.23 

51.67 

47.38 

4.29 

42.77 

38.56 

4.21 

52.99 

48.71 

4.28 

44.70 

40.46 

4.24 

54.25 

49.95 

4.30 

46.78 

42.58 

4.20 

55.66 

51.36 

4.30 

47.96 

43.72 

4.24 

:i6.97 

52.67 

4.30 

49.78 

45.58 

4.20 

Ib    38.33 

0  22    54.05 

13    4.28 

0  37    52.06 

0  24    47.80 

13    4.26 

^5«r8 

0^22™7 

I3"'4':284 

0^3  7  ".'6 

0»»241'6 

13"  4-223 
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C.  Brvhns,  NBt;E  Bbstihmohg 


;»« 


Tabelle  XIX.     1875  November). 


Zeichen  gegeben  von  Wien 

Zeichen  gegeben  von  Le 

•pw« 

Chrom 
Wien 

Dgraph 

Leipzig 

Differenz 

Chronograph 
Wien                   Leipxig 

DiSema 

«o^io-aataa 

19''57»24!I57 

13"7?76 

20"' 12»   9H3 

19*69-   1i31 

13"  7«!  1 

34.27 

26.51 

7.76 

10.43 

2.60 

7.W 

36.35 

28.61 

7.74 

11.65 

3.82 

7.8} 

38.16 

30.43 

7.73 

12.85 

5.03 

7.8« 

39.24 

31.51 

7.73 

13.98 

6.18 

7.80 

41.03 

33.32 

7.71 

15.11 

7.28 

7.8J 

42.67 

34.95 

7.72 

16.30 

8.45 

7.85 

44.22 

36.47 

7.75 

17.43 

9.60 

7.8J 

45.78 

38.05 

7.73 

18.59 

10.77 

7.8« 

47.15 

39.42 

7.73 

19.74 

11.90 

7.81 

48.92 

41.17 

7.75 

20.83 

13.01 

78! 

51.12 

43.38 

7.74 

21.91 

14.11 

7.80 

53.01 

45.26 

7.75 

22.91 

15.08 

7.8J 

54.86 

37.14 

7.72 

25.24 

17.43 

7.M 

57.01 

49.28 

7.73 

26.39 

18.58 

7.81 

20  10   58.12 

19  57   50.39 

i:i 

7.73 

20  12   27.42 

19  59    19.61 

13  7.81 

20''10'?7 

19''57'?6 

13"»  7*736 

20M2'?3 

19*69"2 

13-7!8J^ 

Tabelle  XX.     4875  November  3. 


23>»53"    «!08 

23^39»53«67 

13"8«4I 

23»»54'n9«92 

23''41-41?43 

13"8!49 

3.84 

55.42 

8.42 

51.16 

42.68 

8.(8 

5.50 

57.07 

8.43 

52.16 

43.66 

8.50 

7.96 

39 

59.52 

8.44 

53.10 

44.58 

8.5i 

9.00 

40 

0.54 

8.46 

54.15 

45.65 

8.50 

10.46 

2.07 

8.39 

55.11 

46.61 

8.50 

12.39 

3.95 

8.44 

56.04 

47.54 

8.50 

14.93 

6.52 

8.41 

56.9;) 

48.45 

8.50 

16.78 

8.35 

8.43 

57.92 

49.44 

8.i8 

18.31 

9.91 

8.40 

54    59.07 

50.58 

8.49 

20.12 

11.70 

8.42 

55      0.54 

52.04 

8.50 

22.13 

13.71 

8.42 

1.91 

53.41 

8.50 

23.10 

14.67 

8.43 

3.31 

54.83 

8.48 

24.41 

15.96 

8.45 

4.88 

56.38 

8.50 

26.97 

18.55 

8.42 

6.24 

57.74 

8.50 

23  53    29.00 

23  40 

20.56 

13    8.44 

23  55      7.85    23  41    59.34 

13  8.51 

23^53™25 

23^0«; 

1 
'1 

13™8«426 

23''54?9 

23'' 41  »8 

13"8;49 
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DER  Längendifferenz  zwischen  Leipzig  ind  Wien. 


32-3 


4er  ZeicheDwechseL 


Zeichen 

gegeben  von  Leipzig 

Zeichen  gegeben  von  Wien 

Chronograph 
Wien                    Leipzig 

Di  Heren z 

Chronograph 
Wien                    Leipzig 

DifTercnz 

«2-30!69 

19>»59»2!S1?88 

I3"7?81 

20H1'»    4^77 

19»'57»57«02 

13»7ü75 

33.07 

?5.«5 

7.82 

6.38 

57   58.66 

7.72 

34.20 

26.38 

7.82 

8.35 

58      0.60 

7.75 

36.66 

28.84 

7.82 

10.11 

2.39 

7.72 

37.86 

30.05 

7.81 

11.10 

3.36 

7.74 

38.94 

31.15 

7.79 

12.54 

4.78 

7.76 

40. H 

32.30 

7.81 

14.34 

6.61 

7.73 

41.31 

33.52 

7.79 

15.45 

7.70 

7.75 

42.3<2 

34.52 

7.80 

17.09 

9.36 

7.73 

43.44 

35.60 

7  84 

19.02 

11.28 

7.74 

44.51 

36.68 

7.83 

20.15 

12.41 

7.74 

45.36 

37.56 

7.80 

21.63 

13.92 

7.71 

46.53 

38.72 

7.81 

23.07 

15.34 

7.73 

47.68 

39.84 

7.84 

24.63 

16.87 

7.76 

48.87 

41.07 

7.80 

25.60 

17.86 

7.74 

^    50.14 

19  59    42.33 

13    7  81 

20    11    27.17 

19  58    19.41 

13    7.76 

«-7 

19^59?6 

I3»7-812 

20M1T3 

19>'58'?1 

13"7?739 

Hier  Zeichen wechseL 


i5'-4i!61 

iS^H"    6!  13 

13»8«48 

23»»  53"- 35^13 

23H0"'26?70 

13-8*43 

16.23 

7.74 

8.49 

36.59 

28.16 

8.43 

17.13 

8.64 

8.49 

39.17 

30.76 

8.41 

18.05 

9.53 

8.52 

41.04 

32.62 

8.42 

18.88 

10.38 

8.50 

42.97 

34.55 

8.42 

19.75 

n.25 

8.50 

44.85 

36.43 

8.42 

20.91 

12.41 

8.50 

46.96 

38.56 

8.40 

22.19 

13.69 

8.50 

49.15 

40.72 

8.43 

23.27 

14.79 

8.48 

51.07 

42.65 

8.42 

24.43 

15.91 

8.52 

52.77 

44.33 

8.44 

25.62 

17.12 

8.50 

54.10 

45.69 

8.41 

26.69 

18.23 

8.46 

55.74 

47.32 

8.42 

27.66 

19.16 

8.50 

57.22 

48.80 

8.42 

28.77 

20.28 

8.49 

53    59.50 

51.08 

8.42 

29.83 

21.34 

8.49 

54      1.15 

52.72 

8.43 

i5    30.79 

23  42   22.31 

13    8.48 

23  54      2.34 

23  40    53.93 

13    8.41 

i5?4 

23''42"'2 

13»8U94 

23»»  53^8 

23^40T7 

13"8'J421 
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C.  Bri'hnü,  Nbi'b  Bestimmung 


l» 


Tabelle  XXI.     4875  November  l. 


Zeichen  gegeben  von  Wien 

Zeichen  gegeben  von  Leipzig 

Chronograph 
Wien                    Leipzig 

DifTerenz 

Chronograph 
Wien                    Leipzig 

Dillereu 

19  »»59™  41  «98 

19H6"'30«07 

13-11^91 

20'»1"  13-63 

1 
19*48"   «»66 

43-11« 

43.00 

31.08 

11.92 

15.07 

3.40 

11.91 

44.96 

33.03 

11.93 

16.48 

4.50 

11.M 

47.10 

35.18 

11.92 

17.80 

5.85         14.« 

48.43 

36.51 

11.92 

19.12 

7.15 

11.S7 

50.31 

38.42 

11.89 

20.46 

8.49 

11.97 

51.32 

39.40 

11  92 

21.86 

9.9S 

11.91 

52.79 

40.85 

11.94 

23.27 

44.S9'.       11.« 

54.28 

42.39 

11.89 

24.50 

42.53 

11.97 

56.25 

44.33 

11.92 

25.70 

43.72 

ll.9t 

57.19 

45.27 

11.92 

26.93 

44.96!       H.97 

19  59    58.85 

46.93 

11.92 

28.20 

46.28 

11.9t 

20     0      0.65 

48.73 

11.92 

29.32 

47.34 

11.91 

1.51 

49.62 

11.89 

30.71 

48.76 

1t.9i 

3.28 

51.37 

11.91 

32.00 

20.03 

11.97 

20     0      5.06 

19  46    53.14 

13    11  92 

^0   1    33.06 

49  48   24.09 

43   11.91 

1 

19^59?9 


19>»46?7 


13"»11^915    20'»1H 


19''48?2 


13-11« 


Tabelle  XXII.     4875  November  I. 


23H2'"12-09 

23»'28«'59H4 

1 3"»  1 2Ü65 

23»'39«38:44 

23^26"  25:72 

13' 

13.71 

29      1.08 

12.63 

39.82 

27.13 

15.26 

i.64 

12.62 

41.25 

28.57 

IG. 93 

4.29 

12.64 

42.63 

29.96 

18.88 

6.26 

12.62 

44.09 

31.36 

20.19 

7.59 

12.60 

45.48 

32.79 

21.94 

9.33 

12.61 

46.81 

34.13 

23.66 

11.03 

12.63 

48.10 

35.38 

25.88 

13.26 

12.62 

49.35 

36.62 

27.32 

14.71 

12.61 

50.74 

38.07 

29.43 

16.82 

12.61 

52.01 

39.33 

31.22 

18.60 

12.62 

53.37 

40.66 

32.25 

19.61 

12.64 

54.72 

42.06 

34.36 

21.74 

12.62 

56.03 

43.33 

36.05 

23.42 

12.63 

57.35 

44.65 

23   12    37.44 

23  29   24.82 

13    12. G2 

23  39    58.68 

23  26    46.00  i  13 

1 

23H2™4 

23»»29'?2 

13"»  12^623 

23>»391»8 

23>»26?6 

13« 

12:7J 

12.69 
12.68 
12.67 
12.73 

12.« 

12.68 

12.H 
12.73 
12.6" 
12.68 
12.7< 
12.66 
12.70 
12.70 
12.68 


15] 
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ler  Zeichen  Wechsel. 


Zeichen 

ge>;eben  von  Leipzig 

Zeichen  gegeben  von  Wien 

Chronograph 

Wien                    Leipzig 

1 

Differenz 

Chron 
WMcn 

ograph 

Leipzig 

Differenz 

1"36?40 

19H8»24?42 

13™11'?98 

20^0™12?47 

19H7"    0?5i 

13"»11!93 

37.42 

25.45 

11.97 

13.91 

2.00 

11.91 

38.57 

26.60 

11.97 

14.99 

3.07 

11.92 

39.64 

27.67 

11.97 

16.54 

4.62 

11.92 

40.67 

28.69 

11.98 

18.21 

6.30 

11.91 

41.46 

29.51 

11.95 

19.07 

7.16 

11.91 

42.39 

30.42 

11.97 

20.34 

8.41 

11.93 

43.37 

31.39 

11.98 

22.41 

10.51 

11.90 

• 

44.64 

32.64 

12.00 

23.87 

11.93 

11.94 

45.85 

33.90 

11.95 

25.28 

13.37 

11.91 

47.35 

35.37 

11.98 

27.08 

15.17 

11.91 

48.56 

36.57 

11.99 

28.60 

16.66 

11.94 

50.05 

38.10 

11.95 

30.37 

18.45 

11.92 

54.40 

39.42 

11.98 

31.28 

19.35 

11.93 

52.79 

40.84 

11.95 

33.20 

21.28 

11.93 

54.20 

19  48    42.25 

13    11.95 

20  0    35.19 

19  47    23. i7 

13    11.92 

»7 

1  \)^  48^5 

1 

13"11^970 

20*»0»H 

19H7?2 

13"11?920 

iter  Zeichen  Wechsel. 


0»   0-05 

23»»26"47?35 

13"  12:170 

23^2' 

"39?11 

23»»  29»  26-50 

13»12!61 

1.30 

48.60 

12.70 

41.29 

28.67 

12.62 

2.44 

49.77 

12.67 

42.46 

29.85 

12.61 

3.64 

50.96 

12.68 

44.17 

31.53 

12.64 

4.90 

52.20 

12.70 

45.24 

32.59 

12.65 

6.27 

53.60 

12.67 

47.24 

34.65 

12.59 

7.58 

54.89 

12.69 

49.47 

36.85 

12.62 

8.88 

56.17 

12.71 

50.42 

37.80 

12.62 

10.33 

57.66 

12.67 

51.78 

39.17 

12.61 

11.66 

26 

58.95 

12.71 

52.80 

40.17 

12.63 

13.09  ' 

27 

0.39 

12.70 

54.36 

41.79 

12.57 

14.47 

1.77 

12.70 

56.07 

43.45 

12.62 

15.76 

3.06 

12.70 

57.31 

44.67 

12.64 

17.20 

4.51 

12.69 

42 

59.38 

46.80 

12.58 

18.58 

5.90 

12.68 

43 

0.44 

47.81 

12.63 

^0   19.96 

23  27 

7.24 

13    12.72 

23  43 

2.11 

23  29    49.50 

13    12.61 

tOT2 

i3^  26'?95 

13™  12^693 

23H2' 

?8 

23^29'?6 

13"»12?615 
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l« 


Tabelle  XXIII.     4875  November 


Zeichen  gegeben  von  Wien 

Zeichen  gegeben  von  Lei|nig 

Chronograpti 
Wien           1         Leipzig 

Differenz 

Chronograph 
Wien                   Leipzig 

Diffei 

20*50»  22Ü51 

20''36'"50!:47 

13' 

»32?04 

20'"  SS"    4M  5 

20*39»32!06 

13"3i 

24.04 

52.05 

31.99 

5.34 

33.23 

3i 

25.31 

53.29 

32.02 

6.94 

34.84 

31 

26.67 

54.67 

32.00 

8.35 

36.28 

3' 

28.09 

56.10 

31.99 

9.47 

37.36 

3 

29.53 

57.52 

32.01 

11.02 

38.92 

3 

30.95 

36    58.93 

32.02 

11.89 

39.81 

3 

32.38 

37     0.38 

32.00 

13.36 

41.26 

3 

34.02 

2.00 

32.02 

14.59 

42.48 

3 

35.31 

3.33 

31.98 

15.28 

43.17 

3 

36.71 

4.71 

32.00 

16.66 

44.57 

3 

38.13 

6.11 

32.02 

18.06 

45.94 

3 

39.49 

7.51 

31.98 

19.10 

47.00 

3 

40.81 

8.82 

31.99 

20.46 

48.37 

3 

42.11 

10.09 

32.02 

21.50 

49.40 

3 

20  50    43.55 

20  37    11.55 

13 

32.00 

20  53    23.04 

20  39    50.94 

13   3 

20»501'5 

20»37?0 

13"'32':005 

20''53'?2 

20''39?7 

13»3 

Tabelle  XXIV.     4875  Novembe 


1»57"51?62 

044«19?86 

13"31«76 

2''0»44ü00 

1>'47'»12?21 

13»3 

53.07 

21.30 

31.77 

45.38 

13.55 

3 

54.21 

22.44 

31.77 

46.97 

15.14 

3 

55.53 

23.78 

31.75 

47.87 

16.05 

3 

56.72 

24.95 

31.77 

49.25 

17.41 

3 

57.92 

26.15 

31.77 

50.71 

18.87 

3 

57 

59.31 

27.53 

31.78 

52.17 

20.33 

3 

f)8 

t).64 

28.87 

31.77 

52.93 

21.09 

3 

1.90 

30.13 

31.77 

54.33 

22.48 

3 

3.20 

31.44 

31.76 

56.04 

24.24 

3 

4.33 

32.58 

31.75 

57.48 

25  64 

3 

5.50 

33.72 

31.78 

0 

59.26 

27.43 

3 

6.80 

35.03 

31.77 

1 

0.12 

28.31 

3 

8.27 

36.52 

31.75 

1.53 

29.68 

3 

9.83 

38.07 

31.76 

3.08 

31.24 

3 

1   58 

11.37 

1   44    39.64 

13    31.73 

2  1 

4.82 

1   47    32.97 

13   3 

1»»58'; 

'0 

1H4?5 

13"'31?763 

2*'0' 

?9 

.  1H7?4 

13-3 

47; 
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Her  Zeichenwechsel. 


Zeichen 

gegeben  von  Leipzig 

Zeichen  gegeben  von  Wien 

Chronograph 
Wien                   Leipzig 

Di  (Toren  z 

Chrom 
Wien 

ograph 

Leipzig 

Differenz 

3-39H65 

20H0»    7!56 

43»32ü09 

20i»50' 

"50H4 

20»»37»48?39 

43"32?02 

4M3 

9.03 

32.40 

54.60 

49.64 

34.99 

42.29 

40.48 

32.44 

52.89 

20.87 

32.02 

43.43 

4  4.34 

32.09 

54.42 

22.40 

32.02 

45.48 

43.08 

32.40 

55.49 

23.48 

32.04 

46.51 

44.44 

32.40 

56.45 

24.45 

32.00 

48.49 

46.40 

32.09 

57.72 

25.72 

32.00 

49.99 

47.88 

32.44 

50 

58.99 

26.99 

32.00 

5M4 

49.05 

32.09 

54 

0.24 

28.23 

34.98 

52.94 

20.87 

32.07 

4.46 

29.46 

32.00 

54.90 

22.80 

32.40 

2.73 

30.72 

32.04 

55.92 

23.83 

32.09 

3.97 

34.98 

34.99 

57.24 

25.45 

32.09 

5.37 

33.37 

32.00 

3    58.61 

26.54 

32.40 

6.74 

34.74 

32.00 

i      0.08 

28.00 

32.08 

8.00 

36.04 

34.96 

4       i  .59 

20  40    29.49 

43    32.40 

20  54 

9.26 

20  37   37.27 

43    34.99 

3»8 

20n0?3 

4  3"»  32^095 

20>»5I'!'0 

20>»37'?5 

4 3»  34  «999 

iter  Zeichenwechsel. 


-    9!84 

4  h  470»  37*93 

43" 

4  4.75 

39.88 

42.63 

40.82 

44.44 

42.57 

46.05 

44.23 

48.95 

47.09 

20.50 

48.65 

22.95 

54.42 

23.96 

52.46 

25.44 

53.56 

26.73 

54.88 

28.24 

56.44 

29.44 

57.58 

30.65 

47 

58.82 

32.40 

48 

0.29 

33.22 

4   48 

4.38 

43 

?4 

4H7'?9 

43" 

»31»88 

1''58"16!67 

1''44"44'93 

13»31!74 

31.87 

18.13 

46.35 

31.78 

34.81 

19.55 

47.78 

31.77 

31.87 

20.86 

49.11 

31.75 

31.82 

22.06 

50.30 

31.76 

31.86 

23.23 

51.47 

31.76 

31.85 

24.43 

52.67 

31.76 

31.83 

25.53 

53.75 

31.78 

31.80 

26.65 

54.90 

31.75 

31.85 

27.77 

56.04 

31.73 

31.85 

28.91 

57.16 

31.75 

31.83 

29.96 

58.21 

31.75 

31.86 

31.27 

44 

59.50 

31.77 

31.83 

32.64 

45 

0.87 

31.77 

31.81 

34.00 

2.24 

31.76 

31.84 

1   58   35.57 

1   45 

3.80 

13    31.77 

•3l!;841 

1''58?4 

1''44'!'9 

13"'211!759 
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;m 


Tabelle  XXV.     {  875  November  U. 


Zeichen  gegeben  von  Wien 

Zeichen 

gegeben  von  Leipzift          1 

Chronograph 
Wien                    Leipzig 

Differenz 

Chronograph 
Wien                    Leipzig 

Diffimu 

20»»59"44!:36 

20*»47"'40!:93 

.12™30?43 

21»'2»11*88 

20H9»  44*44 

42--30!« 

42.52 

12.09 

30.43 

13.29 

42.80 

30.19 

43.54 

43.10 

30.41 

14.29 

43.76 

30.5) 

44.49 

14.09 

30.40 

16.12 

45.64 

50.51 1 

45.62 

15.19 

30.43 

17.79 

47.26 

30.53 1 

46.66 

16.21 

30.45 

18.60 

48.07 

30.53 

47.78 

17.35 

30.43 

19.71 

49.48 

30.53 

48.77 

18.35 

30.42 

21.39 

50.89 

30.50 

49.79 

19.35 

30.44 

22.45 

54.94 

30  51 

50.94 

20.52 

30.42 

23.68 

53.47 

30.51 

52.06 

21.63 

30.43 

24.94 

i              54.43 

.      30.5« 

53.06 

22.63 

30.43 

26.32 

55.82 

30.50 

54.45 

23.71 

30.44 

27.40 

56.88 

30.52 

55.30 

24.86 

30.44 

28.69 

49    58.20 

30.19 

56.44 

26.02 

30.42 

30.61 

1        50      0.40 

30.51 

«0  59    57.49 

2)  47    27.05 

12    30.44 

21   2   31.95 

i20  50      4.47 

42  30.41 

20>»59»8 

20^  47'?3 

12™30?429 

21^2'?4 

20H9?9 

42-30!M 

Tiil)elle  XXVI.     4875  Novemiwr ««. 


2»»54™31«68 
33.29 
34.77 
36.50 
38.18 
39.79 
41.28 
42.75 
44.17 
45.57 
47.08 
48.52 
50.00 
51.42 
52.87 

2  51    54.41 


?»'39 


m 


1  ^33 

2.93 

i.43 

6.15 

7.80 

9.44 

10.96 

12.37 

13.82 

15.22 

10.72 

18  IS 

19  62 
21.07 
22.54 

2  39    24.00 


12" 30^35 
30.36 
30.34 
30.35 
30.38 
30  35 
30.32 
30.38 
30.35 
30.35 
30.36 
30.34 
30.38 
30.35. 
30.33 

12    30.35 


2H8"31'?60 
32.66 
34.24 
35.51 
37.27 
38.17 
39.65 
40.86 
i2.00 
43.84 
45.19 
47.15 
47.99 
49.74 
51.06 

2  48    52.70 


2»»36 


m 


1:!19 

2.27 

3.80 

5.08 

6.85 

7.74 

9.25 

10.47 

1 1 .59 

13.43 

14.78 

16.74 

17.64 

49.32 

20.64 

2  36   22.30 


12*30:il 
30.39 
30.il 
30.i3 

ao.is 

.30.i3 
30.IO 

30.:I9 
30.il 
30.il 
.  30.il 
30.il 
30.35 

30.i2 

\i  ao.io 


2*»Ö1»7 


2»'39^2 


12"  30^351 


2»'48'!'7 


2>»36'P2 


12-30!ii>* 


91 
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*r    ZeichenwochscI. 


Zeichen 

gegeben  von  Leipzig 

Zeichen  gegeben  von  V 

^'ien 

Chronognipli 
NVicn                       Leipzig 

Differenz 

Chron 
Wien 

ograpii 

Leipzig 

DilTerenz 

2"-35!J54 

i0*»50™    5t06 

12»30H8 

21H°21^10 

20>»53™50!!71 

12"'30«39 

36.81 

6.31           30.47 

22.30 

51.86 

30.44 

37.95 

7.44 

30.51 

23.50 

53.06 

30.44 

39.27 

8.75 

30.52 

54.74 

54.32 

30.42 

40.47 

9.99 

30.48 

26.00 

55.57 

30.43 

i2.l5 

11.62 

30.53 

27.21 

56.78 

30.43 

43.14 

12.62 

30.50 

28.46 

58.06 

30.40 

44.18 

13.67 

30.51 

29.70 

53    59.28 

30.42 

iG.08 

15.54  '        30.54 

31.04 

5i      0.63 

30.11 

47.56 

17.06          30.56 

32.34 

1.91 

30.43 

4«.45 

17.95  !         30.50 

33.66 

3.25 

30.41 

49.72 

19.23 

30.49 

35.04 

4.62 

30.42 

50.94 

20.43           30.51 

36.37 

5.97 

30.40 

52.05 

21.56          30.49 

37.71 

7.30 

30.41 

53.47 

22.98           30.49 

39.19 

8.77 

30.42 

2    oi.KO 

20  50    24.28    12   30.52 

21   6    40.75 

20  54    10.34 

12   30.41 

*2«7 

20*50'?2 

12"»30^502 

21^6".'5 

20>»54»?0 

12"»30-417 

reiler  Zeichen  Wechsel . 


U8-57t98 

2*»  36"  27:56 

12'"30H2 

2h52n.   0:41 

2^  39"  30:^07 

12"  30-34 

48    59.27 

28.87 

30.40 

1.78 

31.42 

30.36 

49      1.60 

31.17 

30.43 

3.28 

32.93 

30.35 

3.08 

32.64 

30.44 

4.65 

3i.29 

30.36 

4.58 

34.19 

30.39 

5.86 

35.48 

30.38 

6.36 

35.93 

30.43 

7.09 

36.73 

30.36 

7.42 

36.99 

30.43 

8.26 

37.93 

30.33 

8.57 

38.17 

30.40 

9.U 

39.09 

30.35 

10.40 

39.96 

30.44 

10.65 

40.29 

30.36 

11.72 

41.29 

30.43 

11.74 

41.40 

30.34 

13.40 

42.98 

30.42 

12.83 

42.49 

30.34 

14.33 

43.93 

30.40 

13.87 

43.51 

30.36 

1 5.69 

45.28 

30.41 

1  i.99 

44.62 

30.37 

1 6.93 

46.55 

30.38 

15.97 

45.63 

30.34 

18.75 

48.33 

30,  i2 

17.06 

46.72 

30.34 

49    20.42 

2  36   50  04 

12   30.38 

2  52    18.15 

2  39    47.77 

12   30.38 

49f2 

2i»36'?6 

12»30'?414 

2^521' 15 

2*»39»?65 

12"  30-354 
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C.    BrUHNS.     NeCE    BKSTiaHVKG 


150 


In  der  Tolgenden  Tabelle  XXVII  finden  sich  nochmak»  Mittel,  an 
welche  aber  gleich  die  Federnparallaxen,  deren  Werthe  in  Abschnitt  V, 
S.  33S  aurgeriihrt,  angebracht  sind;  ferner  sind  die  Differenz  der  Uhr- 
gänge und  die  sogenannten  Stromzeilen  gegeben.  Die  aus  den  Sigaalen 
abgeleiteten  Uhrdifferenzen  haben  eine  grosse  Genauigkeit;  vergleicht 
man  die  Einzelvverthe  mit  den  Mittelwerthen  aus  je  16  Signalen, 
so  kömmt  als  mittlerer  Fehler  einer  Differenz  weniger  als 

±0?02  . 

Der  mittlere  Fehler  aus  16  Signalen  ist  demnach  kleiner  als 

±0?005  , 

und   da   immer  zwei  Serien  zusammen  genommen  sind  und  aus  der 
Differenz  der  Signale  vor  und  nach   den  Beobachtungen  die  Diffe- 
renz der  UhrgUnge  abgeleitet,  sind  dieselben  auch  auf  ±0f005  TUr 
ein  Intervall  von   vier  bis    fünf  Stunden   richtig,   daher   der  in  der 
Tabelle  XX Vll  angegebene  Uhrgang  für  die  Stunde  bis  auf  ±OfOOl 
sicher,    wobei   natürlich  ein  regelmassiger  Gang  wahrend  der  Beob^ 
achtungszeit  vorausgesetzt  ist.     Was  die   sogenannten    Strom- 
zeiten  anbetrifft,   so  sind  dieselben  dadurch  erhalten,  dass  die  in 
Columne  1 0    enthaltenen  Zahlen    aus   den   in  Wien   und  Leipzig,  ge- 

Tabelle  XXVII.     Resultate   aus   den   zwischen  Wien 


Uhrzeit 

Uhrzeit 

UhrdifTerenz 

Uhrzeit 

Ubrtcjl 

1875,  Tag 

in 

in 

Signale  von 

in 

in 

Wien 

Leipzig 

Wien 

Wien 

Leipzig 

October      8 

SIOMB™? 

20>»    1»?7 

14»    2Ü226 

20M2'?6 

19»58?6 

23  18.5 

23     4.5 

14      1.902 

23  15.7 

23    «.7 

9 

20  23.5 

20     9.5 

13    59.294 

20  20.4 

20    6.i 

24  27.5 

24  13.5 

13    58.984 

24  24.8 

2i  10.8 

19 

20  23.1 

20     9.6 

13    32.916 

20  25.4 

20  U.9 

24  27.6 

24  14.1 

13    32.527 

24  29.9 

2t  m 

November  2 

20  26.9 

20  13.8 

13      3.604 

20  28.4 

20  (5.3 

24  35.8 

24  22.8 

13      4.317 

24  35.6 

2i  iU 

3 

20   11.0 

19  57.9 

13      7.812 

20  12.5 

19  59.i 

23  53.5 

23  40.4 

13      8.i92 

23  55.1 

23  48.0 

4 

20     0.2 

19  47.0 

13    11.998 

20     1.6 

19  i8.i 

23  42.6 

23  29.4 

13    12.700 

23  40.0 

23  26.8 

U 

20  50.8 

20  37.3 

13    31.969 

20  53.5 

20  40.0 

25  58.2 

25  44.7 

13    31.732 

26     1.2 

25  47.7 

16 

21     3.1 

20  50.6 

12   30.413 

21     2.5 

20  50.0 

26  51.9 

26  39.4 

12   30.342 

26  48.9 

26  36.4 
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leu  Signalen  mit  dem  Ulirgani^e  auf  dieselbe  Zeit  reducirt  und 
den  Dillerenzen  die  Mittel  gebildet  sind.  Bei  dem  zweiten 
ilwechsel  üclober  9  zeigt  sich  für  die  Stromzeit  eine  ungewöhn- 
Abweichung,  die  ihren  Grund  in  Unregelmässigkeiten  in  den  in 
ig  ankommenden  Signalen  hat.  Der  mittlere  Fehler  einer  Uhr- 
enz  ist  für  diesen  Zeichenwechsel  ±0f04  statt  ±  Of 02  an  den 
ren  Abenden  und  vermuthlich  ist  in  der  Telegraphenleitung  eine 
ng  gewesen.  Ich  habe  jedoch  das  Resultat  des  Zeichenwechsels 
ausgeschlossen,  sondern  nehme  nur  bei  der  Bildung  des  Mittels 
>tromzeiten  den  ungewöjinlichen  Werlh  nicht  mit. 
Die  sogenannte  Stromzeit  findet  sich  dann  zu 

+  0^036  ±  0M)02  , 

/erth,  der  mit  früher  gefundenen  nahe  übereinstimmt.     1865  ist 

+  0?032ö 

iden. 

Was  die  Uhrgimge  anbetriflt,  so  ging  die  Leipziger  Uhr  ziemlich 
iniüssig,  an  der  Wiener  Uhr  wurde  mehrfach  gestellt  und  ge- 
übt, daher  die  Verminderung  des  Standes  und  des  Ganges. 


eipzi^   f^cj^c honen    rogistrirten    Si||;nalcn. 


enz 
lon 

Mittel 

Ihrzeit  in           t'iir/eit  in 
Wien         .        Leipzig 

Mittel 

der 

UlirdifTercnzen 

Differenz  der 

Uhr^ängc  für 

4  Stunde 

Einfache 
Stroinzeit 

H7 
164 

20^14^1 

23   17.1 

20* 
23 

3.1 

14"    2«272 
14      1933 

-0H11 

4-0.042 
H-0.028 

L59 

20  22.0 
24  26.1 

20 
24 

8.0 
12.1 

13 
13 

59.404 
59.021 

-0.094 

+  0.112 
-4-0.040 

f96 
i93 

20  24.2 
24  28.7 

20 
24 

10.7 
15.2 

13 
13 

32.956 
32.560 

-0.097     i 

1 

H-0.038 
H-0.031 

i67 

177 

20  27.6 
24  35.7 

20 
24 

14.5 
22.6 

13 
13 

3.635 
4.347 

+o.n2 

H-0.034 
H- 0.030 

192 
»64 

20   H.7 
23  54.3 

19 
23 

58.6 
VI. 2 

13 
13 

7.852 
8.528 

+  0.182 

-4-0.038 
-4-0.034 

150 
'75 

20     0.9 
23  41.3 

19 
23 

47.7 
28.1 

13 
13 

12.024 
12.737 

+  0.494 

-4-0.027 
-4-0.036 

164 
;07 

20  52.1 
25  59.7 

20 
25 

38.6 
46.2 

13 
13 

32.016 
31.769 

-0.049 

-4-0.048 
-h  0.039 

95 
Ol 

21      2.8 
26  50.4 

20 
26 

50.3 
37.9 

12 
12 

30.454 
30.371 

1 

-0.044 

1 

-4-0.041 
-4-0.029 

M» 
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VI.    Die  Beobachtungen  in  Wien  und  Leipzig. 

In  der  Tolgendcn  Tabelle  XXIX  sind  auf  der  linken  Seite  die 
in  Wien,  auf  der  rechten  die  in  Leipzig  erhaltenen  Beobachtungs- 
resultate enthalten.  Die  in  den  einzelnen  Columnen  enthaltenen 
Wert  he  erkennt  man  leicht  aus  den  Ueberschriften.  In  der  ersten 
Columne  auf  beiden  Seiten  ist  das  Datum  und  der  Beobachter  auf- 
geführt, in  der  zweiten  die  Kreislage,  in  der  dritten  die  Anzahl  der 
Fäden,  in  der  vierten  die  auf  den  Mittelladen  reducirte  Durchgangs- 
zeit. Die  angewandten  Fadendistanzen  sind  schon  früher  auf  S.  299 
gegeben,  die  Federnparallaxen,  welche  in  Wien  October  8  —  Of  030, 
October  9  —  0f028,  October  19  +0f003,  +0f009,  November  2 
+  0;i10,  +0?085,  +0f056,  +0!050,  November  3  +0f051, 
+  0?042,  +0?047,  November  4  +0f045,  +0?048,  +Of044, 
+  0?050,  November  14  +0f013,  November  16  +0r032,  in 
Leipzig  October  8  und  9  0?00,  October  19  —  0f037,  November  2 
—  0f039,  November  3  —  0f024,  November  4  —  0f034,  Novbr.  14 
+  0^046,  +0^042,  November  16  +0f042  gefunden,  sind  ange- 
bracht. 

Der  wahrscheinliche  Fehler  der  Beobachtung  eines  Sternes  an 
einem  Faden  findet  sich  bei  beiden  Beobachtern  ±  0?07 . 

In   den  Columnen  6,   7,    8    ist   die   Instrumentalcorrcction   enl- 

Tabelle  XXVIII. 


T 

October  8 

Ootoher  9 

October  19 

Novpinbcr  2 

20*» 

-4-U™2«30 

-4-13*"ö9«44 

-4- 13»  33-01 

H-13»  3^36 

i\ 

10 

10 

17 

21 

2.19 

59.34 

32.91 

3.73 

11 

9 

10 

17 

22 

2.08 

59.25 

32.81 

3.90 

11 

10 

10 

17 

23 

1.97 

59.15 

32.71 

4.07 

11 

9 

10 

17 

0 

1 

H-14.  1.86 

+  13    59.06 

H-13    32.61 

H-13    4.24 

2 

Idu 

Idu 

Idu 

Idu 

-0.011 

-0.011 

-0.012 

—  0.005 

53] 
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halten  und  ist  die  tägliche  Aberration  gleich  mit  dem  Collimations- 
fehler  vereinigt.  Coiumne  9  enthält  die  Uhrcorrectionen ,  welche 
entstanden  sind  durch  die  Differenzen  zwischen  den  scheinbaren  Rect- 
ascensionen  der  Sterne  und  der  Summe  der  Columnen  5  bis  8. 
Coiumne  10  links  giebt  die  Differenzen  dieser  Uhrcorrectionen  und 
Coluinne  10  rechts  enthält  die  Längendifforenz.  Diese  ist  folgender- 
massen  abgeleitet: 

Nennen  wir  die  Summe  der  in  der  fünften,  sechsten,  siebenten 
und  achten  Coiumne  befindlichen  Zahlen  jeder  Zeile,  welche  die 
nach  den  Ortszeiten  gültigen  Culminationen  der  Sterne  in  Wien  und 
Leipzig  sind,  T  und  T',  die  Uhrcorrectionen  Coiumne  9  ^l  und 
^t';  ist  ferner  U  die  zur  Wiener  Sternzeit  S  oder  zur  Leipziger 
Stemzeit  S'  geltende  Uhrdifferenz,  welche  man  aus  der  Tabelle  XXVII 
entnehmen  kann,  dU  der  stündliche  Uhrgang  in  Wien,  du  \n  Leipzig, 
l  die  Längendifferenz,  so  hat  man  leicht: 

/=  U+{Jt  —  Jt')  +  («  —  S){du  —  dU)  +ldu. 

Die  Grösse  Jt  —  Jt'  ist  in  der  Coiumne  1 0  auf  der  linken  Seite 
enthalten;  für  U+  {a  —  S)  {du  —  dU)  ist  mit  dem  Argument  T 
(Wiener  Ortszeit)  die  folgende  Tafel  XXVIII  gerechnet  und  der  stünd- 
liche Gang  du  der  Leipziger  Uhr  ist  aus  den  Leipziger  Beobach- 
tungen  abgeleitet  und  mit  /  =  —-  multiplicirt. 


U^{a^S)  {du- 

-dt/)  . 

November  3 

November  4 

November  44 

November  46 

H.13°7?82 

-4-43"42?02 

18 

49 

8.00 

42.24 

H-43"»32?04 

H.42™30H5 

49 

20 

5 

4 

8.49 

42.41 

34.96 

30.44 

\H 

49 

5 

2 

8.37 

42.60 

34.94 

30.42 

48 

20 

5 

4 

-1.43    8.55 

-4-43    42.80 

34.86 

30.44 

2 
30.39 

34.84 

4 

4 

+  13    34.77 

+  42    30.38 

Idu 

Idu 

Idu 

Idu 

—  0.046 

—  0.007 

—  0.044 

1 

-0.004 
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Beobachtungen  in  Wien. 


Tülielle  Xl 


Durchgangs- 
zeit 


ühr- 
Correcl. 


Difle« 
der 


Octobcr  8 

23  Hcvelii 

W 

48 

20h47»nS2!69 

-o!oi 

-0!04 

+  0!77 

—  airss 

+  4NI 

n  Capricorni 

W 

48 

20 

20 

48.74 

-0.04 

-0.04 

+  4.08 

-84.86 

+  4  « 

Beobachter 

69  Aquilac 

W 

43 

20 

23 

40.68 

-0.04 

-0.04 

+  0.87 

—  34.76 

+  4  K 

V.  Steeb 

Polstern  K  (O.G.) 

W 

6 

20 

35 

42.40 

-0.44 

-0.26 

-8.87 

K(O.C.) 

0 

7 

20 

35 

42.32 

-0.48 

+  0.06 

-8.87 

15  Dclphhii 

0 

43 

20 

44 

44.40 

-0.07 

+  0.04 

+  0.67 

-14.82 

+  4   * 

(4,  Aquarii 

0 

48 

20 

46 

28.52 

-0.04 

+  0.04 

+  0.96 

-H.87 

+  4    « 

4  6  Dclphini 

0 

43 

20 

50 

44.48 

-0.07 

+  0.04 

+  0.67 

-14.82 

+  4    « 

B  CapricDrni 

611  Cygni 

0 

43 

24 

4 

54.74 

-0.40 

+  0.04 

+  0.25 

—  84.98 

642Cygni 

0 

48 

24 

4 

58.48 

-0.40 

+  0.04 

+  0.25 

-84.90 

+  1    * 

y  Equulei 

0 

44 

24 

4 

49.60 

-0.06 

+  0.04 

+  0.74 

-84.79 

+  1    » 

n  EquuIci 

0 

48 

24 

40 

8.40 

-0.06 

+  0.04 

+  0.77 

-14.87 

Polstern  F  (ü.  C.) 

0 

6 

24 

49 

86.53 

4-0.36 

-0.07 

+  6.08 

»        F(Ü.C.) 

W 

6 

24 

49 

86.88 

0.00 

+  0.28 

+  6.03 

e  Capricorni 

W 

48 

24 

80 

38.88 

0.00 

-0.0» 

+  4.40 

-34.79 

+  4    1 

d  Aquarii 

W 

48 

24 

33 

46.68 

0.00 

-0.04 

+  0.84 

-34.77 

+  4    * 

6  Pegasi 

W 

48 

24 

88 

86.67 

0.00 

-0.04 

+  0.74 

-14.70 

+  1    4 

16  Pegasi i 

W 

48 

21 

47 

56.44 

0.00 

-0.04 

+  0.48 

-14.74 

a  Aquarii 

W 

48 

24 

59 

55.85 

0.00 

-0.04 

+  0.84 

-84.77 

0  Pegasi 

W 

48 

22 

4 

27.70 

0.00 

-0.04 

+  0.76 

-84.76 

+  4    k 

44  Aquarii 

W 

42 

22 

7 

37.82 

0.00 

-0.04 

+  4.43 

-84.72 

+  1    4 

0  Aquarii 

W 

48 

22 

40 

48.82 

0.00 

-0.04 

+  0.94 

-14.74 

+  4    4 

Polstern  L  (0.  C.) 

W 

6 

22 

23 

89.96 

0.00 

-0.54 

-8.58 

•       L  (0.  C.) 

0 

7 

22 

23 

39.98 

-0.54 

+  0.43 

-8.58 

C  Pegasi 

0 

43 

22 

35 

47.77 

-0.04 

+  0.04 

+  0.70 

—  84.74 

+  1    4 

68  Aquarii 

0 

43 

22 

41 

24.43 

-0.02 

+  0.04 

+  4.44 

-34.78 

+  4   4 

X  Aquarii 

0 

43 

21 

46 

89.72 

-0.03 

+  0.04 

+  0.V4 

-84.75 

+  4    4 

Oclobor  9 

0  Capricorni 

0 

43 

20 

59 

27.29 

-0.03 

+  0.04 

+  4.09 

—  80.09 

+  1   4 

64  •  Cygni 

0 

43 

24 

4 

49.86 

-0.08 

+  0.04 

+  0.25 

-30.42 

Bcobachlcr 

642  Cygni 

0 

43 

24 

1 

54.38 

-0.08 

+  0.04 

+  0.25 

-80.44 

V.  .Sl»H»h 

y  Equulei 

0 

43 

24 

4 

47.73 

-0.05 

+  0.04 

+  0.72 

-  29.95 

+  4    4 

a  Equulei 

0 

43 

24 

10 

6.52 

-0.04 

+  0.04 

+  0.79 

-30.04 

+  1    4 

Polstern  F  (U.  C.) 

0 

6 

24 

19 

34.74 

+  0.27 

-0.07 

+  6.46 

F{Ü.C.) 

w 

7 

21 

19 

34.74 

0.00 

+  0.28 

+  6.46 

1 

B  Capricorni 

w 

43 

21 

80 

37.04 

0.00 

-0.04 

+  4.48 

-80.04 

+  1   K 

d  Aquarii 

w 

43 

24 

83 

44.79 

0.00 

—  0.04 

+  0.83 

-29.96 

+  1    4 

B  Pegasi 

w 

43 

24 

38 

34.87 

0.00 

-0.04 

+  0.72 

-29.92 

+  1    1 

4  6  Pegasi 

w 

43 

24 

47 

54.56 

0.00 

-0.04 

+  0.49 

-29.88 

a  Aquarii 

w 

43 

21 

59 

53.98 

0.00 

-0.04 

+  0.86 

-29.93 

0  Pegasi 

w 

43 

22 

4 

25.83 

0.00 

-0.04 

+  0.77 

-  29.90 

+  1    < 

44  Aquarii 

w 

13 

22 

7 

55.96 

0.00 

-0.04 

+  4.45 

-29.88 

+  4    < 

0  Aquarii 

w 

13 

22 

40 

46.46 

0.00 

-0.04 

+  0.96 

-29.94 

+  4    < 

Polstern  L  (0.  C.) 

w 

6 

22 

23 

37.88 

0.00 

-0.54 

-8.75 

»       L  (0.  C  ) 

0 

7 

22 

23 

38.23 

-0.64 

+  0.13 

-8.75 

C  Pegasi 

0 

13 

22 

35 

45.98 

-  0.05 

+  0.04 

+  0.74 

-29.95 

+  4    < 

68  Aquarii 

0 

13 

22 

44 

21.57 

-0.02 

+  0.01 

+  4.48 

-29.94 

+  1    ' 

X  Aquarii 

0 

13 

22 

46 

37.91 

-0.03 

+  0.01 

+  0.96 

-  29.97 

+  4 

tt  Piscis  austr. 

0 

13 

22 

5! 

16.95 

-0.04 

+  0.04 

+  1.29 

-29.91 

tt  Pegasi 

0 

1 

13 

22 

59 

4.42 

-0.05 

+  0.04 

+  0.65 

-29.82 

5r>i 
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>achlungen. 


Beobachluni^en  in  Leipzig. 


rag 

Name  des 

ja 

73    « 

Durcligangs- 

Correct. 
für 

• 

t 

Correct. 

für 

c 

Correct. 

für 

k 

Uhr- 

Längen- 

175 

Sterns 

—  ^ 

CDU, 

zeit 

Correct. 

diffcrenz 

Ud 

N 

»ber  8 

SS  Hevelii 

W 

44 

iOb4  9m4  9Ü4  6 

4-0!03 

-0!32 

-0!76 

-2«»I6!58 

15m46!95 

n  Capricorni 

w 

44 

20 

22 

80.78 

4-0.02 

-0.84 

-1.04 

-2    16.54 

15 

46.93 

■etiler 

69  Aquilae 

w 

44 

io 

25 

27.42 

+  0.03 

-0.32 

-0.86 

-2    16.53 

15 

47.01 

inek 

Polstern  K  (0.  C.) 

w 

5 

20 

86 

51.13 

-t-0.24 

-2.03 

4-3.33 

.      K  (0.  C.) 

0 

5 

20 

36 

47.23 

4-0  08 

4-1.86 

4-3.33 

4  5  Delphini 

0 

44 

20 

45 

59.88 

4-0.01 

4-0.30 

-0.68 

-2    16.62 

15 

47.01 

fA  Aquarii 

0 

44 

20 

48 

14.78 

4-0.01 

4-0.29 

-0.93 

-2    46.57 

15 

46.91 

46  Delphini 

0 

44 

20 

52 

0.26 

4-0.01 

4-0.30 

-0.68 

-2    46.62 

15 

47.00 

6  Capricorni 

0 

44 

21 

1 

15.69 

-0.01 

4-0.81 

-1.08 

-2    4  6.67 

6<«Cygni 

61«  Cygni 

y  Equulei 

0 

44 

21 

6 

85.46 

-0.02 

4-0.29 

-0.71 

-2    46.56 

15 

46.94 

a  Equulei 

0 

44 

21 

11 

54.37 

-0.02 

4-0.29 

-0.76 

-2    46.63 

45 

46.92 

Polstern  F  (U.  C.) 

0 

k 

21 

21 

34.26 

4-0.12 

-2.06 

-5.41 

.      F(U.C.) 

w 

r> 

24 

21 

30.02 

-0.02 

4-2.24 

-5.41 

6  Capricorni 

w 

44 

24 

32 

26.08 

0.00 

—  0.34 

-1.06 

-2    16.58 

45 

46.91 

d  Aquarii 

w 

44 

24 

35 

33.34 

0.00 

-0.82 

-0.80 

-2    46.59 

45 

46.93 

e  Pegasi 

w 

44 

24 

40 

28.21 

0.00 

-0.82 

—  0.71 

-2    46.54 

45 

46.94 

16  Pegasi 

• 

a  Aquarii 

0  Pegasi 

w 

44 

22 

6 

14.82 

-0,03 

-0.32 

-0.75 

-2    46.64 

45 

46.92 

44  Aquarii 

w 

44 

22 

9 

45.25 

-0.01 

-0.84 

-1.08 

-2    46.64 

15 

46.97 

6  Aquarii 

w 

41 

22 

12 

35.84 

-0.02 

-0.32 

-0.92 

-2    46.65 

15 

46.96 

Polstern  L(O.C.) 

w 

5 

22 

25 

14.44 

-0.48 

-4.03 

4-7.48 

.      L  (0.  C.) 

0 

6 

22 

25 

4.44 

-0.18 

4-3.70 

4-7.48 

e  Pegasi 

0 

44 

22 

37 

33.74 

-0.01 

4-0.80 

-0.70 

-2    46.64 

15 

46.90 

68  Aquarii 

0 

44 

22 

43 

14.20 

-0.01 

4-0.31 

-1.06 

-2    46.70 

45 

46.91 

X  Aquarii 

0 

44 

22 

48 

26.18 

-0.01 

4-0.29 

-0.91 

-2    46.68 

45 

46.91 

•ber9 

B  Capricorni 
64 1  Cygni 

0 
0 

44 

24 

4 

16.64 

4-0.82 

4-0.32 

-0.97 

-2    47.70 

45 

46.94 

■chter 

64«  Cygni 

0 

inek 

y  Equulei 

0 

44 

24 

6 

36.40 

4-0.31 

4-0.81 

-0.67 

-2    47.57 

45 

46.94 

a  Equulei 

0 

44 

24 

41 

55.84 

4-0.31 

4-0.31 

-0.72 

-2    47.68 

45 

46.94 

Polstern  F  (ü.  C.) 

0 

5 

24 

21 

35.58 

-2.19 

-2.49 

-5.12 

.      F  (ü.  C.) 

w 

5 

24 

21 

31.28 

4-2.37 

4-2.37 

-5.12 

6  Capricorni 

w 

44 

21 

32 

27.48 

-0.86 

-0.86 

-4.00 

-2    47.68 

15 

46.95 

d  Aquarii 

w 

44 

21 

35 

84.84 

-0.34 

-0.34 

-0.76 

-2    47.63 

45 

46.94 

ß  Pegasi 

w 

44 

21 

40 

24.24 

-0.34 

-0.84 

-0.67 

-2    4  7.57 

45 

46.94 

4  6  Pegasi 

w 

a  Aquarii 

w 

1 

6  Pegasi 

w 

44 

22 

6 

45.86 

—  0.34 

-0.84 

-0.72 

-2    47.67 

4  5 

47.00 

ki  Aquarii 

w 

41 

22 

9 

46.28 

-0.36 

-0.36 

-4.02 

-2    47.72 

45 

47.07 

B  Aquarii 

w 

44 

22 

12 

36.83 

-0.34 

-0.34 

-0.87 

-2    17,67 

45 

46.98 

Polstern  L (O.e.) 

w 

5 

22 

25 

43.30 

-4.26 

-4.26 

4-7.08 

»      L  (0.  C.) 

0 

6 

22 

25 

5.52 

4-3.92 

4-3.92 

4-7.08 

C  Pegasi 

0 

41 

22 

37 

34.78 

4-0.31 

4-0.31 

-0.66 

-2    17.73 

45 

46.95 

68  Aquarii 

0 

11 

22 

43 

42.22 

4-0.38 

4-0.83 

-1.01 

-2    17.79 

45 

47.03 

;t  Aquarii 

0 

^< 

22 

48 

27.23 

4-0.31 

4-0.31 

-0.87 

-2    17.79 

15 

46.99 

ft  Piscis  austr. 

0 

a  Pegasi 

0 

336 


C.  Bri'hns,   Neue  Bestiuhung 
Beok-ichtungen  in  Wien. 


fiS  PcgOSL 

9)  Aqunrii 
y  PiscUiin 
l'<ilstcri)M(O.Q.) 
MlO.C.l 
%\  PlNcium 
(f  PejjDSi 

it  Aiiilmmcdue 


Oclober  49 
Beabachtvr 
Weinek 


Polsl4;rnK(O.C.) 
K(Ü.C.) 
4r>  Uelphini 

leUelpliini 


0  Caprkorni 

Y  Ei<|uu]ei 
a  Equulei 
l'olslern  F  {tl.  C.) 
F(U.C.| 

d  Aiiuarii 
t  l'enasi 
56  pL'KHsi 


S  Aquarii 
l'dlitlernL  (0.  C.) 
L  ;o.  C.) 

f  PPRBHi 

(iH  Ai|iliirü 
iAqimrii 


«  \\'<f.»-< 


N  l'fBBsi 

ip  Aigunrii 
Piihlnni  M  ( 


tf  Pl'CHSl 

w  PisHuiii 
j'  Pcünsi 


IS  08    23. 

jj  iS    tl. 

,33  IH    kt 


13    SS  SO  *: 


IS  ,  ai  30  ii. 


ill    fiS    BS. SS 


47 

-0 

Sl 

-0 

17 
17 

+  1 

SN 

45 

+  (l 

+  <l 

4( 

4  5 

+  0 

4t 

+  0 

14 

+  ( 

IS 

+  1; 

+  1 

7J 

-0 

47 
4» 
17 

-0 

47 
17 

-* 

HS 

■^t 

3( 

+  u 

+  0 

lA 

+  0 

It 

+.0 

" 

*. 

OR 

.fO.73 
4-0. 80 
■I-6.S8 


—  IG. OS 
'45.96 
.4  6.00 


57] 
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Beobachtungen  in  Leipzig. 


o 

u 

Name  des 

OB 
'S: 

Zahl  de 
Fäden 

Durchgangs- 

Correct. 
für 

Correct. 

f  ii  1' 

Correct. 

für 

Uhr- 

Längen- 

1 

Sterns 

0 

zc 
23»'  ö»! 

it 

■ 

< 

IUI 

C 

IUI 

k 

Coi 

rrecl. 
'»47!74 

dif 
45" 

rerenz 

'  f 

58  Pegasi 

n  5?4  3 

+  0?34 

+  0!34 

-0?68 

—  2" 

a46!97 

Mpr 

o  Aquarii 

0 

\\ 

23   40 

42.60 

4-0.84 

+  0.34 

-0.85 

-2 

4  7.75 

4r> 

46.97 

•  y  Piscium 

0 

\K 

23  43 

2.64 

4-0.34 

+  0.34 

-0.75 

-2 

47.72 

45 

46.99 

Polstern  M  (0.  C.j 

0 

r> 

23  30 

4.85 

4-5.25 

+  5.25 

+  9.74 

•        M(O.C.) 

w 

6 

23  30 

12.72 

-5.69 

-5.69 

+  9.74 

21  Piscium 

w 

9 

23  45 

25.66 

-0.34 

-0.34 

-0.77 

—  2 

47.73 

45 

47.04 

tp  Pegasi 

w 

9 

23   48 

29.66 

0.35 

-0.35 

-0.87 

-2 

47.66 

45 

47.00 

»  Piscium 

w 

44 

23  55 

45.72 

-0.34 

—  0.34 

-0.74 

-2 

47.75 

45 

47.03 

a  Andromedae 

w 

49 

Polstern  K  (O.G.; 

0 

5 

20  37 

04.35 

-0.56 

+  4.98 

+  3.16 

iter 

k:ü.c.) 

w 

5 

20  37 

04.78 

—  0.33 

-2.48 

+  3.46 

eb 

ISDelphini 

w 

5 

20   46 

44.45 

-0.05 

-0.35 

-0.65 

-2 

30.38 

fA  Aquarii 

w 

44 

20  48 

29.44 

-0.03 

-0.34 

-0.88 

-2 

30.44 

16DeIphini 

w 

44 

20  52 

44.50 

-0.05 

-0.85 

-0.65 

-2 

30.85 

d  Capricorni 

w 

44 

24      4 

29.97 

-0.02 

-0.86 

—  0.98 

-2 

30.49 

45 

47.26 

eiiCygni 

w 

3 

24      3 

50.84 

-0.07 

-0.43 

-0.29 

-2 

30.33 

45 

47.06 

642Cygni 

w 

3 

24      3 

52.86 

-0.07 

-0.43 

—  0.29 

-2 

80.85 

:  y  Equulei 

w 

i  a  Equulei 

w 

44 

24    42 

8.66 

-0.04 

—  0.84 

-0.78 

-2 

80.46 

45 

47.27 

j  Polstern  F(Ü.C.) 

w 

24    24 

46.47 

4-0.29 

+  2.40 

-5.44 

n          F  (ü.  C.) 

0 

6 

24   24 

50.83 

+  0.49 

-2.49 

-5.44 

e  Capricorni 

0 

44 

24   32 

39.45 

-0.04 

+  0.33 

-4.04 

-2 

80.54 

45 

47.48 

d  Aquarii 

0 

44 

24   85 

46.37 

—  0.03 

+  0.34 

—  0.76 

-2 

80.40 

45 

47.40 

B  Pegasi 

0 

44 

24    40 

36.30 

-0.03 

+  0.84 

-0.68 

-2 

30.40 

45 

47.48 

16  Pegasi 

0 

a  Aquarii 

0 

6  Pegasi 

0 

44 

22     6 

27.51 

-0.03 

+  0.34 

-0.72 

-2 

80.52 

45 

47.28 

41  Aquarii 

0 

44 

22     9 

58.25 

-0.04 

+  0.88 

-4.08 

-2 

80.47 

45 

47.42 

B  Aquarii 

0 

44 

22   42 

48.45 

-0.02 

+  0.84 

-0.87 

-2 

30.54 

45 

47.48 

Polstern  L  (O.G.) 

0 

5 

22  25 

47.62 

-0.42 

+  8.94 

+  7.42 

L(O.C.) 

w 

6 

23  25 

25.98 

-0.44 

-4.82 

+  7.42 

C  Pegasi 

w 

44 

22  87 

48.49 

-0.04 

-0.85 

-0.67 

-2 

80.55 

45 

47.92 

<  68  Aquarii 

w 

44 

22  43 

25.60 

0.00 

-0.86 

-4.04 

-2 

30.58 

45 

47.85 

I  X  Aquarii 

w 

a  Piscis  austr. 

w 

44 

22  53 

20.28 

0.00 

-0.89 

-4.44 

-2 

80.52 

a  Pegasi 

w 

44 

23      4 

6.70 

—  0.04 

-0.85 

-0.62 

—  2 

80.59 

45 

47.89 

58  Pegasi 

w 

44 

23     6 

48.54 

-0.04 

-0.34 

—  0.68 

-2 

30.58 

45 

47.84 

€p  Aquarii 

w 

44 

93   40 

25.98 

-0.04 

-0.84 

-0.85 

-2 

80.57 

45 

47.85 

y  Piscium 

w 

44 

28   43 

46.02 

-0.04 

-0.34 

-0.75 

-2 

80.56 

45 

47.30 

Polstern  M  (O.e.) 

w 

5 

23  30 

23.04 

-0.44 

-5.77 

+  9.79 

1 

M  ;o.  C; 

0 

6 

23  30 

44.75 

-0.44 

+  5.27 

+  9.79 

21  Piscium 

0 

44 

23   45 

87.75 

-0.04 

+  0.34 

-0.78 

-2 

80.49 

45 

47.48 

9  Pegasi    . 

0 

44 

28   48 

44.64 

-0.04 

+  0.83 

-0,57 

-2 

80.38 

45 

47.44 

«»  Piscium 

0 

44 

23  55 

27.79 

-0.04 

+  0.84 

-0.74 

-2 

80.49 

45 

47.44 

y  Pegasi 

0 

t>er2 

2S  llevelii 

0 

1 

« 

C.  Bbuhns,     Nrub  Bestimmung 
Bpobachtunucn  in  Wien. 


TUR 

Nan)e  des 

^g 

Durch  RH  "RS-      "^i^  ' 

Correol. 
für 

Corrccl. 
tUr 

thr- 

DiOi 

1B7S 

Slcrns 

1 

1^ 

zcil 

> 

k 

Correct. 

derl 

November  1 

S  Capricorni 

0 

4S 

jgbsBin   0>lg 

+  o;oe 

+  D;og 

+    1!48 

-*;is 

-t-W 

BOCygni 

0 

«1      1 

13 

03 

+  0 

16 

1« 

17 

-l.ll 

+r 

Welnek 

er  CjBiii 

0 

y  Equulci 

0 

13 

11    i 

11 

10 

+  0 

10 

78 

-t.«< 

+1 

n  E(|UUlci 

0 

13 

09 

+  0 

+    0 

BS 

-4.11 

+1 

PolslernFlU.C.) 

0 

11    19 

13 

-0 

S9 

+    ■ 

SS 

.       Klf.C] 

w 

6 

11    19 

E  Capricorni 

w 

13 

11    30 

10 

+  0 

07 

+    1 

11 

-4.80 

+  i 

d  Aquarii 

w 

11    33 

18 

+  0 

tl 

+    0 

80 

-4.18      +1 

EpCgBRJ 

w 

13 

11    38 

8 

86 

+  0 

14 

+    0 

78 

-4.17      +1 

lA  P^Bsi 

w 

13 

11    (7 

18 

34 

+  0 

18 

+    0 

SS 

-4,17 

n  Aquarii 

w 

11 

11    SB 

17.88 

+  0  11 

-0.10 

+    0  98 

-K.n 

a  Pcgasl 

w 

IB 

11     3 

Sfl.7( 

+  0.14 

-0.10 

+    0.B4 

-4.81 

+> 

(1  Ac]uarii 

w 

13 

li     7 

30 

04 

11 

+     1 

14 

-4.36 

+  i 

»  Aquarii 

w 

1» 

11   10 

10 

44 

+  0 

—  0 

10 

+     1 

04 

-4. IS 

+1 

PolHlern  L  <0.  C] 

w 

G 

11  la 

31 

-    9 

(6 

.       L  (0.  C.) 

0 

11  13 

3 

10 

95 

46 

C  Peeasi 

0 

11   35 

19 

+  0 

+  0 

08 

+    0 

77 

-4.41       +1 

■i  Aquarii 

0 

13 

11   40 

Sfl 

GG 

OS 

+    1 

11 

-*.51       +1 

i  Aquarii 

0 

13 

11  is 

11 

+  0 

+  0 

08 

+     1 

-4.5«     !+l 

a  PiMis  austr. 

0 

11 

11   50 

31 

Ol 

+  0 

OB 

+     1 

40 

-4.46      +1 

B  P«8.si 

0 

^ 

11   SS 

38 

61 

+  0 

+  0 

08 

+    0 

71 

-  4.50    1  +1 

ifs  Pcgasi 

0 

U 

11      1 

50.17 

+  0.O9 

+  0.08 

+    0,7B 

-4.48    '+1 

«  Aquarii 

0 

13      7 

57 

48 

+  0 

08 

+    1.01 

—  4.S4      +1 

^Pisciun. 

o 

13 

11   10 

+  0 

+  0 

OB 

+    0 

SS 

-  4.S5      +1 

PolülcrnUlO.C.) 

0 

6 

13   IS 

9 

S7 

+  1 

17 

-11 

98 

.     m;o,c.; 

w 

7 

13   IS 

11 

00 

+  i 

-11 

98 

11  Piscium 

w 

11 

13   il 

10 

+  0 

10 

+    0 

-4.58        +1 

»  l'pgasi 

w 

13    46 

14 

81 

+  0 

65 

-4.53       +1 

Z  l'iscium 

w 

11 

+  D 

+     0 

-4. es     +1 

n  AnUroniediic 

w 

0     i 

1 

91 

+  0 

11 

+    0 

48 

-4.5* 

yPogas. 

w 

11 

0     6 

5S 

+  0 

-0 

" 

+    0 

71 

-4.64 

November  t 

il  llevcUi 

w 

13 

10   17 

9.13 

+  0.(5 

—  0.11 

+    0.87 

-8.8S 

+  1 

BvoliBchtef 

B  Capricorni 

w 

10   10 

10 

+  0 

OB 

11 

+    < 

13 

-8.97 

Wplnek 

(i)  Aquilae 

w 

10   13 

+  0 

18 

11 

+    0 

99 

-8.86 

■1-1 

PiilslernKiO.  C.| 

w 

e 

10  14 

(:> 

+  1 

11 

GS 

-    4 

.       K  (0.  C.) 

0 

1 

10   34 

+  0 

S4 

51 

18 

IS  Dolphini 

0 

13     ig  «1 

+  0 

+  0 

08 

+    0 

76 

-B.07 

+  1 

fi  Aquarii 

0 

11  .  JS  4S 

5 

+  0 

09 

08 

+    1 

08 

-S.tl 

+  * 

Ifi  Ilelphini 

0 

IS   .SO   (B 

80.9» 

+  0.11 

+  0.08 

+    0.7( 

-».09 

+  > 

A  Capricorni 

0 

13     iO  SB 

5.74 

+  0.06 

+  0.08 

+    l.ll 

-9.18 

+  i 

«ti  Cygni 

0 

13  lii     1 

IS 

04 

+  0 

4B 

+  0 

10 

+    B 

18 

—  S.iO 

+• 

«i«  Cygni 

r  t<iuulei 

0 

13     11      4 

16 

15 

+  0 

08 

+    0 

BO 

-9.04 

+  * 

;  E^ulei 

0 

13  Nl     » 

4S 

14 

+  0 

10 

08 

+    0 

117 

-9.31 

+  > 

PolslernF{Ü.C.l 

0 

6  lil   19 

18 

64 

J7 

+  « 

88 

.      F  (U.  C.) 

w 

7   'il   19 

17 

77 

87 

+  ( 

76 

+  fl 

8t 

e  Capricumi 

\v 

18      U    30 

15 

8« 

+  0 

■8 

11 

+  1 

IS 

-9.31 

+  1 

d Aquarii 

w 

13   ,21    33 

13 

SO 

+  0 

+    0 

91 

-9.13 

+  1 

f  PeRasi 

w 

13    ; jl    SS 

13 

69 

+  0 

11 

+    0 

80 

-9.14 

-1-1 

IG  Pt'gasi 

w 

13      il    (7 

33 

31+0 

11 

11 

-9.1» 

n  Aquarii 

w 

.3 

11   59 

31 

" 

+  0 

'* 

-  0 

" 

+    0 

BS 

-9.34 

59] 
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Beobachtunp;en  in  Leipzifj;. 


175 


Name  des 
Sterns 


IBberS 

itchter 

Üaeb 


InberS 
iBChter 


6  Capricorni 
64iCygni 

y  Equuloi 
a  Equulei 
Polstern  F  (U.  C.) 
.       F(Ü.C.) 
e  Capricorni 
d  Aquarii 
e  Pegasi 
4  6  Pegasi 
a  Aquarii 


e  Pegasi 
41  Aquarii 
d  Aquarii 
Polstern  L  (0.  C.) 
»       L(O.C.) 
C  Pegasi 
68  Aquarii 
X  Aquarii 
a  Piscis  austr. 
a  Pegasi 

58  Pegasi 
gt  Aquarii 
y  Piscium 
Polstern  M  (O.e.) 
•      M  fO.  C.) 
14  Piscium 
gf  Pegasi 
tu  Piscium 
a  Andromedae 
y  Pegasi 


SS  Hevelii 
.1  Capricorni 
69  Aquilae 
Polstern  K  (0.  C.) 
«      K(O.C.) 
45  Delphini 
fi  Aquarii 
40  Delphini 


B  Capricorni 
6«tCygni 
6t2Cygni 
}^  Eqoulei 
a  Equulei 
Polstern  F  (U.C.) 
.       F  (U.  C.) 
8  Capricorni 
d  Aquarii 
e  Pegasi 
46  Pegasi 
a  Aquarii 


Si. 

u 

? 

»« 

X 

-r  "O 

0) 

US  xd 

u 

esCb 

Ui 

N 

0 
0 
0 
0 
0 
0 

w 
w 
w 
w 
w 
w 


w 
w 
w 
w 

0 
0 
0 
0 
0 
0 


0 
0 
0 
0 

w 
w 
w 
w 
w 
w 


0 
0 
0 
0 

w 

w 
w 
w 


w 
w 
w 
w 
w 
w 

0 
0 
0 
0 


Durchgangs- 
zeit 


Corrcct. 

für 

t 


40 
4t 
H 
4« 
44 
5 
6 
41 
40 
44 


44 
44 
44 
5 
6 
44 
44 
14 
41 
11 


11 
11 
11 
5 
6 
11 
11 
44 


11 
11 
11 
5 
« 
11 
11 
44 


44 
41 
41 
41 
41 
5 
6 
11 
14 
41 


tlh  4n»47?04 


31 

24 

81 

,  21 

isi 

21 
21 
21 
21 


4 
4 
7 
12 
22 
22 
32 
86 
40 


22 

22 
22 
22 
22 
22 
22 
22 
22 
28 


6 
10 
18 
25 
25 
38 
43 
48 
58 

1 


28  6 
2t  10 

28  48 
28  80 
28  80 
28  45 
23  48 
23  55 


20  28 
20  85 
20  87 
20  87 
20  46 
20  48 
80  52 


84 
84 
21 
21 
21 
21 
21 
21 
24 
21 


1 

4 

4 

7 

12 

22 

22 

82 

86 

40 


7.90 

9.89 

6.76 

25.69 

06.58  i 

40.95! 

56.29' 

3.55 

58.40 


44.58 
15.41 

5.61 
80.92 
88.78 

5.30 
42.70 
57.75 
37.42 
23.72 


35.70 
43.13 
83.45 
86.44 
26.84 
54.99 
59.00 
45.04 


50.08 
1  67 
58.24 
15.52 
19.66 
31.94 
46.95 
82.81 


47.78 

8.55 
10.07 

7.52 
26.41 

7.83 
42.89 
56.96 

4.25 
54.10 


0!00 
0.01 
0.01 
0.01 
0.01 
0.05 
0.29 
0.02 
0.04 
0.05 


0.04 
0.02 
0.03 
0  68 
0.42 
0.03 
0.01 
0.02 
0.01 
0.03 


0  08 
0.02 
0.03 
0.55 
0.69 
0.08 
0.04 
0.04 


0.01 
0.01 
0.01 
0.14 
0.06 
0.04 
0.00 
0.04 


0.00 

—  0.04 

—  0.04 
-0.04 

—  0.04 
4-0.05 
+  0.24 
-0.02 
-0.08 
-0.04 


Correcl. 

Tür 

c 


-0!86 
-0.43 
-0.48 
-0.34 
-0.84 
-t-2.40 
-2.19 
+  0.88 
+  0.81 
+  0.81 


+  0.81 
+  0.38 
+  0.81 
+  8  94 
-4.38 
-0.85 
-0.86 
-0.84 
-0.39 
-0.35 


—  0.84 
-0.34 
-0.84 
-5.77 
+  5.27 
+  0.31 
+  0.38 
+  0.81 


+  0.31 
+  0.83 
«1-0.84 
+  4.98 
-2.48 
-0.85 
-0.84 
-0.85 


-0.36 
-0.48 
-0.48 
-0.84 
-0.84 
+  2.40 
-2.49 
+  0.38 
+  0.84 
+  0.34 


Correct. 

für 

k 


4!48 
0.33 
0.33 
0.78 
0.84 
5  94 
5.94 
4.46 
0.88 
0.78 


0.88 
4.49 
1.01 
8.22 
8.88 
0  77 
4.17 
4.00 
4.88 
0.71 


-  0.78 

-  0.98 

-  0.57 
+  11.31 
+  11.31 

-  0.90 

-  0.66 

-  0.82 


0.88 

1.18 

0.98 

8.62  I 

3.62 

0.74 

4.01 

0.74 


1.12 

0.88 

0.33 

0.77 

0.88 

5.89 

5.89 

1.15! 

0.87  ' 

0.77 


Uhr- 
Correct. 


2«n47*61 
8  47.70 
2  47.69 
2  47.52 
8    47.61 


2  47.69 
2  47.68 
2   47.57 


8  47.64 
2  47.64 
8    47.68 


2 
2 
2 
2 
8 


2 
2 
2 
2 
2 


47.69 
47.66 
47.72 
47.63 
47.62 


2  47.74 
2  47.69 
2    47.65 


2  47.67 
2  47.68 
2   47.66 


2  48.81 
8  48.88 
2    48.26 


2  48.85 
2  48.39 
2   48.83 


48.84 
48.88 
48.40 
48.30 
48.85 


2  48.38 
2  48.36 
2   48.30 


Ltingeii- 
diflerenz 


15«n47!44 
45    47.89 


45 
15 


15 

15 
15 


15 
15 
15 
15 
15 


15 
15 

45 

45 


47.20 
47  14 


47.15 
47.27 
47.24 


15  47.33 
15  47.20 
15    47.33 


47.26 
47.46 
47.22 
47.24 
47.49 


45  47.30 
15  47.24 
15    47.20 


15  47.33 
15  47.33 
15    47.22 


15  47.38 
15  47.29 
15    47.29 


15  47.28 
15  47.28 
15    47.81 


47.46 
47.18 

47.17 
47.07 


15  47.47 
15  47.24 
15    47.18 


I 
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Beobachtungen  in  Wien. 


Taa 

4875 


Novembers 

Beobachter 

Weliu'k 


November  k 

Beobachter 

Weinek 


November  4  4 

Beobachter 

von  Steeb 


Name  des 
Sterns 


e  Pogasi 
M  Aquarii 
0  Aquarii 
Polstern L  (O.G.) 
»       L{O.C.) 
C  Pcgasi 

68  Aquarii 
X  Aquarii 

a  Piscis  austr. 
a  Pegasi 

23  Hevelii 
n  Capricomi 

69  Aquilae 
PolsUTnK  (O.G.) 

•       K(O.C.) 

15  Delphini 
f4  Aquarii 

16  Delphini 

6  Capricomi 
61 »  Cygni 
6l2Cygni 
y  Equulei 
a  Equutei 
Polstern  F  (U.G.) 
«      F(Ü.G.) 
e  Gapricomi 
d  Aquarii 
6  Pegasi 
16  Pegasi 
a  Aquarii 

0  Pegasi 
41  Aquarii 
0  Aquarii 
Polstern  L  (0.  C.) 
»       L(O.C.) 
C  Pegasi 

68  Aquarii 
X  Aquarii 

a  Piscis  austr. 
a  Pegasi 

28  Hevelii 

69  Aquilae 
Polstern  K  (0.  G.) 

»  KiO.C.) 
0  Capricomi 
61»  Cvgni 
612  Cygni 
y  Equulei 
(t  Equulei 
Polstern  F  (U.C.) 

.       F{U.C.) 
e  Capricomi 
d  Aquarii 
8  Pegasi 
16  Pegasi 
tt  Aquarii 


w 
w 
w 
w 

0 
0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 

w 
w 
w 
w 

w 
w 
w 
w 
w 
w 

0 
0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 

w 
w 
w 
w 
w 
w 

w 
w 
w 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

w 
w 
w 
w 
w 
w 


0; 


AB  '< 


13 
6 
7 
6 
7 
8 
3 
3 
8 
3 

8 
3 
8 

6 
7 
8 
8 
8 

3 
8 
3 
3 
3 
6 
7 
8 
3 
3 
8 
8 


8 
6 
7 
3 
3 
8 
8 
3 

3 
3 
6 
6 
3 
8 
3 
3 
3 
5 
5 
3 
3 
3 
9 
13 


Durchgangs- 
zeit 


22h 

22 
22 
22 
22 
22 
22 
22 


22  50 
22  58 

20  17 
20  20 
20  28 
20  34 
20  34 
20  43 
20  46 
20  49 

20  59 

21  4 
21  1 
21  4 
21  9 
21  19 
21  19 
2«  30 
21  88 
21  88 
21   47 

21  59 

22  4 
22  7 
22  10 
22  28 
22  23 
22  35 
22  41 
22  46 
22  51 
22  58 


20 
20 
20 
20 
20 
21 
21 
21 
21 
21 
21 
21 
21 
21 
21 
22 


4ni  4?88 
35.00 
25.47 
11.88 
10.18 
24.98 
1.70 
17.09 
56.46 
43.64 


7 
40 
23 
23 
35 
41 
46 


17 

28 

35 

35 

59 

2 

2 

5 

10 

19 

19 

30 

34 

38 

48 

0 


14.25 
25.82 
22.38 
49.16 
50.20 
55.84 
10.85 
56.16 

10.97 
88.23 
84.78 
81.87 
50.21 
24.05 
24.98 
20.89 
28.68 
18.71 
3K.S2 
88.05 

9.85 
40.09 
30.59 
15.39 
16.39 
80.25 

7.01 
22.28 

1.41 
48.85 

47.04 
55.04 
22.55 
21.79 
43.83 
5.80 
7.29 
3.87 
22.70 
57.49 
56.84 
53.32 
11.16 
51.24 
10.90 
10.45 


Correct. 
für 


4-0!l7 
+  0.08 
+  0.13 
+  2.27 
+  4.75 
+  0.14 
+  0.07 
+  0.10 
+  0.04 
+  0.15 

+  0.16 
+  0.09 
+  0.14 
+  1.47 
+  1.45 
+  0.22 
+  0.15 
+  0.29 

+  0.18 
+  0.86 
+  0.86 
+  0.24 
+  0.22 
-4.40 
-1.17 
+  0.10 
+  0.18 
+  0.20 
+  0.25 
+  0.16 

+  0.17 
+  0.09 
+  0.18 
+  2.32 
+  2.83 
+  0^2 
+  0.44 
+  0.46 
+  0.07 
+  0.24 

+  0.07 
+  0.06 
+  0.54 
+  0.16 
+  0.04 
+  0.04 
+  0.04 
+  0.02 
+  0.02 
-0.44 
-0.82 
+  0.08 
+  0.05 
+  0.06 
+  0.07 
+  0.05 


Correct. 

für 

c 


Correct. 

für 

k 


-0?11 
-0.12 
-0.11 
-1.87 
+  1.02 
+  0.08 
+  0.09 
+  0.08 
+  0.09 
+  0.08 

+  0.07 
+  0.07 
+  0.07 
+  0.44 
-0.62 
-0.40 
-0.40 

—  0.10 

-0.4  0 
-0.4« 
-0.42 
-0.40 

—  0.10 
+  0.68 
-0.48 
+  0.07 
+  0.07 
+  0.07 
+  0.08 
+  0.07 

+  0.07 
+  0.07 
+  0.07 
+  0.86 
-1.22 

—  0.10 
-0.10 
-0.40 
-0.41 

—  0.10 

—  0.11 
-0.11 
-0.70 
+  0.58 
+  0.09 
+  0.11 
+  0.14 
+  0.09 
+  0.09 
-0.64 
+  0.78 
-0.42 
-0.44 
-0.11 
-0.12 
-0.11 


+  0!86 
+  1.28 
+  4.07 
—  9.74 
-9.74 
+  0.79 
+  4.25 
+  4.06 
+  4.43 
+  0.72 

+  0.88 
+  0.24 
+  4.00 
-4.42 
-4.42 
+  0.77 
+  1.09 
+  0.77 

+  1.22 

+  0.28 
+  0.28 
+  0.84 
+  0.88 
+  6.90 
+  6.90 
+  4.26 
+  0.98 
+  0.84 
+  0.55 
+  0.97 

+  0.87 
+  1.29 
+  1.08 
-9.81 
-9.81 
+  0.80 
+  1.26 
+  1.07 
+  1.45 
+  0.73 

+  0.95 
+  1.08 
-4.79 
-4.79 
-f-4.83 
+  0.34 
+  0.81 
+  0.88 
+  0.96 
+  7.48 
+  7.48 
+  1.87 
+  1.00 
+  0.88 
+  0.59 
+  1.05 


Uhr- 
Corrccl. 


Dift 
der  11 


9?S8 
9.86 
9.87 


9.53 
9.62 
9.67 
9.67 
9.59 

14.48 
44.23 
44.24 


44.15 
44.29 
44.49 

14.S3 
14.36 
14.87 
44.25 
14.35 


-4  4.59 

—  4  4.57 

—  44.54 
-44.45 
-44.67 


-44.59 
-44.66 
-44.67 


44.73 
4  4.80 
44.76 
44.76 
44.78 

46.89 
46.84 


47.02 
47.08 
47.07 
46.93 
47.05 


47.03 
46.96 
46.93 
46.86 
47.04 


:11 


+  2  1 
+  11 
+  il 


+  2 
+  2 
+  2 


+  2 
+  2 
+  2 

+  2  1 
+  2  1 
+  2  I 
+  2  1 
+  2  I 


+  2  I 
+  2  1 


I 


+  2 
+  2 
+  2 


1 


I 


+  2  J 

+  2  : 

+  2 


M]  pEH  Lanuendikkekenz  zwischen  Leipzig  und  Wien. 

BeobaclilungoD  in  Leipzig. 


^ 

Name  dp» 

1 

:3S 

Durchgangs- 

Correcl. 
für 

Corrpcl 

Corrcul. 

Lhr- 

LiMiSL-n- 

rrs 

SIcrns 

■5 

Mit 

k 

Correcl. 

dirren-iw 

^ 

5»- 

' 

" 

Bb«r3 

9  Pegasi 

0 

n 

»ihflintr.;«  s 

-o;o4 

+  0!ll 

-o!«i 

—  I'n48;3fl 

15'n47!t8 

achter 

*1  Aquarii 

0 

ii  10  ifl.n 

+  0 

33 

-1.18 

-1  (8.(1 

15    47.37 

■Mb 

e  Aquarii 

0 

H 

jl   1B      6 

S8 

-0.O3 

+  0 

31 

-1.00 

-3   46.41 

(S    47.35 

Polstern  L  (0.  C] 

0 

5 

48   85    3U 

+  3 

+  8.15 

-       L  [0.  C.l 

w 

6 

%i  is  3S 

-o!n 

-4 

31 

■1-8.15 

f  Pegasi 

\v 

11 

13  38    06 

OS 

-O.Ol 

-0 

35 

-0.7G 

-1    48.47 

15    47.84 

68  Aquarii 

W   '  11 

Sl   (3    il 

36 

-8   48.49 

15    (7.19 

X  Aquarii 

W   1   11 

Sl  i»   SS 

50 

-0.01 

-0 

34 

-O.BB 

-3    48.50 

15    47.16 

(I  Piscis  Buslr. 

a  Pegasi 

Eir- 

»3  Hevflii 

0     n 

its  tg  S1.UI 

—  0.01 

■♦■0.31 

-0.78 

-8    (U.B5 

15    (7-81 

n  Capriuorni 

0  1  it 

20  »S      i 

69 

-0 

01 

+  0 

33 

-1.07 

-8    (9.47 

15    (7.89 

69  Aquilac 

ü  ,  11 

io  SS  ne 

31 

+  0 

-3    49.39 

15    4  7.8» 

PoMcrnKKI.  C.) 

0 

S 

40  37    Iß 

66 

-0 

H 

+  1 

«N 

■1-8.(8 

.       K  [ü.  C-1 

w 

iO   87    iO 

60 

+  0 

-i 

18 

+  3.(8 

15  Deiphini 

w 

11 

30   41;    31 

99 

+  0 

Ol 

-0 

35 

-0.70 

-1   49.47 

15    47.37 

p  Aquarii 

w 

11 

»0    47    48 

Ol 

00 

3t 

-0.95 

-8    49.68 

15    47,39 

1B  Ddphini 

w 

1t 

ao  hi   33 

B8 

+  u 

01 

-0 

ar. 

-11.70 

-a    49.47 

15    47.45 

A  Cipricunii 

w 

11 

H      1    4ä 

HS 

g 

DO 

-0 

36 

-1.06 

-3    49.58 

15    (7.39 

Bncygni 

w 

11 

S1      4      S 

flO 

+  U 

is 

-0.38 

-1    (B.47 

15    47.38 

61»  Cjgni 

w 

il      4    H 

tl 

Ol 

49 

-1   (9.49 

15    (7.31 

y  B.iuulPl 

w 

11 

81      7      M 

+  0 

in 

-0.73 

-3    (S.36 

15    47.13 

n  Equuici 

w 

H 

81    M    87 

4S 

+  0 

01 

_0 

34 

-0.78 

-1    (9.47 

13    47,35 

PolslcrnFjU.C.) 

w 

OS 

■1-8 

-5.S7 

.      F(U.C.l 

0 

6 

11    81    11 

S8 

+  0 

10 

19 

-5.B7 

E  Capricorni 

0 

0 

11 

11    «6      6 

31 

+  0 

31 

-0,81 

-8    (9.(0 

15   47.11 

e  Pegasi 

0 

41 

it    (0    7,i 

OK 

08 

81 

-8    (9.35 

18    (7.17 

16  Pegasi 

0 

«  Aquarii 

0 

S  Pegasi 

0 

H 

18      6    46.31 

-0.01 

■1-0.31 

-0.77 

-1    (9.48 

15    47.30 

t1  Aquarii 

0 

81   10    17 

16 

-0 

01 

+  0 

13 

-1.11 

-3    49.51 

15    47.88 

0  Aquarii 

0 

18  13       1 

■4-0 

31 

-O.B« 

-1   49.(9 

15    47,36 

Polstern  L  (O.e.) 

0 

5 

12  85    31 

DD 

-0 

11 

■I-! 

9t 

■F7.70 

.      L(O.C.) 

w 

18  li    3U 

74 

t1 

31 

+  T.10 

(  Pegasi 

w 

88  37      7 

-0.73 

-1    49.51 

15    47.19 

SS  Aquarii 

w 

88  43    44 

48 

0 

-0 

3S 

-1.09 

-1    49.54 

13    47.17 

i  Aquarii 

w 

88   4K    39 

-0.9( 

-1    (9.51 

15    (7.3U 

a  Piscis  anstr. 

w 

«  Pegasi 

w 

BberU 

18  Hevelii 

•chter 

69  Aquilao 

rinek 

Polslern  K  [0.  C.) 
.      K[O.C.) 

0  Capricorni 

6»  i  Cygni 

fll*Cjgni 

y  Equulei 

tt  Equulei 

Polstern  F(II.C.) 
.      F(U.C.) 

a  Capriconii 

a  Aquarii 

■  Pegasi 

16  Pegasi 
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62 


Boobachiunfj;en  in  Wien. 


Tat; 
1875 


Nfivember  4  k 
Beobachter 
von  SIecb 


Name  des 
Sterns 


November  16 

Beobachter 

von  Steeb 


V 

u 

OD 

^g 

CO 

(fi 

—  »o 

9i 

•£  * 

U 

•  Um 

!  •-" 

N 

Durchgangs- 
zeit 


Corrcct. 
für 


0  Pcgasi 
41  Aquarii 

0  Aquarii 
Polstern  L  (O.e.) 

-      L(O.C.) 
C  Pegasi 
68  Pegasi 
X  Aquarii 
n  Piscis  austr. 
n  Pegasi 

58  Pegasi 
<p  Aquarii 
y  Piscium 
Polslern  M  (O.  C.) 
•      M(O.C.) 
21  Piscium 
(p  Pegasi 
ta  Piscium 
a  Andromedac 
y  Pegasi 

1  i  Ceti 

35  Piscium 
^Ceti 
58  Piscium 
Polslern  A  (O.G.) 
.      A(O.G.) 
J7  Ceti 
m  Piscium 
/  Piscium 


Polslern  K (O.G.) 
«       K(O.C.) 

15  Delphini 
/u  Aquarii 

16  Delphini 

y  Equulei 
(c  Equulei 
Polslern  F(U.C.) 
»       F  (U.  C.) 
d  Aquarii 
£  Pegasi 
16  Pegasi 
a  Aquarii 

0  Pegasi 
41  Aquarii 
ß  Aquarii 
Polstern  L  (O.C.) 

n         L(O.C.) 

C  Pegasi 
68  Aquarii 
X  Aquarii 
((  Piscis  austr. 
a  Pegasi 


W 

W 

W 

W 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

W 

W 

W 

W 

W 

w 
w 

w 
w 
w 
w 

0 
0 
0 
0 


0 

w 
w 
w 
w 

\v 
vv 
w 

0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 

\v 
w 
w 
w 
w 




_  -^ 

■  ■"  " 

■" 

13 

92h  4«"42f25 

■♦-OfOÖ 

13 

21 

8 

12.86 

+  0.08 

13 

22 

11 

2.88 

4-0.04 

6 

22 

23 

49.24 

+  0.71 

7 

22 

28 

47.06 

-0.20 

13 

22 

36 

2  86 

-0.02 

18 

22 

41 

88.98 

-0.01 

13 

22 

46 

54.80 

-0.01 

18 

22 

51 

88.19 

0.00 

18 

22 

59 

20.96 

-0.02 

13 

28 

4 

32.73 

-0.02 

13 

28 

8 

39.72 

-0.01 

13 

28 

11 

80.06 

-0.01 

6 

23 

28 

51.32 

-0.27 

7 

28 

28 

53.92 

+  0.53 

11 

28 

43 

52.64 

+  0.03 

13 

23 

46 

57.09 

+  0.04 

13 

23 

53 

42.80 

+  0.08 

18 

0 

2 

45.23 

+  0.04 

13 

0 

7 

87.40 

+  0.08 

11 

0 

24 

28.92 

+  0.02 

18 

0 

84 

10.49 

+  0.04 

12 

0 

88 

8.16 

+  0.01 

18 

0 

41 

19.82 

+  0.08 

6 

0 

58 

10.63 

+  0.41 

7 

0 

58 

08.99 

0.00 

11 

1 

8 

7.87 

0.00 

18 

1 

7 

47.59 

0.00 

13 

1 

12 

10.58 

0.00 

6 

20 

84 

21.88 

+  0.13 

5 

20 

84 

22.20 

+  0.88 

13 

20 

43 

28.24 

+  0.06 

13 

20 

45 

42.71 

+  0.04 

10 

20 

49 

28.68 

+  0.06 

11 

21 

4 

8.82 

+  0.06 

13 

21 

9 

22.60 

+  0.05 

6 

21 

18 

56.38 

-0.82 

7 

21 

18 

57  59 

+  0.05 

13 

21 

33 

0.82 

-0.01 

13 

21 

37 

50.89 

-0.01 

13 
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Vn.  Ableitung  der  Endresultate. 

•A.  Am  ffleickcn  an  jedem  Abend   auf  beiden  Stationen  beobachteten 
Sternen. 


Obwohl  die  Beobachter  bemüht  gewesen  sind,  an  den  heiteren 
Abenden  auf  beiden  Stationen  dieselben  Sterne  zu  beobachten,  ist 
dies  doch  nicht  iuiraor  gelungen,  und  ebenso  wie  bei  früher  ausge- 
führten LUngenbestimniungen  wetde  ich  daher  versuchen,  das  Resultat 
einmal  aus  den  identischen  Sternen,  welche  auf  beiden  Stationen  an 
jedem  Abend  gesehen  sind,  andcrntheils  dann  aber  auch  aus  allen 
beobachteten  Sternen  abzuleiten. 

Üin  zunächst  zu  untersuchen,  ob  eine  Difl'ercnz  zwischen  Kreis- 
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läge  Wesl  und  Kreislage  Ost  besieht,  ferner  ob  tiie  einzelnen  voa 
einander  unabhängigen  Zeitbeslimmungen  —  unter  Zeitbestimmung 
ist  die  Beobachtung  eines  Polsterns  und  sechs  bis  acht  Zeilsternen 
verstanden  —  dieselben  Resultate  geben,  habe  ich  auf  beiden  Sta- 
tionen für  jede  Kreislage  zunächst  für  die  ührstände  und  für  die 
*  LSogendilferenzen  die  Mittel  genommen. 

Die  erhaltenen  Werthe  sind  die  folgenden: 
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Tabelle  XXX.     Mittel  werthe 
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45.5 
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5 
o 
3 
5 
3 
4 


4 
5 
3 
4 
3 
4 


o 
3 

:> 
3 


3 
3 
i 
5 
3 
i> 

3 
3 
5 
5 
3 
5 


w 

0 

ü 

\Y 
W 
ü 

ü 
W 
W 
0 
0 
W 

W 

w 

0 
0 

w 
w 

0 
0 

w 
w 

0 
0 

w 

w 
ü 
ü 
w 
w 
ü 

0 

w 
w 

0 
0 

w 
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Uhrcorrection 

Zahl  der 
Sterne 

Längendifferenz 
15n6«963 

Zahl  der 
Sterne 

1 

3 

3 

-2   16.603 

3 

46.973 

3 

-2    16.620 

3 

46.930 

2 

—  2  16.570 

3 

46.927 

3 

—  2  16.633 

3 

46.950 

3 

-2  16.673 

3 

46.907 

3 

-2  17.650 

3 

15  46.940 

3 

-2  17.627 

3 

46.933 

3 

-2  17.687 

3 

47.017 

3 

—  2  17.770 

3 

46.990 

3 

-2  17.727 

3 

46.977 

3 

—  2  17.713 

3 

47.013 

3 

-2  30.390 

3 

-2  30.407 

4 

15  47.197 

3 

-2  30.437 

3 

47.137 

3 

-2  30500 

3 

47.177 

3 

-2  30.560 

4 

47.257 

3 

-2  30.553 

3 

47.320 

3 

-2  30.437 

3 

47.127 

3 

-2  47.626 

5 

15  47.192 

4 

-2  47.630 

3 

47.220 

3 

-2  47.653 

3 

47.287 

3 

-2  47.664 

5 

47.208 

5 

2  47.683 

3 

47.247 

3 

-2  47.670 

3 

47.293 

3 

—  2  48.317 

3 

15  47.293 

3 

-2  48.357 

3 

47.213 

3 

-2  48.354 

5 

47.135 

5 

-2  48.347 

3 

47.187 

2 

-2  48.397 

3 

47.227 

3 

-2  48.487 

3 

47.187 

3 

-2  49.413 

3 

15  47.253 

3 

-2  49.487 

3 

47.403 

3 

-2  49.502 

5 

47.344 

5 

-2  49.375 

2 

47.155 

2 

-2  49.497 

3 

47.227 

3 

-2  49.520 

3 

47.287 

3 

23* 
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1875 

Kreis- 
lage 

Wiener 
Dhrzeit 

UhrcorrecUon 

Zahl  der 
Sterne 

2 

!    Krei*- 
lage 

November  14 

\V 

20^20™8 

-0™46?865 

1 

1 

0 

21      3.9 

-0  47.050 

5 

\V 

21    42.5 

-0  46.958 

5 

, 

W 

22     8.0 

-0  46.913 

3 

1 

0 

22  47.1 

—  0  46.990 

5 

0 

0 

23     8.3 

—  0  46.973 

3 

0 

W 

23  59.9 

—  0  46.913 

6 

w 

\V 

0  37.9 

-0  46.903 

3 

w 

0 

1     7.7 

—  0  47.013 

3 

0 

November  16 

W 

20  46.2 

+      13.243 

3 

W 

21     6.7 

+      13.230 

2 

• 

0 

21   44.3 

+      13.225 

i 

0 

0 

22     7.0 

+      13.163 

3 

0 

\V 

22  46.1 

+      13.232 

5 

w 

\\ 

23     7.2 

+      13.287 

3 

w 

0 

23  58.9 

-H      13.182 

6 

0 

0 

0  36.9 

-1-      13.167 

3 

0 

\V 

1     6.7 

-1-      13.197 

3 

w 

VV 

1   29.9 

-1-      13.213 

3 

w 

0 

2     2.7 

-1-      13.200      ■ 

1 
1 

4 

0 

Um  die  Diirerenzen  zwischen  Kieislage  Ost  und  Kreislage  Wesl 
zu  finden,  sind  die  in  der  vorstehenden  Tabelle  enthaltenen  l'hr- 
corrcctionen  aiiC  dieselben  Uhrzeiten  zu  reduciren,  und  dazu  bwlarf 
nuin   der    Uhrgiinge.     Dieselben    sind    abgeleitet    aus    den   erhallonen 

• 

Zeitbestimmungen,  selbstverslündlich  mit  Berücksichtigung  der  /nv»- 
sclien  Kreis  Ost  und  Kreis  West  bestehenden  Differenz,  und  hat  ^^^^^ 
gefunden : 


October  K 

))        9 

»       19 

November  2 


» 
» 
» 
» 


3 

4 

14 

16 


Wiener  Uhr 

Leipziger  U In- 

stündlicher Gang 

st  ündlidier  Gang 

-H  0«053 

-0?041 

-1-  0.088 

-0.042 

-H  0.086 

-0.045 

-0.185 

—  0.020 

0.255 

-0.059 

-0.246 

-0.027 

-H  0.010 

-0.051 

-  0.008 

-0.005 

Am  Pendel  der  Wiener  Uhr    wurde,  wie  schon  erwähnt,  eii 
Mal  geschraubt,  daher  die  starken  Aenderungen  des  Ganges. 
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er 
it 

Uhrcorrection 

Zahl  der 
Sterne 

LängendilTercnz 

Zahl  der 
Sterne 

'?3 

—  3'"2t183 

3 

15n7?427 

1 
1 

-3  2.240 

3 

47.170 

3 

.4 

-3  2.no 

6 

47.100 

6 

.0 

-3  2.205 

2 

47.125 

2 

.0 

-3  2.3n 

3 

47.107 

3 

1 

• 

.8 

-3  3.390 

2 

15  47.040 

2 

.2 

-3  3.400 

9 

47.045 

2 

.8 

-3  3.407 

4 

47.070 

4 

.9 

-3  3.465 

^ 

47.180 

2 

.9 

—  3  3.480 

3 

47.050 

3 

.4 

-3  3.380 

2 

46.940 

2 

.0 

-3  3.510 

3 

47.093 

3 

9 

•  *< 

-3  3.420 

3 

47.017 

3 

.1 

-3  3.422 

4 

47.003 

3 

(iewicht  einer  jeden  der  folgenden  Differenzen  Kreis  Ost 
5st  ist  nach  der  Formel: 

4p/ 

[  und  jedem  Sterne  das  Gewicht  1   gegeben, 
findet  sich: 


rag 

Wiei 
Ost  —  West 

1 
Gewicht 

Leipzi 
Ost  -West 

Gewicht 

Längendifff 
Ost  — West 

3renz 

'  Gewicht 

1 

?r  8 

-0t043 

6.0 

-0^055 

6.0 

+  0«010 

6.0 

—  0.090 

8.9 

-0.070 

6.0 

+  0.003 

4.8 

-0.049 

6.0 

-0.017 

6.0 

-0.043 

6.0 

jr  9 

-0.071 

10.0 

-0.044 

6.0 

+  0.007 

6.0 

-0.078 

7.5 

-0.059 

6.0 

-0.027 

6.0 

-0.073 

6.9 

-0.042 

6.0 

-0.036 

6.0 

r19 

-0.077 

8.9 

-0.007 

6.9 

—  0.060 

6.0 

-0.075 

6.9 

+  0.031 

6.9 

—  0.080 

6.0 

-0.080 

6.9 

+  0.446 

6.0 

-0.193 

6.0 
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4875,  Tag 

Wien 
Ost— West 

Gewicht 

Leipzig 
Ost  — West     Gewicht 

LftDgendifli 
Ost— West 

ereoi 
GewicU 

November  2 

— 0?026 
-0.072 
-0.089 

10.0 
7.5 
7.5 

-0^006 
+  0.002 
-0.026 

7.5 
7.5 
6.0 

—  0*028 
-0.079 
-0.046 

6.9 
7.5 
6.0 

November  3 

-0.088 
-0.113 
-0.080 

6.0 
8.9 
7.5 

-0.017 
-0.037 
-0.057 

6.0 
7.5 
6.0 

-0.080 
-0.052 
-0.040 

6.0 

8.7 
6.0 

November  4 

—  0.088 

—  0.068 
-0.045 

6.0 

10.0 

7.5 

+  0.072 
+  0.142 
+  0.008 

6.0 
5.7 
6.0 

-0.150 
-0.189 

-0.010 

* 

6.0 
5.7 
6.0 

November  14 

-0.192 
-0.084 
-0.051 
-0.115 

5.7 
7.5 
8.0 
6.0 

—  0.114 

—  0.028 

8.0 
4.8 

-(-O.OiS 
—  0.018 

ti.o 

4.8 

November  16 

0.000 
-0.074 
—  0.098 
-0.034 
-0.009 

5.3 
7.5 
8.0 
6.0 
6.9 

+  0.004 
-0.009 
+  0.127 
+  0.001 

5.3 
4.8 
4.8 
6.9 

—  0.088 

—  0.130 
-0.153 

—  O.OU 

8.0 
4.8 
4.8 
6.0 

Beachtet  man,  dass  October  8,  9,  November  14  und  16  die 
Beobachter  an  ihren  Wohnorten  beobachteten,  October  19,  November 
Sl,  3  und  4  aber  gewechselt  hatten,  so  hat  man  mit  Berücksiclitigung 
der  Gewichte: 


Wiener  Instrument 


Ost— West 


Ge- 
wicht 


V.  Stecbin  Wien 
Weinek  in  Wien 


0.079  ±0.007 
0.074  ±0.005 


96.2 
93.6 


Leipziger  Instrument 


Ost  —  West 


Gc- 
'  wicht 


Weinek  in  Leipzig  {-0.030  ±0.011 
v.SU*eb  in  Leipzig  1  +  0.018  ±0.012 


70.6 
78.0 


I^n^endifTen 
Ost  —  West 


-0.0«.^  ±0.00« 
-0.083  ±0.01 


Auf  beiden  Stationen  ist  daher  eine  Differenz  zwi 
sehen  Kreis  Ost  und  Kreis  West,  aber  bei  dem  Wiener  li 
strunient  ist  die  Differenz  bei  beiden  Beobachtern  nicht  nur  nat 
dieselbe,  sondern  sie  ist  auch  beträchtlich  und  scheint  reell  zu  sein 
bei  dem  Leipziger  Instrument  hat  sie  bei  den  beiden  Beobachter 
verschiedenes  Zeichen  und  ist  ausserdem  klein,  so  dass,  wie  ma 
aus  den  wahrscheinlichen  Fehlem  ersieht,  an  der  Realität  gezweife 
werden  kann.     Der  Einfluss,  welcher  aus  dem  nicht  identischen  Ver 
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TahreD  der  beiden  Beobachter  die  Neigung*  anzubringen  [s.  S.  296 
((6)]  herrührt,  ist  im  Mittel,  wie  man  sich  leicht  Überzeugen  kann, 
verschwindend  klein.  Ob  die  Differenz  zwischen  den  Kreislagen  von 
einer  seitlichen  Biegung  der  Instrumente,  oder  von  einer  Verschieden- 
heit der  persönlichen  Gleichung  bei  Polsternen  und  Zeitsternen,  oder 
von  der  entgegengesetzten  Bewegungsrichtung  der  Sterne  in  den  Fern- 
rühren mit  gebrochener  Achse  herrührt,  braucht  hier  nicht  erörtert 
zu  werden  —  ich  bin  geneigt,  mich  für  letzteres  auszusprechen. 

Dadurch,  dass  man  Kreis  Ost  und  Kreis  West  immer  mit  einander 
verbindet,  fällt  der  Fehler  heraus,  und  es  ist,  um  ein  Endresultat  ab- 
zuleiten, noch  erforderlich,  sich  fdr  eine  Gewichtseinheit  zu  ent- 
scheiden. Von  der  Anzahl  der  Polsterne  hängt  die  Sicherheit  der 
Ermittelung  der  Coliimation  und  des  Azimutes  ab  und  die  in  den 
Instnimentalfehlern  begangenen  Fehler  gehen  unmittelbar  in  die  Uhr- 
correctionen  und  daher  auch  in  die  Längendifferenzen  über.  Zu 
denselben  kommen  die  Beobaclitungsfehler  der  Zeitsterne,  und  nehmen 
wir  der  Einfachheit  wegen  an,  dass  die  Genauigkeit  bei  allen  Pol- 
slernen die  gleiche  und  ebenso  auch  die  Genauigkeit  bei  den  ver- 
schiedenen Zeitsternen  unter  einander  dieselbe  sei,  d.  h.  nehmen  wir 
nicht  Rücksicht  auf  die  Anzahl  der  beobachteten  Fäden  und  auf  die 
Verschiedenheit  der  Declination  und  bezeichnen  den  mittleren  Fehler, 
den  eine  Polsternbeobachtung  hervorbringt,  mit  w,  den  einer  Zeitstern- 
beohachtung  mit  w,  so  ist  der  mittlere  Fehler  für  p  Polsterne  in  Ver- 
bindung mit  z  Zeit^ternen  gleichzusetzen 

und  das  Gewicht  ist  pro|>ortional  der  Grösse: 

Nehmen  wir  als  Gewichtseinheit  die  Combination  eines  Pol- 
sternes mit  einem  Zeitsterne  an,  so  wird  die  Bedingung  zu  erfüllen 
sein,  dass 

sein  muss. 

Da  die  Beobachtungsfehler,  wenn  man  mit  Auge  und  Ohr  be- 
obachtet, sich  zusammensetzen  aus  dem  Gesichts-  und  dem  Gehör- 
fehler,  oder,    wenn   man   registrirt,    aus   dem   Gesichts-    und  dem 


V-- 
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Haudfehler  (eigentlich  dem  Fehler,  der  durch  das  SigDalgebeo  mit 
der  Hand  entsteht),  so  kann  man  den  Fehler  von  der  Form 

a-^b  sec  d 

VI 

setzen,  wo  b  der  Gesichts-,  a  der  Gehör-  oder  Handfehler,  f  dk 
Anzahl  der  Fäden,  d  die  Declination  des  Sternes  bezeichnet.  Aus 
einer  Anzahl  von  Beobachtungen  von  Zeitsternen  und  aus  den  Pol- 
sternen habe  ich  gefunden ,  dass  bei  /*  =  1 1  Faden  für  einen  Zeil- 
stern nahe 

Vf 

ist;  aus  einem  Polstern  folgt  der  mittlere  Fehler  nahe  zu: 

0?02. 

Setze  ich  daher: 

m  _  ^ 
n  ""  "3  ' 

und  erfülle  die  Gleichung: 

m^  +  n^  =  1  , 

so  wird 

.^  =  ^=0.7 

m^  =  ^  =  0.3, 
und  das  Gewicht  ;/  findet  sich  nach  obiger  Gleichung: 

^        0.7/>-h0.3j5      ^' 

Ist  y^  das  in  Wien,  g^  das  in  Leipzig  gefundene  Gewicht,  so  ist  das 
Gewicht  der  Differenz  der  Uhrcorrectionen  und  der  Länge ndifferenz: 

g_    9w9i 
910-^91 
Für   die   an    beiden   Stationen    beobachteten    identischen  Sterne 

lindet    sich    als   LUngendilferenz   aus   der  Tabelle  XXX,    wenn  man 

einfach   aus    den    in    Kreislage  Ost  und  Kreislage  West  beobachtetet* 

Sternen  das  iMittel  nimmt,  die  Gewichte  nach  der  gegebenen  Formet 

berechnet  und  die  persönliche  Gleichung: 

Steeb  —  Weinek  =  s  —  w 

nennt: 


*]  Diese    anzu^vcndendc  Gewichts-Formel    hat    Herr    von    Oppolzer   mir   mit^etheil 
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4875 

1 

LängendifTerenz  —  (»  —  ic] 

P 

2 

Gewicht 

1 

October  8 

»        9 

November  14 

16 

15n6«9i2 
46.978 
47.124 
47.053 

3  und  3 

3     »      3 

5  »      3 

6  )>      5 

17 
18 
17 
24 

3.5 
3.6 
4.1 
5.8 

Mittel 

15n7«031 

17.0 

4875 

Längend!  nereuz+  (« — w) 

P 

»0 

Gewicht 

October  19 

November  2 

3 

»          4 

15n7«202 
47.241 
47.207 
47.286 

3  und  4 
3     »      3 
3     »      3 
3     »      3 

18 
S1 
19 
19 

4.0 
3.7 
3.7 
3.7 

Mittel 

15n7!233 

15.1 

Es  ist  demnach  die  persönliche  Gleichung 

8—w  =  -h  0!101. 

Mit  Berücksichtigung  der  persönlichen  Gleichung  wird  daher  die 
ingendiiferenz : 


Oclober    8 

15 

■'47!043 

Gewicht  3.5 

»          9 

47.079 

3.6 

v>        19 

47.101 

4.1 

November    2 

47.140 

5.8 

3 

47.106 

4.0 

»           4 

47.185 

3.7 

»        14 

47.225 

3.7 

16 

47.154 

3.7 

LängendifTerenz  = 

=  15"'4r?130 

± 

01012 

(iewichl  32.1 

Nimmt  man  gar  keine  Rücksicht  auf  die  Anzahl  der  beobach- 
en  Sterne  oder  giebt  man,  wie  ich  es  früher  gethan,  jedem  Abend 
»selbe  Gewicht,  so  erhält  man  mit  Hilfe  der  Werthe  in  beiden 
[gen  Tabellen: 

LangendifiFerenz  —   {s—w)  —   15"47f024 

-h  {s—w)   =  15  47.234 
mithin        s  —  w  :=   -I-  0?105, 
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und  die  LängcnditTerenz : 


Oclober  8 

» 

9 

» 

19 

November 

2 

» 

3 

» 

4 

» 

U 

0 

16 

15n75047 
47.083 
47.097 
47.136 
47.102 
47.481 
47.229 
47.158 


Mittel 


15"47«129  ±  0!014 


üni  noch,  wie  oben  schon  gesagt  ist,  zu  untersuchen,  ob  die 
einzelnen  Zeitbestimmungen  dieselben  Resultate  geben,  stelle  ich  die 
Resultate  nach  den  Polsternen  zusammen,  bringe  aber  gleich  die 
gefundene  persönliche  Gleichung 

s  —  W  =   +  OMOI 

überall  an,  um  die  Resultate  direct  vergleichbar  zu  haben. 

Es  findet  sich  die  LUngenditrerenz  aus  den  Zeitbestimmungen  mit. 


Polstern  K 

15'"47!:069 

Polstern  F 
15n7':030 

Polstern  L 

Polstern  M 

Polstern  A 

Pulsten»  G 

Octbr.  8 

1J>™47!030 

i 

9 

47.038 

47.105 

15' 

"47.096 

• 

n        19 

47.066 

47.116 

47.122! 

No\l)r.  2 

47.10?) 

17.146 

47.169 

»        3 

47.142 

47.060 

47.106 

1 

1 

»        4 

47.227 

i7.148 

47.181 

1 

.)       14 

47.239^ 

47.236 

15™47?217 

»      16 

47. 152  • 

47.159 

47.216 

47.118  lonTülH 

Mille! 

1 

15' 

n7::i46 

15»"  57:080 

15"'47:128 

15' 

n7f168 

15n7M68 

1on7:lM 

.  Mittel     15*"47!*128  ±  0?008. 

Der  wahrscheinliche  Fehler  ist  so  klein  gefunden ,  weil  jeder 
einzelnen  Zeitbestimmung  das  Gewicht  1  gegeben  ist.  Bererhnel 
man  noch  die  wahrscheinlichen  Fehler  zu  den  Mitlelwerthen  der 
Langendifferenz,    geordnet    nach    den    Polsternen,    so    erhalt    man: 


♦)  An  die  Krcislagc  Ost  ist  nach  S.  330  4-  0?on  =  J  (West— Ost)  angebracht  und  diesen 
Wertben  nur  halbes  Gewicht  gegeben. 
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Langendiltercnz  =   ib'^iT.MG  ±  0?03) 

47.080  ±  0.013 

17.128  ±  0.015 

47.168  ±  0.018 

47.168  ±  0.034 
47.111 

ler  erste,    diillo,    lüufte    und    sechste  Werth  ganz  innerhalb 

irscheinlichea    Fehler    mit     dem    Mittelwerlh     ilbereinstimiiit, 

der  zweite  und  vierte  um  die  geringe  Grösse  von  einigen 

tel  Secunden  ausserhalb  der  Grenzen  liegt. 

zu  sehen,  ob  nach  Rectascension  und  Declination  der  Sterne 

,  sich  auch  die  genügende  üebereinstimmung  zeigt,  sind  die 

ifferenzen    in    den   folgenden    Tabellen   nach    den    genannten 

rdinaten    geordnet    ztisaniniengeslellt.      Um    die    Werthe    mit 

wieder  vergleichbar  zu  liaben,  ist  die  peräönliche  Gleichung 

■hl,   auf  die  DÜlerenz   zwischen    den  Kreistagen    aber    keine 

t  genommen,  weil  dieselbe  im  Mittel  herausföllt. 

findet  sich : 


.» 

Länge,.- 

^4 

LangL-u- 

t2 

ilifTercnz 

dilTercnx 

Ä« 

«i 

20"  17"« 

l5"'i7:UU 

3 

58  Pe{{asi 

83»   4- 

lä-47;224     5 

rni      30  20 

47.130 

3 

if  Aquarii 

a    « 

47-186     3 

ä        |20  23 

47.143 

3 

y  Pisdum 

23   II 

47.162     4 

ni        20  44 

i7.170 

3 

21  Piscium 

23  43 

47.145     4 

20  46 

47.143 

3 

ip  Pogasi 

23  46 

47.130,    4 

ai      1  20  50 

47.l«6 

3 

iti  Piscium 

23  ä3 

47.1351    4 

0     2 

47.186'    3 

■ni      20  59 

15  47.117 

5 

y  Pepasi 

0     7 

47.191;    9 

21     1 

47.111 
47.229 

4 

1 

1  *  Ceti 

0  24 

47.131     2 

'n     4 

47".0'J6 

55  Piscium 

0  33 

15  46.681     1 

21   10 

47.081 

6 

li  Ceti 

0  37 

17.181     1 

ni       21  30 

17.042 

58  Piacium 

0  41 

47.l91i    1 

21   33 

47.070 

0 

(;  Ceti 

1     2 

47.171     2 

21   38 

17,080 

7 

rfPisdum 

1     7 

47.24 r    i 

21   59 

47.141 
15   47.128 

1 

7 

/  riscium 

1    11 

47.191     2 

122     4 

tj  Piscium 

~T  2T" 

15^.201   7^ 

i         22     7 

47.118 

G 

.T  l"i.diiin 

1   30 

47.0»1     1 

{22  10 

47.128 

>.  Pisriiim 

1   35 

47.071     1 

:22  35 

47.131 

K 

a  Arietis 

2     0 

47.141     1 

i        '  32  U 

47.118 

t) 

(ÜAriBlis 

2     i 

47.071     1 

22  46 

47.117 

6 

67  Ccli 

2  II 

47.101     1 

istr. 

22  51 

47.170 

:i 

22  59 

47.182 

4 
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Es  findet  sich,  wena  man  die  Sterne  in  sechs  Gruppen  theill, 
welche  durch  die  Striche  angedeutet  sind,  mit  Rücksicht  auf  die  An- 
zahl der  Beobachtungen  : 


Mittlere  AR 

LängendilTcrenz 

Anzahl  der 
Beobaclil. 

Erste  Gruppe 

äo'as» 

15' 

»47H53 

18 

Zweite    » 

21  19 

47.089 

40 

Dritte      » 

32  S8 

47.132 

47 

Vierte      » 

23  34 

47.167 

32 

Fünfte     » 

0  55 

47.174 

10 

Sechste    » 

1  48 

47.111 

6 

Mittel 

22''28"' 

15" 

»47!133 

153 

Obwohl  die  wahrscheinlichen  Fehler  der  einzelnen  Gruppen  nur 
zwischen  ±  0?01  und  db  0?02  liegen,  ja  bei  einzelnen  noch  ge- 
ringer sind,  zeigt  sich  doch  weder  ein  fortschreitender,  noch  ein 
periodischer  Gang  und  sind  die  Abweichungen  theils  der  Unsicher- 
heit der  instrunientalfehler,  theils  zufälligen  Beobachtungsfeblern  zu- 
zuschreiben. 

Nach  Declinationen  geordnet  erhält  man: 


Name 


a  Piscis  auslrini 
41  Aquarii 
68  Aquarii 
t  Capricorni 
ji  Ceti 

jT  Capricomi 
6  Capricorni 


ij  Cell 

11  Aquarii 
d  Aquarii 
l  Aquarii 
67  Ceti 

(p  Aquarii 

12  Cell 

69  Aquilae 
a  Aquarii 


Decl. 


30^ 

'  1 7.'1 

— 

21 

41.7 

— 

20 

15.9 

^- 

20 

1.5 

— 

18 

40.4 

^- 

18 

37.2 

•^ 

17 

43.7 

10 

50.7 

— 

9 

27.1 

— 

8 

24.3 

— 

8 

14.7 

— 

6 

59.9 

— 

6 

43.4 

— 

4 

38.9 

— 

3 

18.0 

— 

0 

55.6 

Löngcndiffei*enz 


15n7t170 
47.118 
47.118 
47.042 
47.181 
47.136 
47.117 


15 


47.171 
47.143 
47.128 
47.117 
47.101 
47.186 
47.131 
47.143 
47.141 


Zahl  der 
Beobacht. 


3 

6 


6 
5 

3 


3 
7 
6 
I 

5 
2 
3 
1 
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<lae 


20 
22 
23 
28 
38 
38 


45.4 
52.2 
55.3 
24.0 

8.1 
8.1 


15  46.981 
47.141 
47.241 
47.186 
47.111 
47.229 


Decl. 
+    0'^ 

•23.'0 

Längend  ifferenz 

Zahl  der 
Beobacht. 

15n7«145 

4 

+     \ 

il.O 

47.070 

6 

+    2 

36.0 

47.162 

4 

+    2 

57.3 

47.191 

2 

+    4 

43.9 

47.081 

6 

+    4 

51.3 

47.071 

1 

+    4 

56.7 

47.140 

3 

■+■    5 

35.0 

47.128 

7 

+    6 

10.3 

47.135 

4 

+    9 

8.7 

47.224 

5 

+    9 

18.2 

47.080 

7 

+    9 
+  <0 

37.7 
10.8 

47.096 

1 

5 

15  47.131 

8 

+  11 

17.5 

47.191 

1 

+  11 

30.1 

47.081 

^ 

• 

1 

+  12 

4.8 

47.170 

3 

• 

1 

+  12 

5.5 

47.186 

3 

+  14 

29.3 

47.191 

2 

+  14 

32.0 

47.182 

4 

+  14 

42.0 

47.201 

1 

+  18 

25.0 

47.130 

4 

+  18 

54.6 

47.071 

1 

1 
1 

2 
2 
4 
1 


in  hier  die  5  schon  abgelheilten  Gruppen,  so  erhHlt  man 


jruppo         — 


» 


?\ 


Deel. 

Lüngendiflerenz 

Zahl  der 
Beobacht 

•20°49' 

15"'47!116 

30 

■    7  18 

47.141 

30 

•    5  32 

47.122 

54 

■  13  1!) 

47.153 

28 

30  49 

47.150 
15'"47?133 

11 

1"  5' 

wahrscheinlichen   Fehlern  von   nahe  ±  0r02   der  ein- 
?n  stimmen  die  Resultate  befriedigend  überein,  und  wir 
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nehmen  daher  als  Resultat  aus   den   an   den   einzelnen  Abendeo  an 
beiden  Stationen  beobachteten  identischen  Sternen  nach  S.  353  (73)  an; 

Längendifferenz  =  I5"47fi30  ±  0f0i2. 

b.    Ableitung  des  Resultates  aus  allen  boobachteteti  Sternen, 

Zu  dem  Zwecke  sind  zuerst  aus  allen  beobachteten  Zeit-Sternen 
die  Uhrcorrectionen  nach  den  Kreislagen  zu  Mitteln  vereinigt  und 
auch  dazu  das  Mittel  der  Uhrzeit^n  genommen.  Wenn  die  Uhrzeilen 
in  Wien  und  Leipzig  genau  so  viel  von  einander  verschieden  wären, 
als  die  Uhrzeiten  in  Tafel  XXVIi,  für  welche  die  Uhrdiflferenzen 
gelten,  so  wäre  die  LängendifTerenz  einfach  gleich  der  Differenz  der 
Uhrcorrectionen  an  beiden  Orten  vermehrt  um  die  für  die  Uhrzeiten 
geltende  Uhrdifferenz,  d.  h.  mit  den  Bezeichnungen  auf  S.  333  [531 


1875 

Kreistage 

Uhrzeit 

Wien 

T 

ühr- 
Correction 

Zahl  der 
Sterne 

l'hrzeit 
Leipzig 

r 

October  8 

W 
0 

21^26^9 
21   28.4 

-31?674 
-31.827 

11 
10 

21^22^7 
21   32.8 

October  9 

0 

w 

22  12.0 
22  30.6 

-29.967 
-29.865 

13 
12 

22  19.8 
22  31.8 

Ocloher  19 

0 

22  14.6 
22  32.0 

-16.007 
-16.057 

11 
12 

21  57.4 

22  31.0 

November  2 

0 

w 

22     8.1 
22  38.6 

-  4.342 

-  4.369 

13 
13 

22  14.4 
22  32.3 

Noveinl>er  3 

w 

0 

21   26.5 
21   42.3 

—  9.189 

-  9.349 

11 
12 

21   28.0 
21   24.3 

November  4 

0 

w 

21   26.6 
21   39.2 

-14.489 
-14.475 

11 
13 

21   22.0 
21   27.8 

Noveml>er  14 

w 

0 

22  48.9 
22  45.2 

-46.918 
-46.004 

19 
16 

24   12.1 
23  43.9 

November  16 

0 

w 

23  45.6 

23     7.7 

-h13.183 
-h13.234 

20 
19 

24   13.1 
24     9.2 
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1  =  U  +  {Jt  —  Ji) , 

wo  die  Grösse  V  sich  leicht   lindet,   da   dieselbe   aus   den  Werthen 
der  Tabelle  XXYII  interpolirt  werden  kann,  denn  der  Uhrgang  kann 
Tür  die  kurze   Zeit   der   Beobachtung   als   gleichförmig   angenommen 
werden.     Da  die  obige  Voraussetzung  aber  bei  dem  Mittel  der  Uhr- 
zeiten  nicht  stattiindet,  ist  an  die  eine  Uhrcorrection  noch  eine  kleine 
Verbesserung  anzubringen,  welche  wir  die  Reduction  nennen  wollen. 
Wie  schon  oben  gesagt,  ist  der  Uhrgang  der  Leipziger  Uhr  ein  regel- 
missigerer   als   der   der  Wiener  Uhr  gewesen   und  daher  ist  es  am 
vortheilhaflesten,  die  Leipziger  Uhrcorrection  auf  die  Uhrzeit,  welche 
gleich  ist  der  Wiener  Uhrzeit  minus  der  Uhrdifferenz  aus  Tab.  XXVII, 
zu  reduciren.     Der  Uhrgang  der  Leipziger  Uhr  ist  schon  S.  348  (68) 
gegeben  und  in  der  folgenden  Zusammenstellung  sind  alle  Daten  ent- 
halten : 


Uhr- 
correction 
JV 


—  2»4  6:579 
16.632 


2  47.746  9 

47.676  9 

2  30.479  U 

30.458  I  9 

2  47.654  13 

47.651  9 

2  48.391  11 

48.353  i  9 

i 

2  59.431  i  8 
49.485  !  11 

! 

I 

3  2.181  !  8 
2.247  !  9 

3  3.421  13 

3.446  12 


Reduction 
von 


-♦-0-007 
4-0.013 

4-0.015 
-hO.011 

-0.004 
-♦-0.009 

-h0.007 
-h0.002 

-♦-0.014 
—  0.005 

4-0.004 
4-0.001 

4-0.084 
4-0.062 

4-0.004 
4-0.007 


in4«808 
44.792 

1  47.734 
47.800 

2  14.476 
14.392 

2  43.305 
43.280 

2  39.188 
39.009 

2  34.938 
35.009 

2  45.179 
45.481 

3  16.600 
16.673 


14"»  2!138 
2.134 

13  59.232 
59.203 

13  32.779 
32.749 

13     3.923 
4.011 

13     8.079 
8.127 

13  42.301 
12.341 

13  31.921 
31.924 

12  30.416 
30.425 


15'"46»945 
46.926 

46.966 
47.003 

47.255 
47.441 

47.228 
47.291 

47.267 
47.136 

47.239 
47.350 

47.100 
47.105 

47.016 
47.098 


360 


C.   Bruiins,   Neie  Bestuiiidng 


Um  den  Fehler  in  den  beiden  Kreislagen  zu  eliminiren,  ist  für 
jeden  Tag  einrach  das  Mittel  zu  nehmen.  Bestimmt  man  die  Ge- 
wichte nach  der  S.  352  (72)  gegebenen  Formel,  so  hat  man: 


Taj? 

LfingendifTerenz 

Gewicht 

Tag 

Längendifferenz 

+  (*-«;) 



Gewidit 

October  8 

9 

November  14 

»       16 

15™46?936 
46.984 
47.102 
47.057 

3.7 
3.7 
4.5 
6.4 

October  19 

November    2 

3 

4 

15"47!198 
47.260 
47.202 
47.294 

4.3 
3.9 
3.8 
3.8 

Mittel 

15n7!029 

18.3 

Mittel 

15»47?237 

<5.8 

Daraus 

8  —  w 

'  =  + 

0.M04 

gendifferenz : 

October  8 

15' 

"47^040 

Gewicht  3.7 

9 

47.088 

3.7 

19 

47.094 

4.3 

November    2 

47.156 

3.9 

3 

47.098 

3.9 

4 

47.190 

3.8 

14 

47.206 

4.5 

16 

47.161 

6.4 

Mittel 

15' 

H7'?133 

34.1 

und  den  wahrscheinlichen  Fehler  ±  0.^013. 

Nimmt  man  ohne  Rücksicht  auf  die  Gewichte  das  Mittel,  so  er- 
hall man: 

15^47^020  —  {s—w) 
15  47.238  +{s—w)  , 
daher 

s  —  W  =  +  0.^109 
und  die  LUngendißerenz 

i5"^47.M29  ±  OfOiS. 

Mit  Berücksichtigung  der  früheren  Werthe  nehmen  wir  daher 

/  =  15'"47?131. 

In  Wien  beträgt  die  Reduction  auf  den  östlichen  Pfeiler,  welcher 
von  Herrn  von  üppolzer  als  Normalpunkt  angenommen  wird, 

+  0?015  ; 


^^1.  D£R  Längendifferenz  zwischen   Leipzig  und  Wien.  36  t 

*ui  Leipzig,    wo   im  kleinen  östlichen  Meridianzimmer   beobachtet,  Tst 

die    Längendifferenz    mit    der    Mitte    des    grossen    Refractorpfeilers 

welcher  als  Centrum  der  Sternwarte   angenommen    wird,    9,4  Meter 

oder 

+  0?032  , 

so  dass  also  die  neue  Wiener   Sternwarte   auf  der  Türken- 
Schanze 

15-47  178  ±0^013 

östlicher  als  das  Cenlrum  der  Leipziger  Sternwarte 
Hegt. 

Im  Jahre   1865  war  gefunden  : 
Centruin   der   Leipziger  Sternwarte    westlich   vom  Beobach- 
uogspfeiter  auf  dem  Laaer  Berge 

15"2*262±0^013  — OüOSe  =  16™2''226  ±  0^015. 

Die  Differenz  Turkenschanze  —  Laaer  Berg  ist  nach  Herrn  von 
ppolzer's  Ermittelungen 

—  isrooi, 

>  ciass,  mit  Rücksicht  der  Reduction  von  -|-0!015,  das  frühere  Re- 
iltat: 

l.  Der  wahrscheinliche  Fehler  wird,  da  die  LUngendifferenz  Türken- 
hanze  —  Laaer  Berg  auch  auf  telegraphischem  Wege  ermittelt,  nahe 
:   O?O20  sein. 

Wir    nehmen    daher    mit    Rücksicht    auf   die    wahrscheinlichen 
^hler   als  Endresultat  an: 

"iener  Sternwarte  auf  der  Türkenschanze,  östlicher 
feiler,    östlich    vom   Centrum    der    Leipziger   Sternwarte 

15^4717  ±  0?011. 


Abband*  d-  K<  S.  GeMllveh.  d.  Wissenaich     XX 
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ÜBER 


DIE  PERIPOLAREN  COORDINATEN 


VON 


C.    NE  UM  A  NN, 

MITGLIED  DKR  KÖNIGL.  SACHS.  UESELL8CHAFT  DER  WISSENSCHAFTEN. 


NB.  Dieser  Aufsatz ,  von  welchem  ein  Auszug  sclion  im  Jahre  1877  in  den 
Berichten  der  Rönigl.  Sächsischen  Ges.  der  Wissenschaften  publicirt  wurde  (Be- 
richte vom  30.  Juli  1877.  Seite  134]  bildet  eine  Vorarbeit  für  den  unmittelbar 
folgenden,  ein  Problem  der  Elektrostatik  behandelnden  Aufsatz. 

Abhandl.  d.  K    S.  OefteHKch.  d.  WiiHennch.  XX.  i5 


1/a  ich  in  diesem  Aufsatz  auf  die  Theorie  der  reciproken  Radien 
mich  fast  fortwährend  stutzen  werde,  so  erscheint  es  angemessen, 
zunächst  die  wichtigsten  Sätze  dieser  Theorie  in  Kürze  zu  recapi- 
tuliren. 

Es  sei  gegeben  eine  Kugelflache  (o,  //),  d.  i.  eine  Kugelfläche 
mit  dem  Mittelpunkt  o  und  dem  Halbmesser  H.  Ldsst  man  von  o 
einen  Strahl  ausgehen,  und  markirt  auf  demselben  irgend  zwei  der 
Relation 

(I.)  {oS)    [OX)    =//2 

entsprechende  Punkte  £,  <r,  so  heisst  bekanntlich  jeder  von  diesen 
beiden  Punkten  das  Spiegelbild  des  andern  in  Bezug  auf  die  Kugel- 
fläche (o,  H),  Auch  pflegt  man  die  beiden  Punkte  kurzweg  corre" 
9pondirende  oder  conjugirte  Punkte  zu  nennen. 

Sind  zwei  Paare  correspondirender  Punkte  f,  x  und  iy,  y  ge- 
geben, so  ist  nach   (1.): 

(IL)  (of)  [ox]  =  (Ol,)  [oy]  =  H\ 

und  folglich 

(III.)  t^[o^ri)r^L[oyx)\ 

und  aus  der  Aehnlichkeit  dieser  Dreiecke  folgt  sofort: 


^        ■  [xy]         (oy)         [ox]  f   [o 


I)   [ori) 


^x)  [oy] 

Mit  Hülfe  dieser  Formeln  beweist  man  leicht"^),  dass  conjugirte 
Figuren  in  ihren  kleinsten  Theilen  einander  ähnlich  sind.  Sind  z.  B. 
£^  f]',  £  drei  einander  unendlich  nahe  Puncte  der  einen  Figur,  und 
jT,  y,  ^  die  entsprechenden  Puncte  der  andern,  so  werden  die  un- 
endlich kleinen  Dreiecke  ^tjC  und  xyz  einander  ähnlich  sein.  Oder 
ein   wenig  anders  ausgedrückt:    Sind  irgend  drei  einander  unendlich 


*)   Vgl.  z.  B.  mein  Werk  über  das  Logarithmische  und  Newton* sehe  Potential 
(Leipzig,   Teubner  1877),   daselbst  Seite  356. 
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nahe  Punkte  $.  tj,  ^  gegeben,  und  bezeichnet  man  die  denaelhen  i» 
Itezug  auf  (o,  II)  conjugirten  Punkte  niil  x^  //,  2,  ^0  sind  die  baden 
Dreiecke  ^ij^  und  xyz  einander  ähnlich.  Versteht  man  ferner  unlor 
r/A,  (//  irgend  zwei  einander  conjugirte  Linienelemente,  ebenso  unter 
f/a,  ds  zAvei  conjugirte  Flächenelemente,  endlich  unter  rfr,  di  zw« 
conjugirte  Kaumelemente,  so  gelten  die  Formeln*): 

dX  :  dl  =  P    :  R^ 
(V.)  da  :  d5  =  P2  :  m, 

dt  :  dt  =  P3  :  R^; 

falls  man  nämlich  die  Entfernung  der  Elemente  dA,  c/rr,  rfr  vom 
Punkte  0  mit  P,  andererseits  die  Entfernungen  der  Elcmenle  rfl, 
(i«,  dt  ebenfalls  vom  Punkte  0  mit  R  bezeichnet. 

hl  femer  von  zwei  in  Bezug  auf  fo,  II)  einander  cmijugirten 
Figuren  die  eine  eine  Kugelfläche^  so  gilt  Gleiches  auch  von  der 
andern.  Und  geht  insbesondere  die  eine  dieser  Kugelflächen  durch  den 
Punkt  0,  so  wird  die  andere  eine  unendlich  grosse  Kugelfläch, 
d.  L  eine  Ebene  sein*^). 

Ohne  auf  den  Beweis  dieser  bekannten  Sätze   hier   weiter  ein- 
zugehen,  wollen  wir   sofort   zu   einer  sich  anlehnenden  Betrachtung 
uns    hinwenden.     Sind  —  immer   unter  Zugrundelegung  der  Kugel- 
fläche (0,  H)  —  f ,  X   zwei    conjugirte   Punkte   und  o,  s   zwei   con- 
jugirte Kugelflächen,  und  conslruirt  man  die  durch  0,  |,  rc  gehende 
gemeinschaftliche  Tangential -Ebene  jener   beiden   Kugelflächen  o,  «, 
so    werden    offenbar    die    beiden    Berührungspunkte    r    und    t   dieser 
Ebene  ebenfalls  einander  conjugirt  sein;    so  dass  man  also  die  For- 
meln   (IV.)    auf  die    beiden    Punktpaare    |,  x   und   r,  t  anzuwenden 
vermag.     Hiedurch  ergiebt  sich : 


(VI  ]  iir)  _ioJl  _  {oj)_  _  -1/(01)  (OT) 

Die  hier  auftretenden  Grössen 

[ot],   (ot),    ($t),    ixt) 

repräsentiren  die  von  den  Punkten  0,  ^,  x  an  die  Kugclfladien  o,  i 
gelegten  Tangenten^  jede  Tangente  gerechnet  von  ihrem  Ausgangs- 
punkt bis   zu   ihrem  Berührungspunkt.     Demgemäss   mag   es   erlaub 


« *. 


*;   1.   c.  Seite  3;)6,   357. 
i    1.   c.    Seite  357,    358. 
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iD,   die    Uuclistaben    r,  l   ganz   zu   unterdrUckeu ,    und  diese   vier 
cnten  zu  bezeichnen  mit 

(oa),   (05),    (^a),   (X5)*). 

neue  Bezeichnungsweise  in   die   Formeln  (VI.)  eingeführt,   go- 
ngt man  zu  folgendem  Satz: 

Sind  —  ujüer  Zugrundelegung   der  gegebenen    Kugel/lache  (o,  11) 
f ,  X  zwei  conjugirle  Punkte  und  cj,  s  zwei  conjugirle  Kugelflächen^ 
finden  die  Relationen  slatl: 


t  ^  (|ff)         (o|j         {oa)        i/{o^)  [oa] 

''  {XS)  [OS]  [ox]  f     [ox]  [os] 


Oder  einfacher  ausgedrückt:  Die  früher  angegebenen  Relationen 
^V.)  bleiben  auch  dann  noch  in  Gültigkeit,  wenn  man  daselbst  statt 
jr  conjugirlen  Punkte  f/,  y  zwei  einander  conjugirle  Kugelflächen  a,  *• 
»lituirt;  nur  sind  in  diesem  Falle  unter  [og)^  {os),  (fa),  {xs) 
'^aiicht  mehr  Entfernungen ,  sondern  die  Längen  der  betreffenden  Tan- 
genten zu  verstehen. 

Die  äusserst  einfache  Art  und  Weise,  in  welcher  ich  diesen 
«schon  früher**)  von  mir  aufgestellten  Satz  hier  abgeleitet  habe,  ver- 
ilanke  ich  einer  Mittheilung  (l(»s  Herrn  Oberlehrer  Dr.    Wolf. 


§  1. 
Definition  der  peripolaren  Coordinaten  in  Bezug  auf  einen 

gegebenen  Grundkreis. 

In  der  Horizontalebene  sei  ein  Grundkreis  vom  Radius  B  ge- 
geben; und  gleichzeitig  mögen  die  beiden  Tlieile,  in  welche  die 
Horizontalebene  durch  diesen  Kreis  zerlegt  wird,  bezeichnet  sein 
als  die  innere  und  äussere  Grundfläche;  so  dass  also  die  erstere  iden- 
tisch ist  mit  der  Fläche  des  Grundkreises,  während  die  letztere 
vom  Grundkreise  aus  nach  allen  Seiten  hin  sich  ins  Unendliche 
ei'streekt. 

Vergegenwärtigen  wir  uns  sämmlliche  auf  dem  Grundkreise 
siebenden  Kugelcalotten ,  d.  i.  all'  diejenigen  Kugelcalotten ,    welche 


*)   Unter   dem    Symbol   (^o)   soll    also    vorstanden    werden    die    Lämje    der 
r€jn    ^  iJtn  die  Kugelfläche  a  (fclcytcn   Tangente. 
♦*)   l.  c.  Seite  358. 
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den  Grundkreis  zum  gemeinsamen  Rande  haben,  so  werden  offen- 
bar die  Meimle  und  grössle  dieser  Calotten  identisch  sein  resp.  mil 
der  innem  und  ämsern  Grundfläche,  Zur  Bestimmung  einer  jeden 
Galotte  C  des  in  Rede  stehenden  Systems  bedienen  wir  uns  ihrer 
Inclinalion ^  d.  i.  desjenigen  Winkels  ©,  unter  welchem  dieselbe  gegen 
die  obere  Seite  der  äussern  Grundfläche  G  geneigt  ist. 


Fig.  <. 

Alsilaon  wird  z.   B. 

durch  cj  =:  0  die  äussere  GrundlVachc  G, 

angedeutet  sein,  femer 

durch  lü  =  ^7C  eine  über  dein  Grundkreis  stehende  llalhkufj;einäche  N. 

durch  lü  =  /c  die  innere  Grunddächc  J , 

durch  C(i  =  |/r  eine  unter  dem  Grundkreis  stehende  HalbkugeinUche  T, 

durch  cii  =  2 TT  dieselbe  Fläche,  wie  durch  w  =  0,   d.   i.   G, 

durch  (ü  =i  ^7t  dieselbe  Fläche,  wie  durch  w  =  Jtt;  d.  i.  8;   u.  s.  w.         j 

Die  Mittelpunkte   air   dieser  Kugelcalotten   liegen   auf  einer  ge- 
raden  Linie,    —    auf  der   Ajce   des   Grundkreises;    und    alle    durch 
diese  Axe  gehenden  Ebenen ,  oder  (besser  ausgedrückt)  alle  an  diese 
Axe  sich  anlehnenden  Halbebenen  mögen  als  Mcridianebcnen  bezeichnet 
werden. 

Solches   festgesetzt,   können,    um  die  Lage  irgend  eines  Rauiu- 
Punktes   f   zu    bestimmen,    folgende   drei   Grössen    benutzt   werden: 
erstens  das  Azimuth  9,  unter  welchem  die  Meridianebene  des  Punk- 
tes I  gegen  eine  bestimmte  feste  Meridianebene  geneigt  ist;  zweitens 
die   Indinalion  w  der  auf  dem    Grundkreise    stehenden    und    durch 
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{  gehenden  Kugelcalotte ;  endlich  driltetiß  der  Quotient  A  =  ^ ,  wo  (> 
die  kürzeste  und  (>'  die  längste  Kante  des  von  ^  nach  dem  Grund- 
kreise  gelegten  Kegels  vorstellen  soll.  Diese  drei  Grössen  9,  A,  o) 
nennen  wir  die  peripolaren  Coordinaten  des  Punktes  £  in  Bezug  auf 
den  gegebenen  Grundkreis;  und  gleichzeitig  nennen  wir  (),  q'  die 
Hauplstrahlen  des  Punktes,  endlich 

den  Parameter  des  Punktes.  —  Will  man  sftmmtliche  Punkte  des 
Raumes,  und  zwar  jeden  nur  einmal  erhalten,  so  hat  man  (p  zwischen 
0...2;r,  ferner  co  ebenfalls  zwischen  0...27r,  endlich  X  zwischen 
0...1  variiren  zu  lassen.  Doch  werden  wir,  wie  schon  jetzt  be- 
merkt sein  mag,  an  diesen  Grenzen  nicht  immer  festhalten '^). 

Jl  allerdings  soll  stets  zwischen  0...1  bleiben.  Hingegen  mögen 
(fi  und  (0  unbestimmt  bleiben  bis  auf  ganze  Vielfache  von  in. 
Alsdann  besitzt  die  Inclination  o)  einer  gegebenen  Calotte  unendlich 
viele,  theils  positive  theils  negative  Werthe.  So  z.  B.  wird  die 
Inclination  co  der  oberen  Halbkugelfläche  S  (Figur  Seite  368)  die 
unendlich  vielen  Werthe  haben: 

,  — i^)  —  1^»  +  1^>  -»- i^;  +  f  ^7  

Bei  all'  dieser  Unbestimmllieit  ist  indessen  festzuhalten^  dass^  ebenso 
ttie  y,  ebefiso  auch  w  stets  in  ein  und  derselben  Richtung^*)  ge- 
mhnet  werden  soll.  Und  um  solches  zu  betonen^  tvieder holen  wir:  es 
9oU  0)  gerechnet  werden  von  der  obern  Seite  der  äussern  Grundfläche 
m  (vgl.  die  Figur  Seite  368). 

Beiläufige  Bemerkung. —  Die  drei  Fluchensysteme  9/  =  Const., 
tt  s  Const. ,  A  =:  Gonst.  sind  zu  einander  orthogonal.  Das  erste  ist 
das  System  der  Meridianebenen  ^  das  zweite  das  System  der  auf  dem 
Grundkreise  stehenden  Kugelcahlten  ^  endlich  das  dritte  ein  System 
ineinander  geschachtelter  Uingflächen. 


*)  Wollte  man  an  jenen  Grenzen  festhalten,  so  würde  dadurch  die  Ucber- 
ichllidikeit  und  Einfachheit  der  zu  exponironden  Gegenstände  in  unangenehmer 
ITeise  beeinträchtigt  werden. 

**)  Diese  Richtung  ist  diejenige,  welche  in  der  Figur  Seite  368  durch  einen 
eknimmten  Pfeil  angedeutet  ist. 
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§  2. 

Beziehung  der  peripolaren  Coordinaten  zu  den 

rechtwinkligen  Coordinaten. 

Es  sei  f  ein  beliebiger  Raumpunkt  mit  den  peripolaren  Coor- 
dinaten A,  CO,  y  und  den  Hauptstrahlen  (>,(>'.  Ist  nun  d  derjenige 
Punkt,  in  welchem  der  Grundkreis  von  der  Meridianebene  des 
Punktes  {,  und  €  derjenige,  in  welchem  jener  Kreis  von  der  Forl- 
setzung dieser  Meridianebene  geschnitten  wird,  so  wird  offenbar  der 
kürzere  Hauptstrahl  (j  durch  (fd),  und  der  längere  (j'  durch  [it] 
dargestellt  sein;  so  dass  man  schreiben  kann: 


{^) 


3  _  e  _  li^ 


Ferner  wird  der  Winkel  [dtf)   identisch   sein    mit  der  Inclination  w 
des  Punktes  £: 

(2.)  oj  =  {d^e). 

Lftsst  man  jetzt  vom  Mittelpunkt  u^  des  Grundkreises  zwei 
Linien  <c^x  und  «^r  ausgehen,  von  denen  die  erstere  die  geomclrische 
Axe  des  Grundkreises  darstellt,    während   die   letztere  mit  der  Rich- 


tung  (i^()  zusammenföllt,  und  bezeichnet  man  die  rechtwinkligen  Coor 
dinaten  des  Punktes  f  in  Bezug  auf  diese  Axen  a^x,  a^r  mit  x.  r 
so  erhält  man: 
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/n  .  X  =  ^    sin  E ,  0?  =  ^  sin  A , 

r  +  B  =  ^'  cos  E,  r  —  B  =  ^  cos  A, 

WoB  den  Radius  des  Grundkreises  vorstellt,  und  E,  A  die  Neigungs- 
winkel der  Strahlen  «1,  df  gegen  die  Richtung  sdr  bezeichnen. 

Aus   (3.)   folgt  sofort: 

>  +  B)  +  ix  =  Qe'^,         (r  -  B)  -h  ix  =  ge'^,         {i  =  V^) , 
lifld  hieraus  durch  Division: 


(r  —  B)  +  ix 


=  4e'(A-E'. 


(r  +  B;  +  iic        Q 

Nach    (I.),   (2.)  ist  aber  4  =  A,    und   A  —  E  =  (^U*)  =  w.      Also 
wird  : 

r  +  ix-B  _  ,    ,ft, 
r  +  iaj+  B  ■"  ^^      ' 

und   hieraus  folgt: 

^  +  ^^  =  Bnrx^» 

oder,    falls  man  Reelles  und  Imaginäres  sondert: 

2  A  sin  (i> 


•4.)  x^B 


(5.)  »=6 


1   -  2  X  COS  ü)  +  A2  » 
1  —  2A  COS  o>  +  A2' 


Denkt  man  sich  nun,  in  der  Ebene  des  ürundkreises,  von  u^ 
aus  zwei  aufeinander  senkrechte  Richtungen  a^y  und  «^z  festgesetzt, 
der  Art,  dass  der  Strahl  a^r  gegen  a^y  unter  dem  Winkel  (p  und 
gegen  «^^  unter  dem  Winkel  90"  —  (p  geneigt  ist,  und  bezeichnet 
man  die  Coordinaten  des  Punktes  f  im  System  «^a?,  «^j/,  «„z  resp. 
mit  ^,  y,  z,  so  wird  d?  identisch  sein  mit  dem  in  (4.)  angegebenen 
jr,  während  y  und  z  zu  dem  in  (5.)  angegebenen  r  in  der  Be- 
ziehung stehen: 

y  ^  r  cos  (p , 

5  =  r  sin  (p. 

Man    erhält  nomil  schliesslich  für   die   recht  winkligen  Coordinalen  j;, 
t/^    z   des  Punktes  |  folgende    Werihc: 

2  A  sin  üi 


ac  =  B 


\   -  2A  COSCD  +  A2' 


A^^  ,,  _    D  (^    -  ^')  COS  y 

^  —  R       (<  "  ^'^)  sin  y 

<  -  2X  cos  w  +  X2' 


wo   B   der   Radius  des   Grundkreises  isl^   während  X^  aj^  (p  die  peri- 
polaren  Coordinaten  des  Punktes  £  vorstellen. 

Hieraus  folgt  durch  einfache  Rechnung: 

l/.j  aa?    ^- ay    -i-  a^    -d  (<  -  ja  cos  «  +  X2)2  » 

und  ferner: 

/Q  ^      ft  t  \2  —  o  R2  M+A«)  (i  +  Ai2)-(<-Xg)(4~  Ai2)cosfy-yi)-UA|  cos>-«0. 

lö.j         ISSlj      —    2JD  (1    -   2A  COS  Ol   +  X2;   (1    -   2  X,  COS  IDj   +   Xi^J  ' 

und  zwar  bedeutet  in  der  letzten  Formel  (f  f  i)  den  geradlinigen  Ab- 
stand irgend  zweier  Punkte  f  und  i\  mit  den  Coordinaten  A,  co,  9 
und  Ai,  a)i,  91. 

Anwendung  dieser  Formeln.  —  Markirt  man  auf  der  shAxe 
(d.  i.  auf  der  geometrischen  Axe  des  Grundkreises)  einen  beliebigeo 
Punkt  «,  und  bezeichnet  man  die  Coordinaten  dieses  Punktes  mit 
^«9  (Oaj  (pat  so  wird  offenbar  A^  =:  1  sein;  hingegen  wird  (o«  einea 
variablen  Werth  haben,  der  abhängt  von  der  variablen  Lage  des 
Punktes  auf  der  genannten  Aie;  endlich  wird  q>a  unbestimmt  sein. 
Also : 

i^  =  1  ,  ^a  =  vä**' )  Vu  ^  unbest. 

Lässt  man  insbesondere  den  Punkt  a  zusammenfallen  mit  dem  Mittel- 
punkte «0  des  Grundkreises,  so  ergiebt  sich: 

Am  =  1  ,  cj„  SS  7t.  q)„  =  unbest. 

Markirl  man  andererseits  auf  der  Peripherie  des  Grundkreuics  einen 
beliebigen  Punkt  (i^  so  ergeben  sich  für  die  Coordinaten  A^,  w/?,  q>ß 
dieses  Punktes  die  Werthe: 

A/y  =  0,  ^/?  =  unbest.  (pß  =  var. 

Somit  folgt  aus  (8.) : 

(o  )  /t,.ri  —  2  R2  <  -  2X  cos  (ül  -  ülj  +  A2  _ 

^     ^^  bUj      —    ZD     (^    _  jxcosw  +  X2)   (1    -  COSCüJ' 

(11  )  li:^]2  -  2R2'^  +^*1-  (^  -  A2[cos((3p-  ejp^)  ^ 

Hier  bezeichnet  ^  einen  ganz  beliebigen  Punkt  des  Raumes  mit  den 
peripolaren  Coordinaten  A,  o),  y. 

Sind  (^  und  6  diejenigen  Punkte,  in  denen  der  Grundkreis  von 
der  Meridianebene  des  Punktes  f  (A,  co,  (p)  geschnitten  wird,  oder 
(genauer  ausgedrückt)  bezeichnet  d  denjenigen  Punkt  des  Grundkreises, 
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*  ~1 


welcher  in  der  Meridianebene  von  |  liegt,  und  e  denjenigen  andern 
Punkte  des  Grundkreises ,  welcher  in  der  Fortsetzung  dieser  Meridian- 
ebene  liegt,  so  ist  das  Azimutb  von  d  identisch  mit  den  von  |, 
hingegen  das  Azimuth  von  €  um  n  grösser  als  das  von  f.     Also: 

NiouDt  man  also  in  (11.)  an  Stelle  von  ß  die  Punkte  dj  6>  so  folgt: 

X2 


(«.) 


Offenbar   sind    (£())   und   (£«)   nichts   anderes   als   die  beiden  IIauj)i- 
9lraUett  ^y  q    des  Punktes  ^     Also: 

2BA 


m 


p  = 


p  = 


y<  -  SXcos  a>  +  X2 ' 

2B 
yi  -  «X  cos  W  +12 


/lüij  diesen  Formeln  ergiebt  sich  durch  Division  die  Gleichung  K  =  A, 
d.  i.  diejenige  Gleichung,  durch  welche  A  definirt  wurde  (vgl.  Seite 
369).     Andererseits  folgt  durch  Multiplication : 

«B  yr 


(ii.) 


U  =  Vqq   =. 


y^   -  «A  cos  Ol  +  X2 

wo  TT  den  Parameter  des  Punktes  |  vorstellt. 


§  3. 
Einige  sich  anschliessende  Aufgaben. 

Aufgabe:  Es  sei.  gegeben  eine  auf  dem  Grundkreise 
ziehende  CaloUe  a  mil  der  Inclinalion  tOg.  Es  soll  die  Länge  der  von 
irgend  einem  Punkt  £  (A,  co,  ^)  an  die  CaloUe  gelegten  Tangente 
ermittelt  werden^  die  Tangente  gerechnet  von  ihrem  Ausgangspunkt 
^  (X^   (o,  (p)  bis  zum  Berührungspunkt, 

Bezeichnet  man  diese  Länge  der  Tangente  mit  (^  o) ,  und  den 
räumlichen  Mittelpunkt  der  Calotte  a,  d.  i.  den  Mittelpunkt  derjenigen 
Ku£;elflftcbe,  von  welcher  diese  Calotte  ein  Theil  ist,  mit  ^,  so  folgt 
aus  deoi  Pytbagoräischen  Satz: 

(15.)  (?cr)2=  (f^)2-  (^^;2, 
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wo  ß  einen   beliebigen  Punkt   auf  der  Peripherie   des    Grundkreises 
bezeichnet. 

Um  in  dieser  Gleichung  die  Glieder  rechts  mittelst  der  Formel 
(9.)  ausdrucken  zu  können,  müssen  wir  zunächst  die  ca- Coordinate 
(los  Punktes  [i  berechnen.  Zu  diesem  Zweck  construiren  wir  eine 
neue  durch  fi  gehende  und  wiederum  auf  dem  Grundkreise  stehende 


Fig.  3. 

Calotte.  Die  Inclination  dieser  neuen  Calotte,  oder  (was  dasselbe 
besagen  will)  die  Inclination  des  Punktes  /i,  hat  alsdann  den  Werlh:    i 

(0^  =  [GßV],  vgl.   die  Figur; 

wahrend  die  Inclination  fo„  der  von  Hause  aus  gegebenen  Calolle  i 
sich  ausdruckt  durch : 

(Oa  =  [Gliü,. 

Nach  bekannten  Sätzen  über  Peripherie-  und  Centriwinkel  ist  aber 
^fißV)  =  2;6\vr),  also  o)„  =  2(^, .  Diese  letzte  Formel  ist,  im' 
die  IncUmUionen  to  bis  auf  ganze  Vielfache  von  %n  unbeslimml  W(*" 
solleti  (vgl.  die  Festsetzungen  Seite  369),  tbIgcMulermassen  zu  schreiben: 

(16.)  lüfi  ^  2  lOa  ,   ^mod  2  .r. . 

Mit  Rücksicht  hierauf  folgt  aus  (9.) 

i   —  ±X  C(»s    01—2  o>,.i  +  A- 
^        '  =* '  '  I  —  i  A  cos  o>  +  A-,   ( 1  —  cos  2  co^^ 

Da  diese  Formel  gültig  ist  \\\v  jedweden  Raumpunkt  |(A,  oi,  y).  ^^* 
wird  sie  z.  B.  auch  gültig  sein  für  den  Punkt  [i^  dessen  Coordinatcn 
nach  Seite  372  lauten: 

A^  =  0  ,  10 i  =  unbest.,  ifi  =  var. 

Somit  erhält  man: 
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•)  (lif?  =  2B2  -i-3  ' 


COS  i  Ol,, 


rch   Substitution    dieser   Wertho    (17.),    (18.)    in    (15.)    orhHit   man 
iliesslich : 

''=*^'     ""  1  -  2X  cos  w  +  Ä2  1-  cos  2w„  ' 

or,  wns  dasselbe  ist: 


4  R2a  sin  (ai_  —  cü) 

^^    '  1  -  2A  cos  o>  +  ä2         sin  ü}„ 


cv  mit  Uücksicht  auf  (14.)- 

2  sin  (oi^  -  üi) 


).)  (?a)2  =  n^ 


sin  (i>^ 


er  repräsentiren  A,  w,  y,  TT  die  Coordinaten  und  den  Parameter 
s  Punktes  |,  vviihrend  u)„  die  Inclination  der  gegebenen  Calotte  a 
rstellt.     DemgemUss  kann  man  sich  so  ausdrücken: 

Sind  irgend  zwei  auf  dem  Grundkreise  siehende  CaloUen  gegeben^ 
l  den  Inclinaiionen  w  und  co^,  und  legt  man  von  irgend  einem  Punkt 
r  erstem  eine  Tangente  an  die  zweite^  so  wird  das  Quadrat  dieser 
mgente  (dieselbe  gerechnet  vom  Ausgangspunkt  bis  zum  Berührungs- 
inkt) den   Werih  haben: 

2  sin  (oi^  -  o>) 


0.)  n       .         , 

'  sin  01^       ' 


)  n  den   Parameter  des  Ausgangspunktes  vorstellt.  —  Vertauscht  man 
e  Calotte,  welche  berührt  werden  soll,  mit  der  supplementären*), 
i.  o)g  mit  0)^-1- TT,  so  bleibt  der  Ausdruck  (20.)   ungeändert,  wie 
priori  zu  erwarten  stand. 

Uebrigens  wird  die  Formel  (19.)  auch  dann  gültig  sein,  wenn 
m  dem  gegebenen  Punkt  f  aus  eine  Tangente  an  die  gegebene 
ilolte  a,  resp.  an  die  supplementäre  Calotte  unmöglich  ist.  Nur 
t  man  in  diesem  Fall  (f  o)  nicht  als  Länge  einer  Tangente,  sondern 
irch  die  Formel  (15.)  zu  definiren.  Auch  wird  in  diesem  Fall  (f  a)^ 
gaiiv  sein. 

Zweite  Aufgabe:  E$  seien  gegeben  eine  auf  dem  Grundkreise 
^hende  Calotte  o  mit  der  Inclination  w^ ,  ferner  zwei  Punkte  f  (A,  to^  9,  TT) 
id  {'(A',  w',  (f^  TT'),   welche  in  Bezug  auf  o  zu  einander  conjugirt 


*)  Ich   nenne  zwei  Calollen  zu  einander  supplementär ,  wenn  sie  zusammen- 
^noromcn  eine  Kugel  dache  ausmachen. 
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sind"*).    Es  sollen  die  Beziehungen  zwischen  A,  co,  y,  TT  und  A',  w',  (p\  rf 
näher  untersucht  werden. 

Construirl  man  die  gemeinschaflliche  Meridianebene  der  Punkte  j 
1,  I',   und   bezeichnet  man    mit   d^    resp.    e  die   beiden   Funkle,  in 


Fig.  4. 


denen  der  Grundkreis  von  dieser  Ebene  resp.  ihrer  Fortsetzung  ge- 
troffen wird,  so  ist  offenbar: 


(21.) 


3    _    '-1^ 

*■  ~  TU] ' 


X  = 


(f'rf) 


n'  =  VWWWT). 


n  =  V(|(j)  d«) , 

Sind  nun  j^,  ?/  frgend  zwei  Punkte,  die  (ebenso  wie  |,  |')  in  Bezug 
auf  o  zu  einander  conjugirt  sind,  so  ist  bekanntlich**^): 


(82  )  - 

wo  //  den  räumlichen  Mittelpunkt  der  Calotte  a  bezeichnet  (vgl.  die 
Figur).  Nimmt  man  in  dieser  Formel  für  ri  einen  Punkt  der  Calotte 
a,  z.  B.  irgend  einen  Punkt  ß  des  Grundkreises,  mithin  ftlr  ij'  eben- 
denselben Punkt,  so  folgt: 


*)  Ich   nenne   zwei    Punkte   in  Bezug   auf  eine  Rugelfläche    vom  Gcntrum  |i 
zu  einander  conjugirt ,  wenn  beide  auf  demselben  von  ^i  ausgehenden  Strahl  liegen, 
und  wenn  ausserdem  das  Produkt  ihrer  Centraldistanzen   gleich   dem  Quadrat  des 
Kugelradius   ist.     Und    derselben    Ausdrucksweise    bediene   ich   mich    auch    dann, 
wenn  von  der  Kugelfläche    nur   ein  Theil,    z.  B.  wie    hier   nur   eine   Calotte  ge- 
geben ist. 

**)   Vgl.    (IV.)   Seite  366. 
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^  j  i^ß)     _  jr^ 


so,  falls  man  ß  succcssivo  nach  d  und  f  rücken  iüsst: 

(icf)  ^   (r<r) 

ieraus  folgt  durch  Division,  mit  Rücksicht  auf  (21.): 

5.)  A  =  A' ; 

idererseits  durch  Multiplication,  wiederum  mit  Rücksicht  auf  (21.): 

6)  n     ^     w 

asserdem  ist,  weil  die  Punkte  f,  ^  dieselbe  Meridianebene  haben, 
=  (p\  oder  genauer  ausgedrückt: 

7.)  q)  =  9?',   (mod  Stt). 

s  bleibt  also  nur  noch  die  Beziehung  zwischen  co  und  co'  zu  unter- 
ichen. 

Unter  canjugirten  Punkten  mögen  hier  stets  solche  verstanden 
werden,  welche  zu  einander  conjugirt  sind  in  Bezug  auf  die  ge- 
ebene  Calotte  a,  oder  vielmehr  in  Bezug  auf  diejenige  Kugelflftche, 
OD  welcher  a  ein  Theil  ist.  Denkt  man  sich  nun  im  Räume  eine 
eliebige  Kugelfläche  %  beschrieben,  und  sucht  man  zu  allen  Punkten 
ieser  Kugel  fläche  die  conjugirten  Punkte  auf,  so  wird  bekanntlich*) 
ie  von  diesen  conjugirten  Punkten  gebildete  Fläche  wiederum  eine 
iUgelfläche  sein.  Letztere  heisst  die  zu  %  conjugirte  Kugelfläche, 
ind  mag  mit  x'  bezeichnet  sein. 

Geht  n  durch  den  gegebenen  Punkt  f  und  durch  irgend  drei 
indere  Punkte  a,  6,  c,  so  wird  %  durch  die  zu  £,  a,  6,  c  con- 
agirten  Punkte  ^,  a\  6',  c  hindurchgehen.  Nimmt  man  nun  für 
(,  6,  c  irgend  drei  auf  dem  Grundkreise  gelegene  Punkte ,  so  werden 
ifleobar  a,  b\  c  identisch  mit  a,  6,  c.  Und  man  gelangt  daher  zu 
em  Satz:  Gehl  eine  Kugelfläche  %  durch  den  Punkt  |  und  durch  den 
nmdkreisj  so  geht  die  conjugirte  Kitgelfläche  %  durch  den  Punkt  i' 
id  ebenfalls  durch  den  Grundkreis.     Auch  bemerkt  man,   dass  jede 


*}   Vgl.  Seite  366. 
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(lieser   beiden  Kugelflächen    durch   den  Grundkreis   in   zwei  Calollen 
zerlegt  wird,  und  dass  diese  Calotlen  einzeln  einander  conjugirl siod. 

Construirt  man  also  eine  auf  dem  Grundkreise  stehende  CaloUe 
r,  welche  durch  f  geht,  und  eine  zweite  ebenfalls  auf  dem  Grund- 
kreise stehende  Calotte  t\  welche  durch  f'  geht,  so  werden  diese 
beiden  Calotten  t  und  r  zu  einander  conjugirt  sein.  Gleiches  giR 
daher,  weil  a  sich  selber  conjugirt  ist,  auch  von  den  Figuren  o,  t 
und  (j,  r'.  Conjugirte  Figuren  sind  aber  in  ihren  kleinsten  Theilen 
einander  ähnlich^).  Folglich  ist,  was  jene  Figuren  a,  t  und  o,  t' 
hotrifl't,  der  Neigungswinkel^  unter  welchem  die  CaloUen  a  und  r  tu 
Grundkreise  zusammemtossen  ^  ebensogross  wie  derjenige  NeigungswiM^ 
welchen  a  und  r'  daselbst  bilden. 

Beachtet  man  nun,  dass  die  durch  $(A,  (o,^))  und  ^' (il\  (O)  fi") 
gehenden  Calotten  r  und  r  die  Inclinationen  o)  und  co'  haben,  and 
dass  andererseits  die  Inclination  der  Calotte  o  mit  co^  bezeichnet  ! 
wurde,  so  erkennt  man  sofort,  dass  jene  beiden  Neigungswinkel  die 
Werthe  haben  «(w  —  wj  und  « (w^ —  o/),  wo  «  =  ±  1  ist.  Aus 
der  Gleichheit  jener  beiden  Neigungswinkel  ergiebt  sich  also  die 
Formel:  w  —  w^  =  ©^  —  w',  d.  i.  w  -h  o)'  =  So}^,  oder  genauer 
ausgedrückt: 

(28.)  w  -h  cii'  =  2 Wa,   (mod  S/r). 

Dem  Mittelpunkte  fi  der  Calotte  a  ist  (immer  in  Bezug  auf  o) 
ein  Punkt  //  conjugirt,  der  im  Unendlichen  liegt.  Lässt  man  also  r 
durch  fi  gehen,  so  wird  gleichzeitig  r  durch  den  unendlich  fernen 
Punkt  fx  gehen,  also  sich  verwandeln  in  die  äussere  Grundfläche. 
Mit  andern  Worten:  Lässt  man  w  in  das  dem  Punkte  /j  entsprechende 
0),,  sich  verwandeln,  so  verwandelt  sich  o)  in  0.  Somit  folgl  au=^ 
Formel   (28.): 

(29.)  cii^  =  2ciia,   (mod2  7r), 

in  voller  Uebereinstimmung  mit  der  früher  gefundenen  Formel  (16-^ 
Um  die  Hauptresultate  zusammenzufassen :  Sind  zwei  Pimf»^^' 
{(A,  w,  y,  TT)  und  f' (A',  o/,  (p\  TT')  in  Bezug  auf  eine  über  dtr^ 
Grundkreise  stehende  Calotte  a  zu  einander  conjugirt  ^  so  finden  di^ 
Relationen  statt: 


*     Vgl.    Seile  365. 
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i'j  -h  et;'  =  ^  Wo  ,    (niod  2  /c] , 
^•)  (p  ^fp\   (inod  2!>r)  , 

n  n' 


er  bezeichnet  /ti  den  räumlichen  Mittelpunkt  der  Calotte  a,  fernei'  o)„ 
e  Inclinalion  der  Calotte  a,  endlich  o.^  die  Inclination  derjenigen  auf 
m  Grundkreise  stehenden  Calotte^  welche  durch  /tt  geht, 

(31.) Ausserclein    ist  mit  Bezug  auf  die  Formel   (29.) 

ich  folgender  Satz  hinzuzufügen:  Errichtet  man  über  dem  gegebenen 
'undkreis  zwei  Calotien^  von  welchen  die  zweite  durch  den  räumlichen 
iltelpunkt  der  ersten  gehtj  so  wird  die  Inclination  dieser  zweiten  Ca- 
1/6  (abgesehen  von  ganzen  Vielfachen  vcm  27r)  doppelt  so  gross  sein 
i  die  der  ersten. 

Beiläufige  Bemerkung.  —  Betrachtet  man   zwei  Paare   con- 
girler  Punkte  f,  f'  und  i^,  ?/,    und    bezeichnet  die  Parameter  der- 
'Iben  resp.  mit  TT,  TT'  und  P,  P',  so  ist  nach   (30.) 
a\  n  n'  ,        p  p' 

z.)  — -^-  = und     —      =  — ;i^iz.  ■ : 

odurch  die  allgemeine  Formel  (22.)  die  Gestalt  gewinnt: 

'I  np  ""  n'P'  ' 

ne  Gestalt,  in  welcher  sie,  wie  spater  gezeigt  werden  soll,  einer 
3dcutenden  Verallgemeinerung  Pdhig  ist. 


§  4- 
etrachtung  zweier  peripolaren  Coordinatensysteme ,  deren 
Grundkreise  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Eugelfläche 

einander  conjugirt  sind. 

Ein  Punkt  f  und  ein  Kreis  (i  seien  beliebig  im  Räume  gegeben, 
nd  die  peripolaren  Coordinaten  von  f  in  Bezug  auf  ß  als  Grund- 
reis seien  bezeichnet  mit  A,  co,  9.  Lässt  man  nun  diese  Figur  /?,  { 
1  einer  gegebenen  Ebene  sich  spiegeln,  so  entsteht  als  Spiegelbild 
ne  congruente  Figur  6,  x.  Und  bezeichnet  man,  was  diese  neue 
^ur  betriflFt,   die   peripolaren  Coordinaten   des  Punktes  x  in  Bezug 
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auf  6  als  Grundkreis  mit  /,  a^,  v,  so  wird,   wie  aus  der  Congrueni 
beider  Figuren  folgt, 

sein.  I 

Weniger  einfach  werden  offenbar  diese  Relationen  ausfallen, 
wenn  wir  die  ursprüngliche  Figur  /?,  t  nicht  an  einer  Ebene,  soo- 
dem  an  einer  Kugelfläche  sich  spiegeln  lassen,  oder  (mit  andern 
Worten)  wenn  wir  unter  6,  x  diejenige  Figur  verstehen,  welche 
zur  ursprünglichen  Figur  (i^  f  conjugirt  ist  in  Bezug  auf  jene  ge- 
gebene Kugelfläclie.  Und  die  Ermittelung  der  in  diesem  complicirlera 
Fall  stattfindenden  Relationen  bildet  den  Gegenstand,  mit  dem  wir 
uns  hier  beschäftigen  wollen. 

Die  zu  behandelnde  Aufgabe  ist  also  folgefide :  Beliebig  im 
Räume  sind  gegeben  ein  Punkt  f,  ein  Kreis  ß  und  eine  Kugelfläck 
(o,  fl),  d,  h.  eine  Kugelfläche  vom  Centrum  o  und  Halbmesser  tf. 
Gleichzeitig  sei  die  zur  Figur  ß^  ^  in  Bezug  auf  (o,  ü)  conjugirU 
Figur  mit  fc,  x  benanni.  Endlich  seien  die  peripolaren  Coordinalen 
des  Punktes  f  in  Bezug  auf  ß  als  Grundkreis  mit  A,  o),  y,  und  die 
peripolaren  Coordinaten  des  Punktes  x  in  Bezug  auf  b  als  Grundkrm 
mit  /,  i£j,  v,  bezeichnet  —  Es  sollen  ermittelt  werden  die  zwischen 
A,  Cd,  9)  und  /,  w^  V  stattfindenden  Relationen. 

ß  und  b  liegen  offenbar  auf  ein  und  demselben  von  0  aus- 
gehenden Kegelmantel,  und  können  also  bezeichnet  werden  als  zwei 
nichtparallele  Kreisschnitte  dieses  Mantels.  Bezeichnet  man  die  Sym- 
metrie-Ebene dieses  elliptischen  Kegelmantels,  d.  h.  diejenige  durch 
0  gehende  Ebene,  gegen  welche  die  Ebenen  der  beiden  Kreise  ß 
und  b  senkrecht  stehen,  mit  E^  und  bezeichnet  man  -  ferner  die 
Punkte,  in  denen  die  Kreislinien  ß  und  6  von  der  Ebene  E  ge- 
schnitten werden*),  resp.  mit  (J,  €  und  d,  e,  und  zwar  in  solcher 
Weise,  dass 

(od)<(oe), 
[od)  <  [oe) 

ist,   so   werden   die  Punkte   0,  d,  e   in  gerader   Linie   liegen,   des- 
gleichen die  Punkte  0,  6,  d,    Oder  genauer  ausgedrückt:  es  werdeo 


*)  Die  nebenstehende  Figur  ist  gezeichnet  zu  denken  in  der  Ebene  E.  li 
dieser  Ebene  E  liegen  offenbar  auch  die  geometrischen  Axen  der  beiden  Grund 
kreise  ß  und  6.     Dieselben  sind  in  der  Figur  durch  Pfeile  angedeutet. 
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d^  e  einander  conjugirl  sein  in  Bezug  auf  die   gegebene  Kugeifläche 
(o,  ff),  desgleichen  6,  (/.     Somit  folgt: 

(34.)  //2  =  i^od]  [oe)  =  [oe]  [od). 

Bezeichnet    man    ferner   den  Parameter  des    Punktes  o  in  Bezug  auf 
den  Grundkreis  (i  mit  TT^,  und  den  Parameter  eben  desselben  Punktes 


^mymmmfmm 


Fig.   5. 


0  in  Bezug  auf  den  Grundkreis  b  mit  P^,   so   ergiebt    sich   (vgl.  die 
Definition  des  Parameters,  Seite  369): 


(35.) 


TTo  =  Viod)  (oe), 


P,=  y(od)  [oe), 

also  mit  Rücksicht  auf  (34.) : 

(36.)  n,  P,  =  m. 

Bezeichnet  man   die   Radien   der   Kreise  ß  und  b  mit  den  ent- 
sprechenden grossen  Buchstaben  B  und  B,  so  ist  offenbar: 

(37.)  [öe)  =28,     und     [de]  ^  iB. 

Ferner   sind,   wie  z.  B.  aus  (34.)   folgt,   die  Dreiecke  oda  und  ode 
einander  ähnlich,  mithin  ihre  Seilen  einander  proportional,  also: 

{o  cf)         io  d)      ,,^  ,     (0  6)         (0  e) 

-B"=nr»    und    -^  =  -^. 

Ä6» 
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auf  6  als  Grundkreis  mit  /,  w^  v, 
beider  Figuren  folgt, 

sein. 

Weniger   einfach   werd»* 
wenn  wir  die  ursprüngliche 
dern   an   einer  Kugelflächi 
Worten)    wenn   wir  unt« 
zur   ursprünglichen   Fiir' 
gebene  Kugelfläche.    V- 
Fall  stattfindenden  K 
uns  hier  beschaftic«  ■ 

■ 

Die  SU  behp 
Räume  sind  gegr^ 
(o,  ff),    d.  h. 


\\\\\    l{ii('ksi<'ht  auf  35  ; 


!      /IM' 

und  //'   stattfindenden  Be- 

.jlioii   oi   gorochnel    werden  soll 

:    (iruiiclflju'lio    des    Kreises  ;»  m 

lue  inclinalion  w  gerechnet  werden 


Gieichzeitig  sr! 
Figur  mit  h. 
des  Punktes 
peripolaren 
mit  2,  71'. 

geh. 
nirf 

III- 


. .  /VW  Grundflftelie.   dos  Kreises  b  aus. 

.  '•.71  itrund/lächen  mögen  aber  in  soickr 

if    entweder   einander    zugekehrt,  ndfr 

.'tu.     Und  zwar  widlen  wir^    um  die  Vor- 

las   lelztere   entseheiden  ^    also    als   nbere 

..    velehe    in    Fig.    Seite  3SJ    sehraf/irt  sinl 

tili  dem  (jnindkroise  fJ  stellende  und  diiivh 

Uli  ferner  eine  auf  /;  siehende  und  durch  i 

werden  weil  f  und  j?,    ebenso  (i  und  h  in 

a    \Ui;ellliiclie  (o,  //)  einander  conjugirl  sind. 

.^.*'t  »'.onjunction  sieh   (»rfreuen;    was   angedeulel 

.  rniol: 

Cfi^  conj  Tft^. 

V.    d.  i.  naeh  einem   iinendhch  fernen  Ort  wan- 
:  .'itii;  X  nacrii  o.     Und  umgekehrt:    Ulsst  man; 
^    i:eht  .r  nach  oo.     Somit  ergeben  sich  aus  der 
,.^.    :W.)  die  speeielleren   Formeln: 

C^i^  conj  Ct,o, 

.-.kV«    ^'<,    ^'^^'    ^'1',    nichts    anderes    als    die    äussern 

■,  vvjso  /•/  und  I);  und  die  Formein  (40.),  (ii.}sa{jen 

^^    ,.    tansere  (irnnd/läehe  von  (i  der  Calottv  Cf,,,,  und  He 

„^  •*■*'   r»)//  h  der  Calotte  C^^  eanjugirt   ist-),      Uezeichiiel 

.^^   Werihe    (I(m-  Koordinaten  o>  und  w  für  den  Punkt  o 

^xior  (mit  andern  Wörtern)  versteht  man  unter  t%  und 


.,..j*    ^*^*i*    liiiM-niis,    (lass   die    innerv   Grundfläche   von  (i  der  zu  i\^ 
wAW  ctmjugirl  ist.      U.   s.   w. 
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.  und  Cf,Q  in  Bezug  auf  die  Grund- 

MHiieln  (40.),  (41.),  dass  die  Werthe 

und     w  =  Wo 

:  [     Variablen    w   und   w    sind,    und    dass 
iiui   Wertlien : 

(f)  =  Wo    und    tc  =  0, 

(li'iii   variablen  Punkt  f   eine   unendlich  kleine  Ver- 
bind dem  correspondirenden  (d.  i.  conjugirten)    Punkt  x 
.  iionde  Verrückung  xx\   so   erhalten  wir  im  Ganzen  vier 
entsprechend    den    Punkten   |,  f',   x^  x\      Diese   CaloUen 
lii'zeichnet  werden  mit  a,  o\  s^  s\  so  dass  also 


Sind  nun  (ebenso  wie  bisher)  cu  und  w  die  Inclinationen  der  Calotten 
0  und  8j  ferner  co  +  dco  und  w  +  rfw  die  IncHnationen  der  Calotten 
«  und  «',  so  repräsentirt  offenbar  d  co  den  Neigungswinkel ,  unter 
i?elchem  o  und  a'  am  Grundkreise  /?  zusammenstossen,  desgleichen 
li«  denjenigen  Neigungswinkel,  unter  welchem  s  und  s'  am  Grund- 
heise 6  zusammenstossen.  Diese  Neigungswinkel  aber  müssen,  weil 
die  einander  conjugirten  Figuren  a,  o'  und  «,  ä'  in  ihren  kleinsten 
Theilen  einander  ähnlich  sind ,  von  gleicher  Grösse  sein.    Somit  folgt : 

(45.)  du)  =  dw  j 

und  hieraus  durch  Integration: 

(46.)  10  =z  tv  -h  Consl. 

Um  die  ConsL  zu  bestimmen,  können  wir  uns  entweder  der  in  (42.) 
oder  der  in  (43.)  angegebenen  correspondirenden  Werthe  von  w  und 
•  bedienen.  Nehmen  wir  die  erstem,  so  folgt:  0  =  iv^  +  Consl.,, 
tiso  Coml.  =  —  Wo\  wodurch  unsere  allgemeine  Formel  (46.)  die 
Gestalt  erhält: 

(47.)  0)  =  tv  —  Wo* 

Erinnern  wir  uns  schliesslich  daran,  dass  die  Inclinationen  ifnmer 
nur  bestimmt  sein  sollen  bis  auf  ganze  Vielfache  von  27r,  so  werden 
^ir  die  Formel  (47.)  folgendermassen  zu  schreiben  haben : 

18.  a]  0)  S  w  —  Wo ,   (mod  2  it) . 
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üebrigens  können  wir  die  Comt,  m  (46.)  auch  mit  Hülfe  der 
in  (43.)  angegebenen  correspondirenden  Werlhe  bestimnieD.  Ab- 
danu  erhalten  wir  die  Relation  zwischen  co  und  w  in  folgender  Gestab: 

(48.  b)  w  —'  iOo^w,    (mod  Sl tv) . 

Um  endlich  der  Relation  eine  mehr  symmetrische  Gestalt  zu  geben, 
brauchen  wir  nur  die  Formeln  (48.  a,  b)  zu  addiren,  und  erhaltea 
alsdann : 

(48. c)  2w  —  Wo=  2w;  —  t^oj   («nod  SItt)  , 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(48.  d)  lü  —  i^iüoSLiv  —  \i€oj   (mod  tt). 

Schliesslich   sei   noch  notirt  die  aus  (48.  a,  b)  durch  Subtraction  re- 

sultirende  Formel: 

(49.)  oßo-hWo^O,   (mod^Tr). 

Nachdem  wir  die  Relation  zwischen  (o  und  w  durch  die  Farmdn 
(48.  a,  b,  c,  d)  in  vier  verschiedenen  Gestalten  angegeben  haben,  bleibt 
uns  noch  übrig  diejenigen  Relationen  zu  ünden,  welche  zwischen 
A,  9  und  /,  V  stattfmden.  Zuvor  aber  wird  es  angemessen  sein, 
die  schon  gefundenen  Resultate  weiter  zu  entwickeln;  und  hierbei 
werden  wir  zu  merkwürdigen  geometrischen  Sätzen  gelangen. 


§  5. 
Einige  geometrische  Sätze. 

Sind  f,  ?/,  f  irgend  drei  Puncte,  und  x,  y,  z  die  in  Bezug 
auf  die  Kugeltlache  (o,  //)  conjugirteh  Puncte,  so  ist  nach  bekann- 
tem Satz*) : 


(50.) 


y  Ol:  [or/]         y-ßx)  [oy) 


Yiol   {OC}  YiOX)    (0  5] 

_  i^i  0  _ iyz) 


-  J 


y  or^i  [oCi        y{oy]  [oz] 

woraus  durch  Multiplication  und  Division  folgt: 

,Ki   X  (In)  (oC)  _  {jry)_{02) 

^      '^  (fO  [vC)  "  (xz)  iyz)' 


*)   Vgl.    (IV.)   Seite  365. 
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und  wie  hieraus  durch  Subtraction  folgt: 

(y.) Wff  —  wj  S  u;,  —  u;«.,   (mod  ätt)  , 

(d.) Wa  —  (Jtfti  S  Ws  —  Wy ,   (mod  2  7t). 

Mit  Rücksicht  auf  die  vier   Relatioaen   (a.) ,  (/?.) ,  {/,) ,  (*.)  gewinnt 
die  Formel  (54.)  die  einfachere  Gestalt: 

so  dass  wir  also  zu  folgendem  Satz  gelangen: 

Sind  zwei  Kreislinien  /?,  6  und  vier  Puncte  |,  tj^  a?,  y  in  sokker 
Weise  gegeben^  dass  ß^  ^^  rj  zu  b^  x^  y  conjugirt  sind  in  Bezug  auf 
irgend  eine  Kugelfläche  (o,  /i),  so  findet  zwischen  den  Entfernung 
(£?/)  und  [xy)  die  Relation  statt: 

(*^^-^  "nTTr  =  "F-p" ' 

wo  TTt,  TT^,  TTc  die  Parameter  der  Puncte  f,  ?/,  o  i»  Bezug  auf  itwm 
Kreis  ß^  und  P^^  Py^  P^  die  Parameter  der  Puncte  x^  y^  o  in  Bezu-^ 
auf  den  Kreis  b  vorstellen*). 

Sich  anschliessende  Sätze.  L£lsst  man  rj  nach  o  geben,  $-<: 
wandert  y  nach  oo,  d.  i.  nach  einem  unendlich  fernen  Punct.  So- 
mit folgt  aus  (56.)  : 


> 


oder,    falls  man    beaclitet,   dass  nach  der  Detinition  des  Parameters 
(Seite  3G9)   ^^'■„5?i  =  \   ist; 


*)  Bezeichnet  man  die  kürzeste  und  längste  Kante  des  von  f  nach  dem 
Kreise  fi  gelegtt'n  Kegels  resp.  mit  (sAj  und  fifE)  ,  andererseits  die  kürzeste  und 
iUngste  Kante  des  \on  x  nacli  dem  Kreise  b  gelegten  Kegels  resp.  mit  [xD]  und 
[xE]  ,  so  ist  ollen  bar: 

n.  =  KWÄnFE) , 
p^  =  yj^D)i^£), 

Aeusserst  einfach  würde  nun  der  Beweis  unseres  Satzes  (56.)  sich  führen  lassen. 
wenn  sich  nachweisen  Messe,  dass  die  Puncte  A  und  £,  ebenso  E  und  D  einan- 
der conjugirt  seien  in  Bezug  auf  die  Kugelfläche  (o,  //).  Das  aber  ist,  wie  aus 
der  Betrachtung  specielierer  Fälle  leicht  hervorgeht,  im  Allgemeinen  nicht 
der  Fall. 

Jedenfalls  unterliegt  es  wohl  keinem  Zweifel,  dass  wir  hier  zu  dem  Salze 
(öG.)  auf  bedeutenden  Hinwegen  gelangt  sind,  und  dass  eine  einfache  rein  geome- 
trische Ableitung  desselben  sich  werde  finden  lassen.  Eine  solche  werde  ich  iui 
letzten  §  dieses  Aufsatzes  zu  geben  mich  bemühen. 
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(57- a)  ir  =  T-' 

und  in  analoger  Weise  ergiebt  sich: 

(57.  b)  ^^^'  -  ^' 


Endlich  erhält  man  durch  Division  der  Formeln  (57.  a,  b) : 

[xo]  n.       n,  p^ ' 
oder,  was  dasselbe  ist: 

(57.  c) 


Unter  diesen  Sätzen  (57.  a,  b,  c)  ist  namentlich  der  letzte  durch  seine 

Hinfachheit  und  Symmetrie  beachtenswerth.     Auch  ist  es  leicht,   zu 

zeigen,   dass   der  ursprüngliche  Salz  (56.),    falls  man  will,   als  eine 

untiiiUelbare  Folge  dieses  letzten  Satzes  (57.  c)  angesehen  werden  kann. 

Schlussbemerkung.    Liegt  der  Kreis  ß  mit  all'  seinen  Puncten 

««*/*  der  gegebenen  Kugelfläche  (o,  //),   so   wird   b   mit   /*,    folglich 

auch  P  mit  TT  identisch.    In  diesem  speciellen  Fall  gewinnt  also  die 

t'ormel  (56.)  folgende  Gestalt: 

ö^ier,  wenn  man  durch  TTo  dividirt,  folgende: 

üies  aber  ist  der  schon  früher  in  (33.)  erhaltene  Satz,  nur  in  etwas 
'anderer  Bezeichnungs weise. 

§  6. 
Weitere  Behandlung  der  im  vorletzten  Paragraph  (Seite  380) 

iinternonmienen  Aufgabe. 

Nachdem  in  (48.  a,  b,  c,  d)  die  Relation  zwischen  w  und  w  ge- 
funden ist,  bleibt  zur  vollsliindigen  Lösung  unserer  damaligen  Auf- 
gabe (Seite  380)  noch  übrig,  die  Relationen  zwischen  A,  qp  und 
/,  V  zu  ermitteln. 

Was  die  Azimuthe  ip  und  v  betrifft,  so  sei  bemerkt,  dass  die 
Anfangsmeridiane ^   von  denen  aus  dieselben  zu  rechnen  sind,   unab- 
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hängig  von  einander^  in  ganz  beliebiger  Weise  festgesetzt  sein  sollen; 
und  dass  dieselbe  gegenseitige  Unabh£lngigkeit  auch  stattfinden  soll 
hinsichtlich  der  Richtungen^  in  denen  diese  Azimuthe  gerechnet 
werden.  Denken  wir  uns  also  die  Puncte  £  und  j?  in  beliebiger 
Bewegung  begrifTen,  jedoch  der  Art,  dass  sie  stets  zu  einander 
conjugirt  bleiben  in  Bezug  auf  die  gegebene  Kugelfläche  (o,  0),  und 
denken  wir  uns  etwa,  um  die  Vorstellung  mehr  zu  fixiren,  f  längs 
der  Kreislinie  /?,  und  x  längs  der  Kreislinie  6  fortschreitend,  so  soll 
völlig  dahingestellt  bleiben ,  ob  während  einer  solchen  Bewegung  die 
Azimuthe  y  und  v  dieser  Puncte  beide  im  Wachsen  begriffen  sind, 
oder  aber  das  eine  im  Wachsen,  das  andere  im  Abnehmen  be- 
griffen ist. 

Was  ferner  die  früher  von  uns  construirten  Puncte  d,  «,  rf,  c 
(Figur,  Seite  381)  betrifft,  so  liegen  offenbar  o  und  d  in  ein  und 
derselben  Meridianebene  des  Grundkreises  /?,  während  e  in  der  dia- 
metral entgegengesetzten  Meridianebene  gelegen  ist.    Somit  ergiebt  sich : 

(p^  =  (p^  -h  TT,   (mod  27c), 
Analoges  gilt  offenbar  für  die  Puncte  o,  d,  e.     Also: 

(60.)  '^        ^'    •  ^' 

V  =1?    -h  TT,   {mod2  7r). 

Diese  Bemerkungen  vorangeschickt,  wenden  wir  uns  nun  zi* 
unserer  eigentlichen  Aufgabe,  indem  wir  dabei  ausgehen  von  den 
in  (56.)  und   (57.  a)   aufgestellten  geometrischen  Sätzen: 

TT,,  n,^  -   p,p^  ^ 
Aus  diesen  beiden  Formeln  folgt  durch  Division: 


(61.) 


ilv)     TTo  [xy) 


oder,    falls   man   für   i;,  y   zwei   auf  den  Kreislinien  ß^  b   gelegeim^ 
Puncte  /?,  b  substituirt**): 


*j   SlaU  des  in   (57.  a)    auftretenden    conjugirten  Puriütpaares   f,  X  ist  hi^'' 
das  conjugirtc  Punctpaar  rj,  y  genommen. 

**)   Es   wird   kein  Missverständniss   hervorrufen,    wenn   wir   hier   die  Nncie 
mit  denselben  Buchstaben  wie  die  Kreislinien  bezeichnen. 
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ihrer  Definition  nach  stets  zwischen  0  ...  1  liegen.  Somit  ergiebt 
sieh  also : 

(A.l  X  =  /; 

und  mit  Rücksicht  hierauf  nimmt  die  drille  Relation  die  Gestalt  an: 

cos  [(f>  —  (p^  +  cos  [v  —  v^)  =  0,  oder  (was  dasselbe  ist)  die  Gestalt: 

lieber  die  Rechnungsweise  der  Azimuthe  y,  v  ist  im  Allgemeinen 
keinerlei  Regel  festgesetzt  worden.  Macht  man  für  den  gegenwür- 
ligeo  Specialfall,  wo  (i  und  b  identisch  sind,  die  Festsetzung,  dass 
beide  Azimuthe  in  (jleicJier  Richlung  gerechnet  werden  sollen,  so  ist 
io  Formel  (B.)  das  obere  Vorzeichen  zu  nehmen,  also  zu  setzen: 
(C.)  (<jP  —  r/)J  =  (y  —  vj  -k-  7C ,    (mod  2  /r) . 

Setzt  man  ferner  fest,  dass  beide  A/iniulhe  y  und  v,  mithin  z.  B. 
auch  (p^  und  v^  von  ein  uml  demselben  Anfangsnieridian  aus  gere(^h- 
oet  werden  sollen,  so  wird 

denn  (p^  war  (vgl.   (59.)]  ^^^  Azimulh  von  d\  und  v„  dasjenige  von 

d  [vgl.  (60.)],  und  man  übersieht  sofort,  dass  (f  und  d  heim  Ueber- 

gangc   vom    allgemeinen  Fall   zum    gegenwärtigen  Specialfall  sich  in 

zwei  einander  diamelral  gegenüberliegende  Puncto  verwandeln  (vgl.  die 

Figur  Seite  381).     Durch  Addition  von  (C),  (D.)   folgt: 

(E.)  y  =  *S   (mod  S/r). 

Die  dem  betrachteten  Specialfall  entsprechenden  Relationen  (67.) 
können  also  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  zweite  und  dritte  dieser 
Relationen  die  Gestalten  (A.)  und  (E.)  angenommen  haben,  folgen- 
dermassen  dargestellt  werden: 

(68.)  i  = /, 

r/)  =  r,    (modS/r). 

Vergleicht  man  diese  Relationen  mit  den  früher  direcl  für  diesen 
Specialfall  abgeleiteten  Relationen   (30.) : 

cü  -h  w'  s  w  ,   (mod  2  tt)  ,  *) 
Jl  =  l\ 
q)  s  (p\   (mod  2  tt)  , 

*)  Statt  tüßa  kann  nämlich  ai^  gesetzt  werden,  zufolge  (29.}. 
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SO  bemerkt  man  völlige  Uebereinstimmung,  nur  dass  ( —  w)  stall  m 
steht.  Dieser  Unterschied  erklärt  sich  daraus,  dass  die  ohenm  Seitn 
der  äusseren  Grundflächen  der  Kreise  ß  und  6,  von  denen  aus  die 
Inclinationen  o)  und  w  zu  rechnen  sind,  entgegengesetzte  Lagen  habai 
(vgl.  Seite  382),  und  dass  dieser  Gegensatz  auch  auf  den  hier 
betrachteten  Specialfall ,  wo  beide  Kreise  zusammenfallen,  sich  über- 
tragen hat.  Mit  andern  Worten,  der  in  Rede  stehende  Unterschied 
erklärt  sich  daraus ,  dass  das  damalige  to  und  das  gegenwärtige  ip 
in  verschiedenen  Richtungen  gerechnet  sind,  nämlich  ©  in  derselben 
Richtung  wie  o),  andererseits  aber  w  in  der  zu  to  entgegengesetzten 
Richtung. 

§  8. 

Einfachere  Ableitung  der  im  Vorliergehenden  (Seite  386, 387) 

gefundenen  geometrischen  Sätze. 

Aufstellung  einiger  Hülfssätze.  —  Wir  betrachten  zunächst 
Figuren,    die   einander   conjugirt   sind   in  Bezug   auf  eine  gegebene 
Kugelfläche  a.     Sind  |,  f'  zwei  in  solcher  Weise  conjugirte  Puncte, 
und  legt  man  durch  f  beliebig  viele  Kugelflächen  a,  /?,  y,  .  .  .,  so 
werden  die  conjugirten  Kugelflächen  a ,  /?'  /,  ...  sämmtlich  durch 
^  gehen.     Auch  werden  je  zwei   solche  Kugelflächen  wie  a  und  d 
die   gegebene  Kugelfläche  a   in    ein  und  demselben  Kreise  schneiden. 
Nimmt   man    nun   insbesondere   für   die   durch    |    gehenden  Flächen 
«,  /^,  y,  .  .  .   lauter  zu  o  orthogonale  Kugclflächen,  so  werden  offen- 
bar a,  ß\  /,  ...    mit  a,  /!/,  y,  ...  identisch^).     Somit  ergiebtsich 
der  Satz: 

(1.)  ...  Legt  man  durch  einen  Punct  f  unendlich  viele  Kugelßächen 
«9  /^9  y?  •  •  •»  welche  sämmtlich  orthogonal  sind  zu  einer 
gegebenen  Kugelßäche  a,  so  werden  alle  jene  Kugelflächen 
«,  /?,  y,  .  .  .  noch  durch  einen  zweiten  Punct  i'  gehen. 
Dieser  letztere  ist  der  zu  f  in  Bezug  auf  o  conjugirte  Punct. 
Fügt  man  eine  neue  Kugelfläche  (o,  H)  hinzu,  d.  i.  eine  Kugel- 
fläche,  die   mit  beliebigem   Radius  H  um   einen  beliebigen  Punct  ö 


*)  Denn  die  Kiigelfläche  a  wird  z.  ß.  von  a  und  a'  (wie  schon  bemerkt  wurde 
in  ein  und  demselben  Kreise  geschnilten.  Ist  nun  ausserdem  a  zu  CT  orthogonal, 
so  gilt  otfenbar  (nämlich  nach  deni  Satze  der  Aehnlichkeil,  Seite  365)  Gleiches 
auch  von  a  ,     Und  es  wird  also  in  diesem  Fall  a'  mit  a  identisch  sein.     W.  z.  z.  ^- 
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schrieben   ist,    und   constriiirt   man  zu  der  im  Satze  (1.)   belrach- 

^n  Figur: 

a,   f ,  f',  a,  /!/,  y,   .  .  . 

e  in  Bezug  auf  (o,  H)  conjugirte  Figur: 

id  beachtet  man,  dass  die  Kugelflachen  «,  /?,  y,  ...  sämmtlich 
thogonal  sein  sollen  zur  Kugelflache  a,  so  ergiebt  sich  aus  dem 
ilze  der  Aehnlichkeit  sofort,  dass  auch  die  Kugelflächen  a,  6,  c,  .  .  . 
thogonal  zur  Kugelflache  s  sind.  Hieraus  aber  folgt ,  mit  Rücksicht 
if  den  Satz  (1.)  sofort,  dass  die  Puncte  x^  ad  einander  conjugirt 
id  in  Bezug  auf  die  Kugelflache  s.     Also  der  Satz: 

'.)...  Sind  zwei  Puncte  f ,  f'  einander  conjugirt  in  Bezug  auf  eine 
Kugelfläche  a,  und  construirt  man  in  Bezug  auf  eine  im 
Baume  beliebig  gegebene  Kugelfläche  (of  //)  die  zu  a,  f,  ^' 
conjugirte  Figur  s^  a;,  x\  so  werden  x^  x  einander  conjugirt 
sein  in  Bezug  auf  s. 

Man  kann  diesen  Satz  unmittelbar  von  Puncten  auf  beliebige 
furen  ausdehnen,  und  hat  alsdann  sich  folgendermassen  auszu- 
Icken : 

)  .  .  .  Sind  zwei  Figuren  <t),  <t)'  einander  conjugirt  in  Bezug  auf 
eine  Kugelfläche  o,  und  construirt  man  in  Bezug  auf  eine  im 
Baume  beliebig  gegebene  Kugel  fläche  (o,  H)  die  zu  a,  0,  0' 
conjugirte  Figur  5,  F,  F\  so  werden  F,  F  einander  con^ 
jugirt  sein  in  Bezug  auf  s. 

Denkt  man  sich  die    eben  genannten  Figuren  und  Kugelflachen 


imtlich  construirt  mit  alleiniger  Ausnahme  von  F\  so  wird  man 
inbar  [nämlich  auf  Grund  des  Satzes  (3.)]  diese  Lücke  in  dop- 
:er  Weise   beseitigen    können,   nämlich   entweder   dadurch,    dass 
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man  F  an  s,  oder  dadurch,  dass  man  0'  an  (o,  H)  sich  spiegeln 
lässt.  Denn  im  einen  wie  im  andern  Fall  wird  die  durch  eine 
solche  Spiegelung  entstehende  Figur  identisch  mit  F  sein.  Man 
erkennt  somit  leicht,  dass  man  den  Satz  (3.)  auch  so  aussprechen 
kann : 

(4.)   ...    Sind  zwei  Fujuren  0,  0'  conjugirt  in  Bezug  auf  eine  Kugd- 

fläche  fj,  sind  ferner  irgend  zwei  andere  Figuren  F,  F  ein-    ] 
ander  conjugirt   in  Bezug  auf  eine  Kugelfluche  «,   und  $M 
endlich  a,  <t>  zu  s^   F  conjugirt   in   Bezug   auf  eine   Kugel- 
flache  (o,  //),   so  wird  in  Bezug  auf  diese   letztere   auch  ^' 
conjugirt  sein  zu  F, 

Zu  diesen  Hüifssätzen  mag  endlich    noch    folgender    hin/ugerogl 
worden,  der  aus  (36.),   (38.)   Seite  381   sich  sofort  ablesen  hisst: 

(5.)  .  .  .  Sind  zwei  Kreislinien  (i  und  6,  deren  Badien  resj),  mit  B 
und  B  bezeichnet  sein  mögen  ^  einander  conjugirt  in  Bezug 
auf  eine  gegebene  Kugelfläche  (o ,  Ä) ,  und  bezeichnet  man 
die  Parameter  des  Punctes  o  in  Bezug  auf  ß  und  b  resp, 
mit  TTo  und  P^^  so  gelten  die   Formeln: 

Ho  Po  =  //2, 
n«  :  Po  =  B  :  Ä. 

Selbstverständlich  sind  hier  unter  o  und  11  der  Mittelpunct 
und  der  Halbmesser  der  Kugelfläche  (o,  H)  zu  verstehen.  Die 
auf  Seite  381  ,  382  für  diesen  Satz  gegebene  Begründung 
ist  eine  äusserst  einfache  und  rein  geometrische. 

Diese  HülfssHtze  vorangeschickt,  wenden  wir  uns  nun  zu  unserer 
eigentlichen  Aufgabe,  d.  i.  zur 

Ableitung  des  Satzes  Seite  386.  —  Es  handelt  sieb  hier 
um  zwei  Kreislifiien  /?,  6,  die  einander  conjugirt  sind  in  Bezug  auf 
eine  gegebene  Kugelfläche  (o,  //) ,  ferner  um  zwei  Puncte^  die  der- 
selben Conjunction  sich  erfreuen.  An  Stelle  dieser  Puncte  wollen 
wir  zunächst  zwei  unendlich  kleine  Kugeln  ö,  s  nehmen,  und  jene 
Kreislinien  ß^  b  an  diesen  Kugeln  sich  spiegeln  lassen.  Die  so  ent- 
stehenden neuen  Kreislinien  ß^  V  sind  alsdann  ebenfalls  unendlieh 
klein  ^  und  (ebenso  wie  /?,  b  selber)  einander  conjugirt  in  Bezug 
auf  die  Kugelfläche  (o,  jff),  —  nach  Satz  (4.). 
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Binander  conjugirte  unendlich  kleine  Figuren  sind  aber  einander 
'h^).  Bringt  man  diesen  Satz  in  Anwendung  auf  die  unendlich 
n  Figuren  a,  fi^  und  8^  b\  so  gelangt  man  zu  einer  gewissen 
3I**),  welche  ohne  Schwierigkeit  auf  die  ursprünglichen  Kreise 
sich  übertragen  iässt.  Und  hiedurch  gelangt  man  zu  dem  ab- 
enden  Satz. 

Senaueres.  —  Wir  construiren  irgend  zwei  in  Bezug  auf 
)  zu  einander  conjugirte  unetidlich  kleine  Kugeln  a  und  «,  deren 
puncte  f ,  jj,  und  deren  Radien  p,  r  heissen  mögen.    Die  Puncte 


Fig.  6. 


l  X  liegen  alsdann  auf  ein  und  demselben   von  0   ausgehenden 
1.     Legt   man   von   0   aus   eine   Tangente   oaa   an   die   beiden 


*}   Satz  Seite  365. 

')   Es  ist  dies  die  Formel   (F.]   Seite  396. 

Adl.  d.  K.  8.  0«8elltch.  d.  Wissensch.  XX. 
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Kugeln ,    und   f^lli  sodann   von  a  ein  Perdendikel  a  Xi  aaf  die  Imie 
ofa?,  so  ist  offenbar^): 

(o^)  [oxi)  =ss  [oa]  (od),  d.  i.  ta=  H^; 

woraus  folgt,  dass  die  Puncte  |  und  Xi  einander  conjugirl  iini  itt 
Bezug  auf  die  gegebene  Kugelfläche  (o,  H).  Bezeichnet  man  ferner 
den  Neigungswinkel   der    beiden    Strahlen   o^x  und  oaa    mit  «,  so 

ergiebt  sich: 

[axi)  =»  [ax)  cos  €. 

Der  Winkel  e  aber  ist,  weil  die  beiden  Kugeln  unendlich  klein  sein 
sollen,  ebenfalls  unendlich  klein;  sodass  man  also  erhält: 

(6.)  («i3[^l)  =  (dx). 

Auch  ergiebt   sich   aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  oa^  und  oax 
die  Formel: 


Q_  _ 


C'-)  (Ol)   ~  {ox) 

Diese  elementaren  Formeln  vorangeschickt,  wollen  wir  nun  in 
unsere  Vorstellung  mit  hineinziehen  irgend  zwei  (in  der  Figur  mchl 
gezeichnete)  Kreise  (i  und  b ,  die  zu  einander  conjugirl  sind  in  Bezug 
auf  (o,  H).  Lassen  wir  /?  an  a  und  b  an  s  sich  spiegeln,  so  er- 
halten wir  zwei  unendlich  kleine  Kreise  (/  und  b\  die  [zufolge  des 
Satzes  (4.)]  wiederum  einander  conjugirl  sind  in  Bezug  auf  (o,  H]. 
Gleichzeitig  mögen  die  Radien  der  vier  Kreise  /9,  6,  /S*,  b'  bezeichnet 
sein  mit  B,  ß,  B',  If. 

Da  die  in  Bezug  auf  (o,  //)  einander  conjugirten  Figuren  a,  ß 
und  s,  6'  uneiidllch  klein,  mithin  einander  ähnlich  sind,  so  werden 
die  corrC5>pondirenden  Linienelemenle  in  diesen  Figuren  einander 
proportional  sein.      Hieraus  folgt  z.   B. : 


(F.) 


**] 


t   > 


^)   nämlich  weil   [aa^Xx)   ein  Kreis  -  Viereck  ist. 

**)  Die  beiden  Kreislinien  //,  b'  liegen,  weil  sie  in  Bezug  auf  (o,  H]  con- 
jugirl sind ,  auf  ein  und  demselben  von  o  ausgehenden  Kegelmantel.  Ist  nun  E 
die  Symmetrie-Ebene  dieses  Mantels,  d.  i.  diejenige  Ebene,  welche  zu  den  Ebeneo 
der  beiden  Kreise  //  und  b'  senkrecht  steht,  und  bezeichnet  man  ähnlich  wie 
früher  (Figur  Seite  38t)  die  Puncte,  in  denen  die  Kreise  ^  und  6'  von  der 
Symmetrie -Ebene  E  geschnitten  werden,  mit  5',  e  und  d,  e' ,  so  ist  offenbar 
[d'  b)  =  2  B'  und  [d'  e)  =3  ^  B\  Diese  beiden  Durchmesser  sind  aber  (ebenso 
wie  die  Kreise  selber)  unendlich  klein,  und  reprUsentiren  daher  zwei  einander 
conjugirte  Linienelemente.     Dies  sind  die  Nenner  der  obigen  Formel   (F.;. 

Dass  andererseits  die  Zähler  [a^)  und  [ax^]  der  Formel  (F.)  ebenfalls  zwei 
einander  conjugirte  Linienelemente  vorstellen,    bedarf  keiner  weiteren  Krlaulerung. 
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oder  mit  Rücksicht  auf  (6.) : 

■«I;  _  jax) 
i  B'   ""   2  B'  ' 

d.  i. 

^•'  B'  "  F  ' 

oder,  falls  man  mit  (7.)  multiplicirt: 

r  g^    -     '' 

of  B'  ""    :ox)  B' 

Diese  Formel  wollen  wir  nun  auf  die  ursprünglichen  Kreise^ 
i  i.  auf  /?,  6  zu  übertragen  suchen.  —  Nach  (5.)  ist  H'^  =  TloPp^ 
und  hiemit  analog:  q^  =  TT  TT',  und  r'^  =:  PF^  falls  man  nämlich 
unter  TT,  TT'  die  Parameter  des  Punctes  |  in  Bezug  auf  ß,  ß\  an- 
dererseits unter  P,  F  die  Parameter  des  Punctes  x  in  Bezug  auf 
t,  t'  versteht.     Somit  folgt  aus  (9.) : 

'    '^  (Ol)  B'         :ox;  B'' 

Femer  ist  nach  (5.) :  TTo  :  B  =  -P«  •  ^^  «od  hiemit  analog:  Tt  :  B'  = 
TT:  B,  und  F  :  B'  =  P  :  B^   wo  TT,  T]\  P,  F  die  schon  genannten 
Bedeutungen  haben.     Somit  folgt  aus   (10.): 
H)  nn  ^    pp 

'    '^  (oft  B        {ox)  ü 

Diese  Formel  aber  führt,  falls  man  die  unendlich  kleinen  Kugeln  a,  s 
;     geradezu  in  Puncte  sich  verwandeln  lässt,   und   beachtet,   dass   als- 
dann zwischen   diesen  Kugeln   a,   s   und   ihren   Mittelpuncten   £,  x 
kein  Unterschied  mehr  stattfindet,  zu  folgendem  Resultat: 

Sind  zwei  Kreislinien  /?,  6  mit  den  Radien  B,  B  und  zwei  Puncte 
£,  X  in  solcher  Weise  gegeben,  dass  ß,  ^  zu  b,  x  conjugirt  sind  in 
Bezug  auf  eine  gegebene  Kugelfläche  (o ,  H),  so  findet  die  Relation  statt : 

•         '  (Ol)  B         [ox)  B^ 

WO  TT  den  Parameter   von   f   in  Bezug   auf  /?,   und  P  den  Parameter 
von  X  in  Bezug  auf  b  vorstellt. 

Dieser  Satz  aber  ist  identisch  mit  unserem  früheren  Satze  (57.  c) 
auf  Seite  387.  Nur  ist  dort  statt  TT,  P  die  genauere  Bezeich- 
Dungsweise  TT|,  P^  angewendet. 

Bedient  man  sich  dieser  genaueren  Bezeichnungsweise,  und 
denkt   man   sich  ausser   dem   Punctpaar  ^,  x  noch   ein   zweites  in 
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Bezug  auf   (o,  //)    conjugirtes  Punctpaar  17,  y,   so  erhdit    man   aus 
(12.)  successive  die  Gleichungen: 


n^ 


(Ol)  B         loa;)  ß' 


n^ 


n     «_ y 


{ov)B       {oy)  B' 

und  hieraus  durch  M uUiplication ,  und  mit  Rücksicht  auf  (5.;  : 

(13.        -  J-jL^  =  _L.^_!Li^ 

(o|)(oi7)nJ        {ox){oy)Pl 

oder,  weil  nach  bekanntem  Satz  (of)  (01;) :  (oa?)  (oy)s=  (f  i?)^:  (^y)*  ist*): 
(14.) 


V^   __V^ 


iiv)  n, 


(^v)  /*, 


Dies  aber  ist  derjenige  Satz,    um    dessen  Beweis    es   sich  handelte, 
(Seite  386). 


')   Vgl.   die  Formel   (IV.)   Seite  365. 


§ 


§ 


§ 
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Die  elektrische  Vertheilung  auf  einer  Kugelcalotte  ist  sowohl  für 

den    Fall,   dass   die  Calotte   sich   selber  überlassen  ist,   als  auch  für 

den    allgemeinern   Fall,   dass  gegebene  äussere   Kräfte   auf  dieselbe 

einwirken,  von  W.  ThotHson"^)  und  später  von  Lipschitz^^)  behandelt 

worden.     Ich   werde   im  Folgenden   im  Wesentlichen   den   von  Lip- 

schiiz  eingeschlagenen   Weg  von   Neuem    verfolgen,    nur    mit    dem 

Unterschiede,   dass   ich,    an    Stelle    der   von   Lipschiiz   angewandten 

elliptischen    Coordinalen,    diejenigen    Coordinaten     benutzen     werde, 

welche   in   meiner  Abhandlung   über   die  elektrische  Vertheilung  auf 

einer  Ringfläche***)    von   mir   benutzt   worden  sind.     Diese  letztern 

Coordinaten  sind  dieselben,    welche   ich    im   vorhergehenden  Aufsatz 

einer  genauem  BetrachUmg  unterworfen,  und  daselbst  als  peripolare 

Coordinaten  bezeichnet  habe.  —  Zunächst  jedoch  mögen  (in  den  beiden 

ersten  §§)  einige  allgemeine  Bemerkungen  vorangeschickt  werden. 


§  1- 

Die  Methode  der  reoiproken  Radien,    als  Hülfsmittel  zur 
Auffindung  der  Green'schen  Function  und  der  Green'schen 

Belegung. 

Es  bezeichne  (o,  //)  eine  Kugelfläche  vom  Mittelpunkt  o  und 
Halbmesser  H.  Femer  seien  «,  a  zwei  beliebige  Flächen,  die  in 
Bezug  auf  (o,  H)  einander  conjugirt  sind,  und  äs,  da  zwei  con- 
jugirte  Elemente  derselben.  Denkt  man  sich  nun  auf  jeder  der 
beiden  Flächen   eine  Massenbelegung   ausgebreitet,    und   nimmt    man 


*)    W.   Thomson:    Paper s   on    Electrostatics   and  Magnet ism,    London.    ^872. 
pag.   478— «9«. 

**)  Lifschüz  in  zwei  Abhandlungen  im  Grelle*schen  Journal,   Bd.  58,  Seite  4  52 
und  Bd.    64.  Seite  \, 

♦**)   C  Newnann:   Theorie  der  Elektrieitäis-  und   Wärme 'Vertheilung  in  einem 
Hinge.     Halle,   Verlag  der  Buchhandlung  des  Waisenhauses.   4  864. 
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an,  dass  die  Dichtigkeiten  Z),  a  dieser  Belegungen  der  Relatioa 
entsprechen : 

(1.)  A.^=K-^, 

1/(0*)  >/(o«r)' 

WO  Ä,  K  beliebig  gegebene  Constanten,  und  (o«),  {oa)  die  Ent- 
fernungen der  Elemente  ds^  da  von  o  vorstellen,  —  so  werden 
die  von  jenen  Massenbelegungen  auf  zwei  einander  conjugirte  Punkte 
X  und  g  ausgeübten  Potentiale  F^  und  O^  in   der  Beziehung  stehen: 


(2.)  kV{^)  F,=  KV(o^]<t>^.       *) 

Da   ds  :  d(j  =  [os^  :  {oa)^   ist    [vgl.   (V.)    Seite   366],   and  da 

ferner  VJps)  VJpaj  =  H^  und  y{ox)  VJpj)  ebenfalls  =  H  ist,  so 
können  die  Formeln  (i.),   (2.)  auch  so  geschrieben  werden: 

(l.a)  '  A'(os)*/)  =  K  (oa)*A, 


(2.a)  Ä'l/(oaj)/<;  =  Ky(of)0|, 

oder  auch  so: 

(l.b)  Ar^3Z)  =  K  (oa)3A, 

(2.b)  KHP^^  K  (o?)  0|. 

Und   der   Satz   selber   kann   daher,    falls   man   IT  :=  1    und  K  =  If 
macht,  folgendermassen  ausgesprochen  werden: 

Entsprechen  die  Dichtigkeiten  Z),  A  der   beiden  Belegungen  in  je 
zwei  einmider  correspondirenden  Elementen  ds^  da  der  Relation: 

(3.)  H^D  =  (oa)3A, 

so   werden    die   von   diesen    Belegutigen    auf  correspondirende  Pwikle  J 
nnd  ^  ausgeübten  Potentiale  F^  und  O^  in  der  Beziehung  stehen: 

(4.)  F,  =  (o^j  (D,-. 

Aus  dieser  Formel   (4.)   folgt,    falls   man   für  x  und  |  zwei  einander 
conjugirte  Flächenpunkte  s  und  a  ^*)  nimmt,  sofort:   F,  ^  [oa)  <t><„(i.  i. 

(5.)  0.=    ^' 


[oa]  ' 


*)  Dieser  Salz  ergiebl  sich  unmittelbar  aus  meinem  Werke  über  das  Logo' 
rithmische  und  Neivton'sche  Potential  (Toubner.  1877),  nämlich  aus  dem  daselbst 
Seite  36 1  aufgestelltem  Fundamentalsatz,  unter  Berücksichtigung  der  daselbst  auf 
Seite  360  gegebenen  Note. 

**)   D.  h.  zwei  Punkte  s  und  (T,   die  gelegen  sind  auf  den  gegebenen  Pläehef^ 
s  und  a. 
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Denkt  man  sich   also   die  Belegung  D  der  Fläche  s   so   eingerichtet, 

dass  ihr   Potential  F  für   alle   auf  dieser  Fläche   liegende   Punkte  s 

den   Werth   Eins    hat,    so    wird    [wie    aus    (5.)    ersichtlich]    O    die 

Greensche  Function  der  Fläche  a  für  den  Centralpunkt  o  vorstellen. 

Bezeichnet  man  daher  die  Green'sche  Function  und  die  Green'sche 
Belegung  nicht  mit  (t>  und  A,  sondern  mit  G  und  rj,  so  ergiebt 
sich  folgende 

Regel.  —  Soll  für  eine  gegebene  Fläche  a  und  einen  gegebenen 
Centralpunkt  o  sawohl  die  Green  sehe  Function  G%  als  auch  die 
Dichtigkeit  r^  der  Green  sehen  Belegung  gefunden  werden^  so  be- 
ffckreibe  man  um  o  mit  beliebigem  Radius  II  eine  Ktigelfläche  (o,  H)^ 
und  construire  die  in  Bezug  auf  (o,  H)  zur  Fläche  o  conjugirte 
Fläche  s. 

Denkt   man  sich  nun   auf  dieser  neuen  Fläche  s  eine  Massenbe- 

i     ^g^ng  ausgebreitet^   deren  Dichtigkeit  mit  D«,   und  deren  Potential  auf 

hdiebige  Raumpunkte  x  mit  F^   bezeichnet  sein  mag^   und  gelingt  es^ 

durch  irgend  welche  Mittel  diese  Belegung  in  solcher  Weise  einzurichten^ 

K     dasi  F,  für  alle  auf  der  Fläche  gelegenen  Punkte  x  gleich  Eins  wird; 

—  so  bestimmen  sich  die  vorhin  genannten  Functionen  G"  und  rf  mit- 

f   lelst  der  [aus  (4.)   und  (3.)  entspringenden]   Formeln: 

<^-)  %-^^^' 

Hier  bezeichnet  £   den  in  Bezug  auf  (o,  II)    zu  x  conjugirten  Punkt. 
Desgleichen  sind  a  und  s  conjugirte  Punkte  der  gleichnamigen  Flächen. 


§  2- 
Die  Methode  der  reciproken  Radien  in  ihrer  Anwendung 

auf  Doppelbelegungen. 

Ist  eine  Kugelfläche  mit  irgend  welcher  (gleichförmigen  oder 
ungleichförmigen)  Massenbelegung  versehen^  und  sind  x  und  £  zwei  in 
Bezug  auf  diese  Fläche  zu  einander  conjugirte  Punkte^  so  werden  die 
van  jener  Belegung  auf  x  und  t  ausgeübten  Potentiale  F^  und  F^  der 
Relation  entsprechen: 

(4.)  VW)  P^  =  VW)  Pr 
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Dahei  ist  es  gleichgültig^  ob  die  ganze  Kugelfläche  oder  nur  ein  Tktil 
derselben  mit  Masse  belegt  ist. 

So  lautet  ein  schon  früher"*)  von  mir  ausgesprochener  Salt 
Und  aus  der  damals  gegebenen  Ableitung  scheint  hervorzQgeheo, 
dass  derselbe  gültig  ist  nicht  nur  fttr  einfache^  sondern  auch  filr 
Doppel  -  Belegungen. 

Eine  genauere  Ueberlegung  lässt  indessen  das  Irrihümliche  einer 
solchen  Vermuthung  erkennen**).  In  der  That  werde  ich  im  Fol- 
genden zeigen,  dass  der  Satz  für  den  Fall  einer  Do^opeZ-BelegoDg 
durch  einen  ganz  anderen  Satz  zu  ersetzen  ist.  Dabei  wird  es  an- 
gemessen sein,  mit  etwas  allgemeineren  Betrachtungen  zu  begintten. 

Unter  Zugrundelegung  einer  gegebenen  Kugelfläche  (o,  B)  saea 
«,  a  zwei  conjugirte  Flüchen  von  beliebiger  Beschaffenheit,  femer 
ds,  da  zwei  conjugirte  Elemente  derselben,  endlich  x,  £  zwei  con- 
jugirte Punkte.     Alsdann  ist  [nach  (IV.)  Seite  365] : 


wo  s  und  a  die  Orte  der  beiden  Elemente  ds  und  da  vorstellen 
sollen.  Setzt  man  zur  Abkürzung  {sa:)~  ^  =  T  und  (a^)"*  =  T,  so 
kann  die  Formel  auch  so  geschrieben  werden: 


(3.)  TV  los)  [ox]  =  TVioa)  (o?). 

Errichtet  man  nun  auf  den  gegebenen  Flächen  in  den  correspon- 
direnden  Punkten  «,  o  und  auf  corre^pondirenden  Seiten  die  Nor- 
malen iV,  N,  und  bezeichnet  man  die  ersten  Elemente  derselben 
mit  (««')  =^dN  und  (aa')  =  dN,  und  zwar  in  solcher  Weise,  dass 
die  Punkte  s'  und  a'  wiederum  zu  einander  conjugirt  sind,  —  so 
wird  offenbar  die  Formel  (2.),  (3.)  nicht  nur  gültig  sein  für  «,  ö, 
sondern  ebenso  auch  für  «',  a'.  Bezeichnet  man  also  die  linke  und 
rechte  Seite  jener  Formel  resp.  mit  f{s)  und  (p{a)j  so  ergeben  sich 
die  Gleichungen: 


*)   In    meinem    Werke    über    das    Logarithmische  und   Newton'sche    Potential 
(Teubner  <877),  daselbst  Seite  36'i. 

**)  Man  erkennt  das  Irrthümliche  dieser  Vermuthimg  sofort,  wenn  man  auf 
der  Kugelfl'ache  eine  Doppelbelegung  von  überall  constantem  Moment  sich  vorstellt. 
Denn  alsdann  ist ,  falls  man  unter  x  die  'äussern ,  unter  ^  die  innem  Punkte  ver- 
stellt, Fx  gleich  Null  y  hingegen  F|  gleich  einer  bestimmten  von  Null  verschie- 
denen Constanten  (1.  c.  Seite  134);  sodass  also  von  der  Gültigkeit  des  Satzes  (1.) 
im  Falle  von  Doppelbelegungen  nicht  weiter  die  Rede  sein  kann. 
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/■(«)  =  ?'(<'), 

■aus  sofort  folgt: 

dN  an 

r,  weil  [nach   (V.)   Seite  366]  dN:  dH=:  {os)  :  {oa)   ist: 

r,  was  dasselbe: 

lererseits  ist,  was  die  conjugirten  Flächenelemente  ds,  da  betriirt, 
sderum  nach  (V,)   Seile  366]: 

ds    dff 

tiplicirt  man  diese  Formel  mit  der  vorhergehenden,  so  folgt: 

df{s)      ds    d<p{a)     da 

dN     ]ölj  "      dN       (öff)* 

1  substituirt  man  hier  endlich  für  [{s)  und  tp  (a)  ihre  eigentlichen 
leutungen,  und  führt  die  Differentiationen  nach  iV  und  N  wirklich 
,  so  ergiebt  sich : 

^       '   \     ^     '   dN        %y{os)     dN       I  (OS)  ' 

jr,  was  dasselbe: 

\V{os)   dN  j^^^ji     dN  I 

I  die  rechten  Seiten    hinzuschreiben    überflüssig   sein   würde,    weil 
aus  den  linken  unmittelbar   hervorgehen  durch  Vertauschung  der 
sinischen  Buchstaben  mit  den  entsprechenden  griechischen. 

Denken  wir  uns  nun  auf  der  Fläche  s  eine  beliebige  Function  § 
;gebreit€t,  und  dieselbe  Function  auch  auf  der  Fläche  a  ausge- 
litet,  und  zwar  der  Art,  dass  auf  correspondirende  Punkte  stets 
erki  Werth  fällt,  was  angedeutet  sein  mag  durch  die  Formel: 

g  =  g.  =  g„  , 

ergiebt  sich,  falls  man  die  Gleichung  (5.)  mit  §  multiplicirt,  und 
ann  über  die  gegebenen  Flächen  integrirt: 

'  \JY(os)  dN  V(o,)45     dN  I 
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Die  hier  (links  und  rechts)  auftreleDden  vier  Integrale  sind  Potentiale, 
welche  theils  von  Doppelbelegungen,  theils  von  einrachen  Beleguogeo 
herrühren,  und  theils  auf  x^  theils  auf  ^  ausgeübt  werden.  Denh 
gemäss  mögen  dieselben  in  folgender  Weise  bezeichnet  werden: 


(8.) 


(9.) 


_    /•  8       dios) 


J  [OS 


i     dN 

JVios)  dN        ' 


Tds, 


/'  %      d{ov) 


Tdff, 


w;^f-M=:^äa. 


dT 

yjö&i    dH 


Alsdann  lautet  die  Formel  (7.)  folgendermassen : 

(«.)  VJ^)  {W,  +  i  F.)  =  VRj  {W'^  +  i  Ff) . 

Leicht  übersieht  man   nun,    dass    zwischen   diesen   Potentialen 
noch  eine  zweite  Relation  stattfindet.     Offenbar  ist  nämlich 

—^  =  cos  (N,  OS]  =        cos  (iV,  sq)  , 
-j^  =  cos  (N,  oa)  =  —  cos  (N,  ao)  , 

wo  in  der  ersten  Formel  q  den  unendlich  fernen  Punkt  des  von  o 
ausgehenden  Strahles  {os)  vorstellen  soll.  Nun  sind  aber  die  von  i 
ausgehenden  Richtungen   N  und  sq   conjugirt   zu    den   von  a  aas- 


Fig.  7. 

gehenden  Richtungen  N  und  ao.     Folglich    ist   nach    dem  Salze  der 
Aehnlichkeit  (Seite  365): 

Winkel  (iV,  «5)  =  Winkel   (N,  ao). 

Bezeichnet  man  den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser  Winkel  mit  *? 
so  ergiebt  sich  also: 
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imA\  d{os)  f.  dlOff)  ö 

Olitbin: 

J      (05)*  «/     (o<r)* 

Demgemäss  sind  V^  und  V^  Potentiale  gewisser  einfacher  Belegungen, 
deren  Dichtigkeiten  D^  und  A„  der  Relation  entsprechen: 

Und  hieraus    folgt    [mit   Hinblick   auf  Seite  402"^)],    dass   zwischen 
diesen  Potentialen  die  Beziehung  obwaltet: 

(8.)  VM  V^  =  ^  VM  V'^ . 

I    Dies  ist  die  gesuchte  zweite  Relation. 

Eliminirt  man  aus  den  beiden  Relationen   (^.),   ($.)   einmal   V^^ 
das  andere  Mal   V^ ,  so  folgt : 

(6.)  vj^)  Wx  =  VW)  i^vi  +  f;o , 

Diese  Betrachtungen  vorangeschickt,  stellen  wir  uns  nun  folgende 

Allgemeine  Aufgabe:  Die  Fläche  s  sei  versehen  mit  einer  will- 
kürlich gegebenen  Massenbelegung  L,  die  ganz  nach  Belieben  einfach 
oder  doppelt^  oder  gemischt^^)  sein  kann.  Es  soll  der  correspon- 
Freuden  Fläche  a  eine  Massenbelegung  A  von  solcher  Art  zuertheilt 
werden,  dass  die  von  L  und  A  auf  correspondirende  Punkte  x  und  | 
►  ausgeübten  Potentiale  F^  und  <t>|  der  Relation  entsprechen: 


Diese  Aufgabe  kann  man  leicht  lösen  mit  Hülfe  der  Relationen  ($[.), 

(8.),  (£.).  (®-).  ^^obei  die  in  (8.),  (9.),  (10.),  (11.)  angegebene 
Bedeutung  der  Potentiale  V,  W  und  F,  W  im  Auge  zu  behalten 
ist.     Um  genauer  hierauf  einzugehen,    unterscheiden   wir  drei  Fälle. 

(I.)  ....  Die  Belegung  L  sei  eine  einfache.     Alsdann  wird   die  ge- 
suchte Belegung  A  ebenfalls  einfach  sein.     Die  nähere  Be- 


*)  Es  kommen  dabei  namentlich  die  dortigen  Formeln  (l-a),    (^-a)    in  Be- 
tracht; and  zwar  hat  man  in  diesen  K  =  \   und  K  =  —  I   zu  machen. 

**)  Unter   einer  gemischten  Belegung  soll    eine    solche    verstanden    werden, 
welche  sich  ergiebt  durch  Superposition  einer  einfachen  und  einer  DoppeM 
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Stimmung    von  A  ist   zu  bewerkstelligen    mittelst   der    Relation  ($.;,    1 
welche  durch  Substitution  der  Werthe  (H.)   übergeht  in: 

,/- TT     /•  ?J  cos  ^    »,    ,  i/T-vT    /*8  COS  *  -r     . 

Und  hieraus  folgt  sofort,  dass  die  beiden  Belegungen  L  und  Adle 
vorgeschriebene  Relation  (12.)  erfüllen  werden,  sobald  man  ihren 
Dichtigkeiten  D  und  A  die  Werthe  zuertheilt: 

(Off)  5 

wo  §  eine  beliebige  Function  sein  kann.  Mit  andern  Worten:  Der 
gestellten  Anforderung  wird  entsprochen  werden,  sobald  man  die 
Dichtigkeiten  I)  und  A  der  Belegungen  L  und  A  der  Relation  üd- 
terwirfl  : 

(La)  [os]^  D  ^  (oa)^  A. 

Etwas  kürzer  hätte  man  zu  diesem  Resultat  gelangen  können  durch 
Anwendung  eines  früher  (Seite  402)  besprochenen  Satzes. 
(II.)  .  .  .  Die  Belegung  L  sei  eine  doppelte^  und  ihr  Moment,  ge- 
rechnet in  der  Richtung  der  Normale  iV,  sei  =  3/.  Als- 
dann wird  die  gesuchte  Belegung  A,  wie  aus  ((£.)  folgt,  im  All- 
gemeinen eine  (jeinischlc  sein,  also  zusammengesetzt  sein  aus  einer 
einfachen  Belegung,  deren  Dichtigkeit  A  heissen  mag,  und  aus  einer 
l)oppelbel(»gung,  deren  Moment,  gerechnet  in  der  Richtung  der  Nor- 
male N,  mit  M  bezeichnet  werden  mag.  —  Denkt  man  sich  M  gege- 
ben in  der  Gestalt 

Vios] 

wo  5  eine  beliebige  Function  vorstellt,  so  kann  man  die  Werthe 
der  zu  bestimmenden  Grössen  M,  A  unmittelbar  entnehmen  aus  den 
Formeln   (&.),   (8.),    (9.).     Man  erhält: 


A  =       S       d{oü)_ 

(Od)" 


i      dN 


Es   bestimmen    sich    also,    falls   man  g  eliminirt,  die  Grössen  M,  A 
aus  M  mittelst  der  Formeln: 
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sei    erinnert,   dass  die  Richtungen  N  und  N,    in  welchen  die 
jnte  M  und  M  gerechnet  sind,  conjugirte  Richtungen  sind. 

.  .  .  Die  Belegung  L  ist  eine  gemischte.     Alsdann  wird  die  ge- 
suchte Belegung  A  im  Allgemeinen  ebenfalls  eine  gemischte 
Und    wie    man   dieselbe   zu    finden  vermag,  bedarf  nach  Ab- 
ung  der  Fälle  (1.)  und  (II.)   keiner  weiteren  Erläuterung. 

Specieller  Fall.  —  Wir  wollen  die  Fläclun  s  und  a  mit  ein- 
zusammenfallen  lassen,    also   identisch  werden  lassen  mit*der 
lenen    Kugelfläche    (o,  //) ,    resp.    mit    einem    Theil    derselben, 
nn    wird    [os]  =  [oa)  =  //,     und     0  =  0*)    (vgl.    die    Figur 
406);    sodass   also   die  Formeln  (11.)   und   (9.),    falls  man  zur 


rzung 


folgende  Gestalt  annehmen : 

r,  =     JfTds,  V,^-Cflda, 

W.  =  HfflIjds,         W.^Hff^lda. 

bemerkt  man,  dass  im  gegenwärtigen  Specialfall  ds  =  da  ist, 
lie  Richtungen  N  und  N  einander  entgegengesetzt  shid.  Hingegen 
jn  T  und  T  wesentlich  von  einander  verschieden;  denn  T 
jentirt  die  reciproke  Entfernung  irgend  eines  Punktes  x  vom 
mte  ds  =i  da^  während  T  die  reciproke  Entfernung  des  con- 
m  Punktes  f  von  jenem  Element  bezeichnet.  Somit  folgt  aus 
,  (15.),  dass  die  Functionen  V^,  W^  in  Bezug  auf  den  Punkt  a? 
i  ebenso  gebildet  sind,  wie  die  Functionen  V|,  W'^  in  Bezug 
,  —  abgesehen  von  den  entgegengesetzten  Vorzeichen.  In 
'hat  ist: 


*)  ^  gehl  über  in  0 ,    und    gleichzeitig   verwandelt    sich   N  in    die  ätissere, 
I  in  die  innere  Normale  der  Kugeldäche  (o ,  H). 
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Eliminirt   man   V,    W   mittelst   dieser  Formeln    (16.),   (17.),  so  ge- 
winnen die  Relationen  (91.),   (^B.) ,  ((£.),   (®.)  die  Gestalt: 


(SB.)  V{ox)  F,  =  -4-V(o?)  F^, 


(6.)  y  [ox]  Wx  -4-  V(o?)  in=  -  V{o?)  Ff  , 


(®.)  V  (occ)  IF,  +  V(o^)  TF^=  -  V(o^  r, . 

fliese  Relationen  (91.) ,  (93.) ,  ((£.) ,  (®.) ,  von  denen  zwei  eine  un- 
mittelbare Folge  der  beiden  andern  sind ,  finden  also  stall  für  je  2m 
Punkte  X  und  f ,  die  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Kugelfläche  (o,  ff) 
zu  einander  conjugirt  sind.  Dabei  bezeichnen  Vj^,  V^  und  W,,  % 
gewisse  auf  jene  Punkte  ausgeübte  Potentiale,  Und  zwar  rühren  V,,  Vi 
her  von  einer  auf  der  Kugelfläche  ausgebreiteten  einfachen  Belegung^ 
deren  Dichtigkeit  f  in  ganz  beliebiger  Weise  gegeben  ist  [vgl.  (14.)]; 
während  W^.,  W-  von  einer  auf  der  Kugelfläche  ausgebreiteten  Dop-  \ 
pelbelegung  herrühren^  deren  Moment,  gerechnet  in  der  Richtung  der 
äussern  Normale,  =  Hf  ist  [vgl.   (15.)]. 

Mit   Hülfe   der    Formeln    (91.) ,   (95.) ,   (&.) ,   (®.)    wird    man  die    ' 
allgemeine  Aufgabe  (Seite  407)  für  den  gegenwärtigefi  Specialfall  mil    ! 
Leichtigkeit   zu    lösen    im    Stande    sein.      Wir   begnügen    uns    damit, 
folgenden   Satz    [der   unmittelbar   aus    (III.)    Seite   409    sich    ergiebl 
hier  aufzuführen. 

Bezeichnet  s  eine  gegebene  Kugelfläche,  repräsetUiren  ferner  x 
und  S  2^w'e/  variable  Puncte,  die  in  Bezug  auf  die  Fläche  s  einander 
conjugirt  sind,  und  denkt  man  sich  endlich  die  Fläche  s  behaftet  mil 
einer  willkürlich  gegebenen  gemischten  Belegung  L,  so  mrd  man 
stet^  eine  gewisse  andere  gemischte  Belegung  A  der  Fläche  s  anzu- 
geben im  Stande  sein ,  von  solcher  Beschaffenheit ,  dass  die  von  L  und  A 
resp,  auf  x  und  |  ausgeübten  Potentiale  F^  und  <t>^  der  Relation  eni- 
sprechen  : 


(18.)  V(ox)  F,=  V(o^)(t)^; 

wo  0  den  Mittelpunkt  der  Fläche  s  bezeichnet. 

Beschränkt  sich  die  gegebene  Belegung  L  auf  einen  Theil  der 
Kugelfläche  s  (z.  B.  auf  eine  Calotte  derselben) ,  so  wird  sich  die 
zugehölige  Belegung  A  beschränken  auf  eben  denselben  The  iL  — 
Von  diesem  Satz  wird  späterhin  Gebrauch  gemacht  werden. 
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Beiläufige  Bemerkung.  —  Lässt   man,    was  die   Relationen 

1),  (33.),  (£.) ,   {®.)  betrifft,    die  Punkte  x  und  |  miteinander  zu- 
immenfallen ,  also  identisch  werden  mit  irgend  einem  auf  der  Kugel- 
iche  (o,  //)  gelegenen  Punkte  «,  so  folgt  aus  (5).):    W,+  W,=:  —  V,, 
ier,  genauer  ausgedrückt: 
9  ^  W'    ^  w     SS  ^  V 

0  W,,  und  W^,  diejenigen  Grenzwerthe  vorstellen,  gegen  welche 
as  auf  einen  variablen  Punkt  bezogene  W  convergirt,  sobald  man 
lesen  Punkt  von  Innen,  resp.  von  Aussen  her  dem  Punkt  s  unend- 
:\i  nahe  rücken  Idsst. 

Zwischen  denselben  Grenzwerthen  findet  aber   nach   einem   all- 
3meinen  Satz*)  auch  folgende  Relation  statt: 

0  fi  das  Moment  der  dem  Potential  W  zu  Grunde  liegenden  Dop- 
ilbelegung  vorstellt,  dieses  Moment  gerechnet  in  der  Richtung  der 
nem  Normale.  Nun  haben  wir  das  Moment  jener  Doppelbelegung, 
(rechnet  nach  der  Richtung  der  äussern  Normale,  mit  Hf  bezeichnet, 
gl.  (15.)].     Folglich  ist  /i  =  —  Hf^  mithin: 

js  (19.),   (20.)  erhält  man: 

I.)  2W,s  =  -  Vs-i7tHf,, 

d  diese  Formeln  lassen  sich  leicht  controliren  durch  Anwendung 
f  den  speciellen  Fall  /*  =  1 .     Denn  in  diesem  Falle  wird : 

d  ferner  **) : 

Wi  =  —  iTtll  j  mithin  auch:    Wis  =  —  4^^, 
Wa  =  0 ,  mithin  auch  :    Wa « =  0  ; 

d  durch  diese  Werthe  wird  in  der  That  den  Relationen  (21.),  (22.) 
nüge  geleistet. 


*)  Vgl.   mein  Werk  über  das  Logarithmische  und  Newton*sche  Potential  (Teub- 
T  1877),   daselbst  Seite   UO,   Formel   (48.   &), 

**)  1.  c.   Seite  134;    wobei  zu  beobachten   ist,    dass   im   gegenwärtigen  Fall 
»s  Moment  /t  =  —  Hf  ist. 
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§  3. 

Die    Vertheilung    der    Elektricität    auf    einer    Kreisfläche 
(d.  i.  auf  einer  unendlich  dünnen  Ereisscheibe) ,  falls  keine 

äussern  Kräfte  einwirken. 


Man  kann  bekanntlich  die  unendlich  dünne  Kreisscheibe  als  Grenz- 
fall  eines  abgeplatteten  Rotationseilipsoides  ansehen,  und  auf  diese 
Weise  z.  B.  diejenige  Vertheilung  ermitteln,  welche  eine  der  isolirien 
Kreisscheibe  raitgetheilte  ElektriciUitsmenge  itf  in  dem  Falle  annehmen 
wird,  dass  keitie  äussern  Kräfte  einwirken.  Und  gleichzeitig  kann 
man  auf  diesem  Wege  auch  das  Potential  F  finden,  welches  jene 
Elektricitätsmenge  M  während  der  genannten  Vertheilung  auf  einen 
variablen  Raumpunkt  ausübt.  —  Diese  bekannten  Betrachtungen,  auf 
welche  ich  mich  hier  nicht  näher  einlassen  will,  führen  zu  folgen- 
den Sätzen. 

Erster  Satz.  Denkt  man  sich  einen  Punkt  a  beweglich  länj$ 
der  geometrischen  Axe  der  Kreisscheibe ,  so  wird  das  auf  diesen  Punkt « 
ausgeübte  Potential  F„  proportional  sein  mit  demjenigen  Winkel^  ufder 
welchem  der  Radius  der  Kreisscheibe ^  von  a  aus  gesehen^  erschätU*]. 
Bezeichnet  man  also  jenen  Radius  mit  (o  d) ,  und  den  eben  genamlen 
Winkel  {oad)  mit  t^,  so  ist: 

(1.)  Fa=^C&, 

wo  C  eine  Consianie  vorstellt, 

Lässt    man   «   längs   der  Axe   der   Kreisscheibe    ins  Unendliche 

M  M 

rücken,   so   muss   F„  =  ^,   d.  i.  =  - — :  werden,  wo  3f  die  aufdef 

'  "  n  '  [Ott)  ' 

Kreisfläche  vorhandene  Elektricilätsmenge,  und  R=z[oa)  die  iinend — 
lieh  grosse  Entfernung  des  Punktes  p  von  o  vorstellt**).    Für  diesec»^ 

Fall  des  unendlich  fernen  Punktes  p  seht  aber  &  über  in  — ,  wo — 

durch  unsere  allgemeine  Formol  (1 .)  die  Gestalt  gewinnt  F^  =  -^    - 

Vergleicht  man  diesen  Werth  mit  dem  vorhin   gefundenen,  so  folgr^ 
sofort:   3/=  C{od)^  d.  i. 

^  {od)  B  ' 


*)    Dieser  Definition  zufolge  bleibt  der  Winkel  S-  stets   zwischen  den  Gren- 
zen 0  und  -^  jc  . 

**)   Vgl.   die  Seite  414. 
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WO  B  =  (o  d)  der  Radius  der  Scheibe  ist.  Nachdem  in  dieser  Weise 
die  Constante  C  gefunden  ist,  kann  man  leicht  auch  den  speciellen 
Werth  finden,  welchen  F  im  Punkte  o  (d.  i.  im  Mittelpunkt  der 
Scheibe)  besitzt.  Lässt  man  nämlich  in  (1.)  den  Punkt  a  nach  o 
wandern,  so  verwandelt  sich  t^  in  J^tt;  und  man  erhalt  also: 

M.b)  Fo  =  ^C7c. 

Zweiter  Satz«  Die  Flächen  F  =  ComL  (d.  i.  die  sogenannten 
Niveauflächen)  sind  dargeslelU  durch  diejenigen  Ellipsoidßächen ,  welche 
die  gegebene  Kreisscheibe  zur  gemeinsamen  Brennebene  haben.  Legt 
UMWi  also  z.  B,  eine  solche  Ellipsoidf lache  *)  durch  den  Ptmkt  a ,  so  wird 
das  auf  irgend  einen  Punkt  f  dieser  Fläche  atisgeiible  Potential  F- 
gl^chgross  sein  mit  F^.     Also 

(2.)  F^^Fa=C^, 

Mittelst  dieser  Sätze  ist  man  das  Potential  F  für  jeden  beliebigen 
Raumpunkt  anzugeben,  und  folglich  auch  die  elektrische  Dichtigkeit  auf 
der  Scheibe  zu  berechnen  im  Stande.  Wir  werden  nun  im  Folgenden 
zeigen,  wie  man  von  der  Kreisscheibe  aus,  mittelst  der  Methode  der 
reciproken  Radien  und  unter  Anwendung  der  peripolaren  Coordinaten, 
zur  Lösung  der  analogen  Aufgabe  für  eine  beliebige  Kugelcalotte  ge- 
langen kann.     Zu  diesem  Zweck  ist  zunächst  die 

Einführung  der  peripolaren  Coordinaten  in  die  Formel 
(1)  erforderlich.  Es  handelt  sich  also  darum,  das  Potential  Ft  (2) 
auszudrücken  durch  die  peripolaren  Coordinaten  A,  w,  y,  TT  des 
Punktes  £,  diese  Coordinaten  bezogen  gedacht  auf  die  gegebene 
Kreisfläche. 

Sind  d  und  e  diejenigen  Punkte,  in  denen  der  Rand  der  Kreis- 
scheibe von  der  iMeridianebene  des  Punktes  f ,  resp.  der  Fortsetzung 
derselben  geschnitten  wird,  so  ist: 

Gleichzeitig  ist  (f  derjenige  Winkel,  unter  welchem  die  Meridianebene 
ies  Punktes  g  gegen  irgend  eine  feste  Meridianebene  geneigt  ist. 
[Jnd  endlich  bezeichnet  fo  die  Inclination  einer  über  dem  Kreisrande 
lebenden  und  durch  f  gehenden  Kugelcalotte,  d.  i.  denjenigen  Win- 
el,    unter  welchen   diese  Calotte  gegen  die  obere  Seite  der  äussern 


*)   Vgl.  die  Figur  Seite  i\i 
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Grundfläche  geneigt  ist.     Demgemäss  ergeben  sich  die  Formeln    (vgl. 
Seite  373): 

(l«J)  = 


2BA 


(*•) 


(|e)  = 


n 


V«  -  SAcostü  +  X* 

«B 

yi  -  «A  cos  Ol  +  A«' 

«Bl/T 


WO  B  =  (o())  den  Radius  der  gegebenen  Kreisscheibe  vorstellt. 

Beschreibt  man  in  der  Meridianebene  des  Punktes  t  eine  durch 
£  gehende  Ellipse   mit  den  Brennpunkten  d\  e,  und  bezeichnet  man 


Fig.  8. 

den  Punkt,  in  welchem  diese  Ellipse  von  der  Axe  der  Kreisscheibe 
geschnitten  wird,  mit  a,  so  ist  nach   (S.) : 
(5.)  F^  =  Fa  =  C^, 

wo  S^  =  {oad).  Um  nun  dieses  &  durch  die  peripolaren  Coordinaten 
A,  CO,  (p,  TT  des  Punktes  f  auszudrücken,  notiren  wir  zunächst  die 
aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  oad  sich  ergebende  Gleichung: 

^  (o«)2         (ocfj«  -  (ocf)«  ""   {«<f^2  -  B«' 

Diese  Gleichung  aber  können  wir,  weil  in  der  von  uns  construirlei 
Ellipse  die  Summe  der  Brennstrahlen  für  den  Punkt  a  eben  so  gros; 
wie  für  den  Punkt  f  sein  muss,  mithin  2(«d)  =  (fd)  -+-  (ße)  ist 
auch  so  schreiben : 

tg2^  = 


k  B2 


[(|<fj  +  (|£j]2-  4B«' 
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5r,  indem  wir  für  (fri),   (ff)  die  Werthe  (4.)  substituiren ,  auch  so: 

1  -iAcosai4-A2 

iraus  endlich  folgt,  weil  //seiner  Definilion  nach  zwischen  0...  Jtt 
;l  (vgl.  die  Note  Seite  412),  mithin  lg  />  stets  positiv  ist: 


^  ^  =  ai,s  (V*  - '} '""'  -  *  ^n , 

\        2  VA  .  cos  4  Ol       / 

*r,  was  dasselbe*) : 

.      ci         >/<  -  2  Ä  cos  Ol  +  Ä« 

lg  ^    =    ^ =z , 

%y  X  .  abs  (cos  4  o>) 

hin: 


(0. .  TT)  \  2  V  X  .  abs  (cos  {to)l 


das   Zeichen  Arctg   andeutet,   dass   der   Werth    dieser    Function 

s  zwischen  den  Grenzen  0  .  .  .  ;r  gerechnet  werden  solP*). 
Substituiren  wir  endlich    den  Ausdruck  (7*.)  in   (5.),   so   haben 
unsere  Aufgabe  gelöst,    nämlich  F^  ausgedrückt   durch  die  peri- 

iren  Coordinaten  A,  to,  y,  TT  des  Punktes  f. 

Bemerkung«  —  Von  Wichtigkeit  für  den  weitern  Fortgang  unr- 
?r  üntermchungen  ist  es,  dass  man  in  den  Formeln  (6.),  (7.)  das 
chen  abs  vermeiden  kann,  mittelst  einer  besondern  Festsetzung  über 
Rechnung  von  w.  Um  solches  näher  darzulegen,  betrachten  wir 
Gesammtheit  der  über  dem  gegebenen  Grundkreise  (d.  i.  über  dem 
ide  der  Kreisscheibe)  stehenden  Kugelcalotten,  von  denen  jede 
itimmt  wird  durch  ihre  Inclination  w  (vgl.  die  Figur  Seite  368). 

Offenbar  wird  man  all'  diese  Calotten  erhalten,  wenn  man  cd 
1  0  bis  äl;r  wachsen  lässt;  sodann  wird  man  all'  diese  Calotten 
D  zweiten  Mal  erhalten,  wenn  man  w  weiter  von  27r  bis  47r 
chsen  lässt;  u.  s.  w.  Andererseits  kann  man  all'  diese  Calotten, 
och  in  umgekehrter  Aufeinanderfolge,  auch  dadurch  erhalten,  dass 


*)   Unter   dem    Zeichen  V  U  soll    nämlich    in    dieser   Abhandlung    stets   die 
live  Wurzel  von  U  verstanden  werden. 
**)   Die  so  defmirte  Function: 

Arctg  (F) 

(0  .  .  TT) 

1  oflenbar,  falls  ihr  Argument  V  positiv  ist,  stets  zwischen  den  Grenzen 
.  .  ^-TT  liegen.  —  Ist  ferner  W  eine  ganz  beliebige  (positive  oder  negative) 
sse,  80  wird  die  Gleichung  stattfinden: 

Arctg  (W  -h  Arctg  (—  IV)  =r  tt. 

{0  .  .  Jt)  (0  .  .  71) 

Ibhandl.  d.  K.  S.  Oeeellacb.  d.  Wisnensrli.  XX.  t9 


416  Carl  Neumann, 

man  o)  von  0  bis  — gjr  abnehmen  Uisst,  und  von  Neuem  erhallen, 
indem  man  co  weiter  abnehmen  lässt  von  —  in  bis  —  in;  u.  s.  w. 

Für  unsere  Zwecke  ist  es  angemessen,  diese  schrankenlose  Will- 
kür zu  beseitigen,  nämlich  bei  der  Rechnung  von  a>  die  gegebetie 
Kreisfläche  als  eine  Scheidewand  feslzusetzen ^  welche  nicht  überschritten 
werden  darf.  Alsdann  können  wir  die  Gesammlheit  jener  CaloUen 
nur  nocli  dadurch  erhalten,  dass  wir  (o  von  0  bis  tt  wachsen,  und 
andererseits  von  0  bis  —  tt  abnehmen  lassen.  Und  zwar  wollen  m 
das  in  solcher  Weise  beschränkte  o)  durch  das  Zeichen  [«]  andeuten*). 

Dieses  eingeschränkte  [w]  liegt  stets  zwischen  —  ;r  .  •  .  +  jr, 
mithin  J  [w]  stets  zwischen  —  ^tt  .  .  .  +  J  tt;  und  hieraus  folgt, 
dass 

(A.) cos  \  [lü]  stets  positiv  ist. 

Das    iiiibeschrünkte    co   steht    zu    dem    beschränkten    [o)]    in  der  Be- 
ziehung : 

(B.)  w  =  [co]  -^^Ntt, 

WO  N  eine  unbestimmte  (|)osilive  oder  negative)  ganze  Zahl  vorslelll. 
Hieraus  folgt: 

(C.)  cos  J  r(i  =  Hh  cos  ^  [co]  , 

also  mit  Rücksicht  auf  (\.) : 

ff).)  ;ihs  (cos  \oj)  =  cos  J[w]. 

Demgcmiiss  kann  man  die  FoimcOn  ((>.),  (7.)  folgendermassen  schreiben: 

(8.)  Itr    />    = 

(9.)  •        />  = 

Subsliluirl   man  endlich  diesen   Werlh   von    'I  in    die  Formel  fr).),  ^^ 
(blgt  mit  Rücksicht  auf  (4.): 

(10.)        F:  =  C,  Arcm  (>^-  ^^-^^-i-  ^^  c.  Arcl^  /         ^      )  • 

(()...;)  \      2y  ;i  .  cos^fcu:      /  (0..ij  \TTo«s  äiüii/ 

*)  Mail  kann  sicli  aiicli  so  ausdrücken :  Die  [nclination  co  hat  für  jeden 
tj;cgcboneii  Rauinpunkl  ^  iinemllicli  viele  Wcrthe,  die  von  einander  vers<*hieden 
sind  um  f^anzc  Vioifaclie  von  2//,  und  ist  also  zu  bezeichnen  als  eine  ri>/(/«/«!^' 
Function  von  ^.  Dein  gej^'enüber  soll  unter  dem  eingeklammerten  [cti]  diejenige 
eindentiffc  Function  von  S  verstanden  werden,  in  welche  co  sich  verwaudell,  so- 
bald man  die  h'reis/lächc  als  eine  nicht  zu  überschreitende  Scheideirand  [oder, 
nach  Kiemann,  als  einen  nicht  zu  überschreitenden  Querschnitt  ansieht] ,  und  alj^ 
Anfanj^swerlh  der  Function  auf  der  äussern  Grundllache  den  Werlh   0  festsetzt. 


V 

1  - 
•cli^ 

2  X  cos 

i  .  cos 

/y t  - 

ü)  4- 

~iX 

I. 

J 

Ai 

(0. 

cos 
cos 

0) 

VeRTIIEILI!NG    der    KLEKTHir.lTÄT    AI'F    EINER    KlIGELC ALOTTE.  4l  7 


§  *• 

e  elektrische  Vertheilung  auf  einer  Kugelcalotte  für  den 
Fall,  dass  keine  äusseren  Kräfte  einwirken. 

Die  bisher  betrachtete  Kreisscheibe  mag  durcli  stetige  Unifor- 
iDg  in  irgend  eine  der  confmen  Kugelcalotten^),  z.  B.  in  die 
lotle  o  (Fig.  Seite  418),  umgewandelt  werden.  Und  hiemit  gleich- 
iii?  mag  die  Function  Fi  (10.)  in  eine  andere  Function 


.! 


U^  =  c   .  Arcti*  I  '^  I  =  C  .  Arctü  (- — — -1 


igewandelt  werden,  welche  von  jener  früheren  Function  F^  (10.) 
r  dadurch  sich  unterscheiden  soll,  dass  bei  Uechmmg  des  Winkels 
j  jelzl  nicht  mehr  die  Kreisfläche^  sondern  die  Kwjelc(doUe  a  als 
heidewand  dient  ■ '^) ,  Ist  z.  IJ.  die  Inclination  der  gegebenen  Kug(?l- 
otle  (1  =  In^  so  soll  \ro]  einerseits  wachsen  dürfen  von  0  bis 
',  andererseits  abnehmen  von  0  bis  —  ^^ir^  also  beschriinkt  sein  auf 
>  Werlhintervall  —  3^  •  -  -  +  5  ^t.  Ist  ferner,  um  ein  zweites 
ispiel  anzuführen,  die  Inclinafion  der  gegebenen  Calotle  a  =:  ^  tf 
e  Calotte  selber  also  eine  llalbkugi^l) ,  so  soll  \fo]  beschriinkt  sein 
'  das  Werthintervall   —  .J  tt     •  •  h-  ^  tt. 

Bezeichnet  man  (Fig.  Seite  418)  die  Inclination  der  gegebenen 
oUe  amitw^,  und  sind  a,  h  zwim  durch  diese  ('.alotte  getrennte, 
ander  unendlich  nahe  Punkte,  so  wird  der  mit  [w]  bezeichnete 
nkol  für  diese  Punkte  a  und  b  verschiedene  Werthe  haben.  Es 
hI  nündich 

für  a  :    [lo]  =  (d^  ,  milliiii :    cos  ^  [w]  =  cos  J  r'>„  , 

;iinj»egon   für  6:    \iü]  =  —   (2//  —  /fi„)  ,    mithin:    cos  l[io\  =  —  cos  J  o>,i . 

rnil  folgt  aus   (II.): 


*)   d.   i.   derjenigen  KugelcaloUcn,   welche  mit  der  Kreisscheihe  ein  und  deu- 
ten Rand  haben. 

**)  Man  kann  sich  aiicli  so  ausdrücken:  hi  der  voHiegenden  Formel  (H.), 
1  überhaupt  bei  der  gegenwärtigen  Belrnchlung  soll  unter  dem  eingeklammerten 
'  eine  eindeutige  Function  von  if  verstanden  werden,  und  zwar  diejenige,  in 
che  die  vieldeutige  Function  10  sich  verwandelt ,  sobald  man  die  gegebene  Ca- 
e  a  als  eine  nicht  zu  überschreitende  Scheidewand  ansieht,  und  als  Anfangs- 
Ih  der   Function  nuf  der  äussern  Grunddäche  den  W^erth   0   festsetzt. 

29* 
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U„=  C  ■  Arctg  /= — —. — ) 
(0..«,  \n.'osia.J 


tlt  =r  C  •  Arctg  (-         °        \ 


WO  TT^  =  TTj,    weil   a  und  fe   einander  unendlich  nahe  liegen.    Aus 
diesen  beiden  Formeln  folgt  daher  sofort*): 

(11.  a)  Ua'¥-  C/6=  Ctt. 

Die  physikalische  Bedeutung  von  U^.  —   Diese  Function 
U^  (11.)    ist  entstanden    aus  der   früheren   Function    F^   (^0.);  und 


Fig.  9. 


man  orkonnl  leicht,  dass  sie  dieselben  Potential  -  Eigenschaften  wi^ 
jene  besitzt,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Unsteiigkeilsßche 
der  F'unction  U^  und  ihrer  Ableitungen  nicht  mehr  die  Kreisfläche, 
sondern  die  Calotte  o  ist.  Folglich  kann  die  Function  U^  angesehen 
werden    als    das   Potential   einer    auf   der  Calotte   a   ausgebreiteten 


♦)   Vgl.   die  Note  Seile  415. 
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beleguDg,  welche  im  Allgemeinen  zusammengeselzl  sein  wird 
ler  einfachen  und  einer  /)opj)e/- Belegung.  Wie  aber  diese 
lg  L  auch  beschauen  sein  mag,  immer  wird  man  (zufolge 
tzes,  Seite  410)  eine  zweite  Belegung  A  der  Calotte  a  sich 
en  können  von  solcher  Beschaflenheit,  dass  die  von  L  und  A 
3ten  Potentiale  U  und  Q  der  Relation  entsprechen: 


izeichnet  £  (nach  wie  vor)  einen  beliebigen  Raumpunkt,  und 
Spiegelbild  in  Bezug  auf  die  Calotte  a.  Ausserdem  bezeichnet 
räumlichen  Mittelpunkt  der  Calotte  a, 

jrtauscht  man  in  der  Formel  (A.)  die  Punkte  f  und  {'  mit 
»T,  so  erhält  man: 


man  ferner  in  diesen  Formeln  (A.),  (B.)  für  f,  f'  die  Punkte 
Mgur  Seite  418),  so  folgt: 


V(,ta.)  Ua  =  y(^b)  Qft, 


Vifib)  U,  =  V(/ia)Q«, 
veil  (//a)  =  (j.tb)  ist: 

^«  =  06, 

näss  kann  die  Formel  (1 1 .  a)  auch  so  geschrieben  werden : 

ich  so: 

f/ft  +  Qe,  =  Crt, 

i  Vi  und  Q|  diejenigen  Potentiale  sind,  welche  zwei  auf  der 
(j  ausgebreilete  Müsscnbelegungen  L  und  A  auf  den  Punkt  f 
i,  so  ist  oifenbar 

U^  +  Q| 
^e  Potential,  welches  von  beiden  Belegungen  zusammenge- 
n  ausgeübt  wird.  Jene  Belegungen  L  und  A  sind  nicht  näher 
L;  und  wir  haben  also  vorläufig  den  Ausdruck  (J.)  zu  be- 
n  als  ein  Potential,  welches  auf  den  variablen  Punkt  f  aus- 
rvird  von  einer  gewissen  unbekannten^  auf  der  Calotte  o  am- 
^en  Belegung,    üieses  Potential  besitzt  aber,  wie  aus  (G.)  und 
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(H.)  ersichtlich,  auf  der  Calotle,  und  zwar  auf  beideti  Seilen  der 
Calotte  ein  und  den^^elben  conslanlen  Werth^  nämlich  den  Werth  Cn. 
Hieraus  folgt,  dass  jene  unbekannte  Belegung  eine  einfache^  und 
zugleich  auch  diejenige  ist,  welche  dem  elektrischen  Gleichgewicht 
entspricht. 

Mit  andern  Worten:  Denkt  man  sich  die  (jalotte  a  als  eine  isolirie 
leitende  Flache^  die  mit  EMUricität  geladen  und  dei*  Einwirkung  änsmer 
Kräfte  entzogen  ist ,  so  wird  da^  von  dieser  Calotle ,  nuch  EintriU  de* 
Gleichgewichtszustandes^  auf  irgend  einen  Punkt  £  ausgetlbte  elektrincke 
Potential  F^  den    Werth  besitzen: 

(12.)'  /<>  =  A' (l/|  + Q.)  , 

wo  K  eine  willkürliche  Constante  vorstellt.  Und  gleichzeitig  wird  ds- 
dann  dieses  Potential  auf  der  Fläche  g  den  Werth  KCn  besitzen; 
was  angedeutet  sein  mag  durch  die  Formel: 

(12.  a)  F=rKC7t. 

OHenbar  würde  es  Luxus  sein,  zwei  willkürliche  Constanteo 
(niimlich  Ä  und  C)  in  unsern  Formeln  beizubehalten.  Um  diesen 
Luxus  zu  beseitigen,  und  zugleich  eine  bessere  UebereiostimiDUDg 
mit  unsern  früheren  Betrachtungen  über  die  Kreisfläche  [vgl.  (I.b) 
Seite  413]  hervorzubringen,  setzcii  wir  /f  =  .J  ;  so  dass  also  die 
Formeln  (12.)  und  (12.a)  folgende  ilestalt  annehmen: 

(13.)  /<v  =  |(^/.H.Q.), 

(13.  n)  F  =  \  e.V. 

Weitere  Entwicklung  dieses  Potentiales  Ft,  —  Sub- 
stituirl  man  in  (13.)  für  Q  den  aus  (B.)  entspringenden  Werlli, 
so  folgt: 

(14.)  F.^liü.^'^'^uX 

und  hieraus  folgt  weiter,  wenn  man  für  U  seine  eigentliche  Bedeu- 
tung (11.)   substituirt: 

wo  TT',  [fo']  für  den  Punkt  f  dieselben  Bedeutungen  haben  sollen, 
wie  TT,   [ro]   für  |. 
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Bemerkung.  —  Es  bleibt  noch  übrig,  in  der  allgenioinen 
Formel  (15.)  den  Punkt  f'  und  die  ihm  zugehörigen  Grössen  (./ff'), 
n,  [©']  zu  eliminiren^  um  in  solcher  Weise  zu  einer  Formel  zu 
gelangen,  durch  welche  der  Potenlialwerlh  Ft  geradezu  als  Futwlion 
den  Punktes  f  (rosp.  seiner  Coordinalen)  dargestellt  wird. 

Bei  einer  solchen  Elimination  handelt  es  sich  unter  Anderm 
L  B.  auch  darum,  die  eiNgeldatnmerte  Grösse  [o/]  vom  Punkt  S'  ab- 
:Äe»,  und  direct  von  f  abhängig  zu  machen.  Diese  Aufgabe,  welche 
besondere  Schwierigkeiten  macht,  soll  im  folgenden  §  behandelt 
kverden. 

§  ö. 

Portsetzung.    Ueber  die  Inclinationen  und  gewisse  mit  den- 
selben zusammenhängende  Grössen. 

Wir  haben  unter  f ,  f'  zwei  beliebige  Punkte  verstanden,  welche 
iinander  conjugirt  sind  in  Bezug  auf  die  gegebene  Calotte  o,  also 
jvvei  Punkte,  deren  Inclinationen  co,  w'  der  Relation  entsprechen: 

1.)  w  ■+-  w '  =  2  Wo  ,    [niod  2  ;r)  , 

vo  oio  die  Inclination  der  gegebenen  (Kalotte  a  vorstellt.  Es  handelt 
ich  nun  hier  um  eine  genauere  Betrachtung  der  den  Punkten  f,  |' 
ugehörigen  eingeklammerten  Grössen   [fo],   \(f>'\. 

Will  man  [w]  erhalten,  so  hat  man  auf  der  äussern  GrundtlUche 

irgend  welchen  Punkt  j/  zu  markiren*),  und  von  g  aus  eine  belie- 

ige  Curve   nach   dem   Punkte  f   zu    legen,   jedoch   in    solcher  Art, 

ass  die  gegebene  Calotte  a  von  der  Curve  nicht  geschnitten   wird. 

iod 

üi  r^  Vi  y"»  •  •  •  ? 

ie  aufeinanderfolgenden  Punkte  dieser  Curve,  und  legt  man  dem 
unkte  g  die  Inclination  0  bei ,  so  ergiebt  sich  hieraus  (unter  Beob- 
chlung  des  Gesetzes  der  Stetigkeit)  in  eindeutiger  Weise  die  Incli- 
aiion  des  nächstfolgenden  Punktes  y,  sodann  die  von  y\  die  von 
"  u.  s.  w. ,  schliesslich  die  von  f.  Und  diese  letztere  reprüsentirt 
as  gesuchte  [co] ,  immer  vorausgesetzt,  dass  die  gegebene  (^.alotte  n 
on  der  angewandten  Curve  nicht  geschnitten  wird  (vgl.  die  Note 
eile  417). 


*)   Die  äussere  Grundfläche  G  ist  früher  genau  definirl  wurden;   vgl.  Seile  368. 
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Der  Punkt  jf  besilzt  aber  nicht  nur  denlnciinationswerthO,  :> 
unendlich   viele   Inclinationswerthe,   die   alle    von    der  Form 
sind,  wo  N  eine  positive  oder  negaüve  ganze  Zahl  vorstellt, 
man   nun    in  g   etwa   beginnen   mit   dem   Inclinationswerth    ( 
würden    sicli    in    den    folgenden    Punkten    y,  y\  /\  .  .  .  f 


Fig.   9  a, 


ergeben,   die  durchweg  um  ütt  grösser  sind,    als  die  vorliin 
denen.     Während  also  vorhin  der  Anfangs-  und  Endwerth  di 

0     und     [lo] 

repräsentirt   waren,    werden   dieselben   gegenwärtig   dargestel 

durch 

6  /r     und     [cj]  ■+-  6  /r. 

Wie  dem  auch  sei,  —  deutlich  tritt  zu  Tage,  dass  de 
wachs  der  Inclinalion  bei  Durch laufinnj  der  Curve  im  eine 
im  andern  Fall  demelben  Werth  hat,  nUmlich  =  [0)1  ist.  A 
Satz: 
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.)  .  .  .  Die  einend  gegebenen  Raumpunki  f  vnlsprechende  Grösse  [ot] 
repräsetUirt  denjenigen  Zuwachs^  welchen  die  IncUnation 
längs  einer  Curve  erfährt^  die  von  irgend  einer  Stelle  der 
äussern  Grundfläche  auf  beliebigem  Wege^  jedoch  ohne  die 
gegebene  Calotle  o  zu  durchschreiten^  nach  f  geht. 

Oder,  ein  wenig  anders  ausgedrückt: 
Die   dem   Punkte   £   entsprechende   Grösse   [co]   bestimmt  sich 
durch  die  Formel: 

[IIa)  [io]  =  /dw, 

9 

wo  g  einen  beliebigen  Punkt  der  äussern  Grundflävhe  G  vor- 
stellig  und  die  Integration   über  irgend  welche  von  g  nach  f 
gehende  und  die  gegebene  Calotle  o  nicht  schneidende  Curve 
hinzuerstrecken  ist. 
Analoges  gilt  natürlich  von  [co']  in  Bezug  auf  |';  und  es  ist  also: 

r 

(W.)  [io']=fdio\  *) 

ff 

^0  die  Integrationscurve  wiederum  eine  ganz  beliebige  Gestalt  haben 
1^00 ,  nur  mit  der  Einschränkung,  dass  sie  die  gegebene  Calotle  o 
^cht  schneiden  darf. 

Ablösung  der  Grösse  [w']  vom  Punkte  {'.  —  Wir  wenden 
Uüs  jetzt  zu  der  am  Ende  des  vorhergehenden  §  genannten  Auf- 
gabe. Zu  diesem  Zweck  wollen  wir  uns  die  Punkte  f,  f'  in  be- 
liebiger Bewegung  begriffen  denken,  jedoch  der  Art,  dass  sie  stets 
^u  einander  conjugirt  bleiben  in  Bezug  auf  die  gegebene  Calotte  a, 
Jeren  Centrum  mit  /t,  und  deren  Radius  mit  A  bezeichnet  sein  mag 
Figur  Seite  422).  Alsdann  werden  f,  S'  in  jedem  Augenblick  mit 
^   ia  gerader  Linie  liegen,  und  der  Gleichung  entsprechen: 

W'ird  also  in  irgend  einem  Augenblick  (//  {)  =  A ,  so  wird  in  diesem 
-Augenblick  (^f')  ebenfalls  =  A  werden.    Mit  andern  Worten:  Durch- 


*)   Ob    man   dio   längs   der  Curve  g  .  .  .  ^'  anwachsende  Inclination  mit  ci>, 

oder  mit  (o',  oder  mit  irgend  welchem  andern  Buchstaben   benennt,    ist  natürlich 

gleichgültig.     Und  man  könnte  also  in  der  Formel  (III.j  unter  dem  Integralzeichen 

statt  dio'  auch  dw  setzen.     Doch  wird  es  zweckmässig  sein,  die  Bezeichnung  so 

m  lassen,  wie  wir  sie  in  (III. ;  gewählt  haben. 


424  Carl  Nelimann, 

schreitet  der    Punkt  f   in    irgend    einem   Augenblick    die    gegebi 
Calotte  a,    so    wird   in   diesem  Augenblick   der  conjugirte   Punkl 
ebenfalls    die   Calotte    durchschreiten    (und    zwar  an    ebeudersel  /j^^ 
Stelle).     Umgekehrt  kann  man  sagen: 

(IV.)   ...    Ist   die  Bewegung  des   einen   der  beiden   Punkte   ^^  t   von 

solcher  Art^  dass  seine  Bahn  die  gegebene  Calotte  a  nir- 
gends durchschreitet^  so  wird  Gleiches  auch  gelten  von  der 
conespondirenden  Bewegung  des  andern  Pt^nktes, 

Ferner  wird  wJihrend  der  in  Rede  stehenden  Bewegung  in  jedem 
Augenblick  die  Formel  (1.)  statttinden,  d.  i.  die  Formel: 

(V.)  w'  =  2wa— w,   (mod  Stt); 

aus  dieser  aber  folgt,  dass  für  jedes  Zeitelement  der  Bewegung  die 

DitTerentialgleichung  gilt: 

(VI.)  düß'  =  d{2(Oa  -  CO), 

wo  das  frühere  Zeichen  ^  in  =  übergegangen  ist*). 

LUsst  man  nun  den  Punkt  £'  von  g  aus  eine  ganz  beliebige, 
jedoch  die  Calotte  a  nicht  durchschreitende  Bahn  <;...£'  durch- 
wandern, und  bezeichnet  man  die  corres[)ondii*ende  Bahn  des  Punktes 
f  mit  A  .  .  .  f ,  so  ergiebt  sich,  falls  man  die  Gleichung  (VI.)  über 
alle  Zeitelemente  dieser  Bewegung  integrirt,    die  Formel: 

(Yll.)  fdio'  =  A/(2wo  -  w). 

g  h 

Da    die    Integrationscurve    g  ,  .  .  f    die    Calotte    a    nicht    schneideo 
soll,    so   ist   (las   Integral    links    identisch    mit   dem    Integrale  (III))    \ 
sodass    man   also   durch   Zusammenfassung   der  Formeln   (HI.), 
erhält: 

(Vlll.)  [w']  =  fdw'  =J'd(2(jJo  -  w), 

oder,  mit  Fortlassung  des  Zwischengliedes: 

s 

(IX.)  [w'l    =  fdi^lüa"   W), 


*)  Die  rechte  Seite  der  Formel  (VI.)  lautet:  dl^iOa-^w)  und  ist  aise, 
weil  io„  eine  gegebene  Conslante  vorstellt,  =  —  dw.  Trotzdem  wird  es  zweck- 
mässig sein,   diese  rechte  Seite  in  der  gewählten  Schreibart  zu  belassen. 
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er,    falls   man  Pur  den  hier  auflrelenden  Integral werlh  die  Abbre- 
atur  [2«o  —  0)]  einfuhrt: 

abei  sind  hinsichtlich  dieses  in  (IX.)  und  (X.)   auf  der  rechten  Seite 
ßhenden  Integrals  zwei  Dinge  im  Auge  zu  behalten. 

Erslens.  g  sollte  ein  beliebiger  Punkt  der  [lussern  Gründ- 
liche G  sein.  Folglich  wird  der  zu  g  conjugirte  Punkt  h  ein  be- 
ebiger  Punkt  sein  auf  der  zu  G  conjugirten  Calotle  //.  Die  Incii- 
alion  von  G  ist  ^0,  (mod  'in);  folglich  ist,  nach  (I.),  die  der 
alotte  U  eigenthUmliche  Inclination  ^  älco^,  (modaler).  Oder  ein 
'onig  anders  ausgedruckt:  Die  Inclination  w  der  Calotte  II  bestimmt 
ch  Diiltelst  der  Formel: 

ü.)  2  Wö  —  w  =  0  ,    (niod  2  7c) . 

Zweitens.  Die  in  (VUL),  (IX.)  vorhandene  Intogrationscurve 
...f  ist  die  zur  Curve  j/ .  .  .  f '  conjugirte.  Da  nun  diese  letztere 
iDz  beliebig  war  bis  auf  die  Beschrankung,  dass  sie  die  gegebene 
alolle  a  nicht  durchschreiten  sollte,  so  gilt,  zufolge  (IV.),  Gleiches 
ich  von  der  conjugirten  Curve  A  .  .  .  g. 

Somit  gelangen  wir  für  jenen  von  uns  mil  [äw^  —  o)|  bezeich- 
ten Inlegralwerth  zu  folgender  Regel:  Soll  das  einem  gegebetien 
lumpunkt  f  entsprechende  Integral  [2  o}„  —  co]  ermittelt  werden ,  so 
l  man  diejenige  Calotte  II  zu  comtruiren ,  für  welche  iw„  —  w  ein 
nze4i  Vielfaelies  von  2  ti  ist ,  auf  dieser  Calotte  einen  beliebigen  Punkt 
zu  markiren^  und  endlich  von  h  aus  irgend  eine  die  gegeboHe  Ga- 
te a  nicht  schneidende  Curve  nuch  dem  gegebenen  Punkte  f  zu  legen, 
nes  Integral  [2w„  —  lo\  ist  alsdann  de/inirt  durch  die  Formel: 

11.)  [2  Wo  —  w|  =  I  d[2lüa  —  10}  , 

h 

e  Integration  hinerstreckt  längs  der  genannten  Curve. 

Mit  andern  Worten:  Man  hat.,  nachdem  die  Calotte  II  und  der 
mkt  h  construirt  sind,  denjenigen  Zuwachs  zu  bilden.,  welchen 
e  Function  2  co„  —  o>  bei  Durchlaufung  der  genannten  Curve  erfährt, 
eser  Zuwachs   repräsentirt   alsdann   den   Werth  der  gesuchten  Grösse 

Wa  —  w] . 
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Diese   Regel    mag   hinforl   als   Definition    für  jede   eckig  ein 
klammerte   Grösse    [/'(w)]    angesehen    werden,   sowohl  dann,    w^aa 
die  Function  f{o))  =  2co^  —  co  ist,  als  auch  dann,  wenn  sie  irgeö«/ 
welchen  andern  Werth  hat. 

Bezeichnet  also  /'(o))  eine  gegebene  Function  der  Inclination  ro,  so 

soll  unter  der  einem  (jegebenen  Raumpunkt  S  entsprechenden  Grösse  {/[vif. 

diejenige  verslanden  werdefi^   welche  sich  bestimmt  mittelst  der  Foriiiel: 

I 
(XIU.)  [fH]=fdf{iü}. 

k 

Dabei  ist  unter  h  ein  beliebiger  Punkt  derjenigen  CaloUe  H  zu  ver- 
stehen ,  für  welche  f  (w)  ein  ganzes  Vielfaches  von  2  n  ist.  Und  die  i 
Integration  ist  hinerstreckt  zu  denken  über  eine  beliebige^  von  h  nucki 
gehende^  jedoch  die  gegebene  Calotte  a  nicht  durchschreitende  Cune. 
Man  bemerkt  sofort,  dass  die  früher  in  (11.),  (II.  a)  angewandte  Be-  : 
Zeichnung  dieser  allgemeinen  Definition  sich  subsumirt  als  «in  spe- 
cieller  Fall. 

Beispiel.  —  Nimmt  man  für  f{(o)  einmal  die  Function  2cö„  — w, 
das  andere  Mal  die  Function  o)  —  2  w^ ,  so  ist  die  Calotte  //  in  bei- 
den Fällen  dieselbe.  Aber  die  in  Betracht  kommenden  Zuwüchse 
haben  entgegengesetzte  Werthe.     Kurz  es  ergiebt  sich: 

[2  Wo  —  w]  =  —  [w  —  2  Wo] ; 
und  ebenso  ergiebt  sich  allgemein: 

(XIV.)  [f{o^)]=-[-fH]; 

folglich : 

(XV.)  cos  I  [f(w)]  =  cos  i  [-  f{ü))]. 

Zweites  Beispiel.  —  Sind  a  und  b  zwei  der  gegebenen  Ca- 
lotte a  un(mdlich  nahe  liegende  Punkte ,  a  auf  ihrer  obeni  und  6  auf 
ihrer  untern  Seite  (Figur  Seite  422) ,  und  bezeichnet  man  die  Werthe 
der  Grösse  [co  —  2 oi„\  für  diese  Punkte  a  und  b  resp.  mit 

[lü  •—  2  Wo  ja      und       [w  —  2wo]ft  , 
SO  ergiebt  sich  auf  Grund  der  Definitionen   (Xll.) ,   (Xlll.)  : 
(XVI.)  [w  —  2  Wo]a  -  [w  -  2wa]6  =  2  7r  ; 

und  hieraus  folgt  sofort: 

(XVII.)  cos  ^  [w  —  2  Woja  =    —   cos  ^[W  —   2Woj6  . 
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Drittes  Beispiel.  —  Bringt  man  die  allgemeine  Definition  (XIII.) 
Anwendung  aur  die  Function 

f{l0)    =r   W   —   Wo, 

)  0  ein  beliebig  gegebener  fesler  Punkt  sein  soll,  so  erhält  man 
r  die  Calotte  //  diejenige,  welche  durch  diesen  Punkt  o  hindurch- 
ht;  so  dass  man  also  für  h  den  Punkt  o  selber  nehmen  darf, 
^mgemäss  ergiebt  sich  fdr  die  einem  gegebenen  Punkt  f  entsprecliende 
'ösfe  [io  —  cö^]  die  Formel: 

[W   —  Wo]   =   I  d((ü   ^   (Oo)  . 

o 

er,  was  dasselbe  ist: 

VIII.)  [üß  —  (üo]  =  fdüß, 


3  Integration  hinerstreckt  (Iber  irgend  eine  von  o  nach  f  gehende 
d  die  Calotte  a  nicht  schneidende  Curve. 


§  6. 

Portsetzung.    Das  elektrische  Potential  der  betrachteten 

Calotte. 

Sind  £  und  {'  irgend  /Avei  in  Bezug  auf  die  gegebene  Calotte  a 
einander  conjugirte  Punkte,  so  finden  zwischen  ihren  Coordinaten 
w,  y,  TT  und  A',  co',  y',  TT'  die  Relationen  statt  (vgl.  Seite  379): 

)  A  =  A', 

)  oi  -H  CO '  =  8  cUff ,   (mod  2  tv)  , 

)  qp  =  9>',   (mod  9i7t) , 

)  —  -  =     ^' 

>  0)^  die  Inclination  und  ft  den  räumlichen  Mittelpunkt  der  gege- 
rien  Calotte  bezeichnet.  Mit  Rucksicht  auf  («.),  (/?.)  ergiebt  sich 
iter  (vgl.  Seite  373): 


V<  -  JÄcosw  +  A«' 


Tj.  ^     .__ «BVÄ 


•—    — ,    • 


V<    -SÄ   C08   («W^   -  «i   +  Ä2 
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Und  endlich  ist,    wie   wir  im  vorhergehenden  §,   in  (X.)   gefiiod^ 
haben : 

wobei  die  Definitionen  (XII.) ,   (XIU.)   im  Auge  zu  behalten  sind. 

Vermöge    {d.)    gewinnt   die    in    (15.)    Seite   420    ftir  das   ef^|, 
trische  Potential  gefundene  Formel  folgende  Gestalt  : 

(46.)  Ft  =  1 C  /  Aiclü  /- — 5-— :\  -4-  ^^  Arctü;  l„-, — ^rr-nU; 

und  hieraus  folgt  weiter  durch  Benutzung  der  Gleichungen  (f.),  ;.) 
und    {fj.) :  I 

y  i  '-  "aTcos  (Ol  -  «  loa)  -i-  X^  (0  .  .  TT)  \     2  y  Ä  .  cos  4  [2  Wo  -  ftii    /(       j 

I 

Gleichzeitig  ist  [vgl.   (13.a)   Seite  420  j:  { 

(48.)  F=-JC/r. 

Resultat.  —  Denkt  man  sich  also  die  gegebefie  CahUe  a,  deren 
fnclinalion  mit  o),,  bezeichnet  ivurih\  isolirt  und  mit  derjenigen  elehlri-  '■ 
sehen  Belegung  versehen ,  welche  ohne  äussere  Kräfte  im  Gleichgewicht  i«/,  I 
so  wird  das  von  dieser  Belegung  auf  irgend  einen  Baumpunkt  f  (A,  fo,  (/>,  TT; 
ausgeübte  Potential  I'\  den  in  (16.),  (17.)  angegebenen  WerÜi  hüben 
Dabei  ist  in  (16.)  unter  f' (A',  w',  (^',  TT')  derjenige  Punkt  zu  versiehe», 
welcher  zu  f  conjugirt  ist  in  Bezug  auf  die  gegebene  Calotle  o,  ferner 
unter  B  der  Badius  des  Grundkreises  dieser  Calotte.  Ausserdem  be- 
zeichnet C  eine  willkurlichv,  Crmstante^  oder  [besser  ausgedrückt)  eine 
CiOnslante^  welche  abhängt  von  der  dei"  Calotte  zuertheilten  ElektricilälS' 
menge  ^  und  welche  mit  dem  constanten  Werth  A\  den  da^  Pot(*iiiid 
auf  der  Calotte  besitzt^  zusammenhängt  durch  die  Formel   (18.). 

In  diesen   Formeln    (16.),   (17.)    s^ind  die  Inclinationen  o)  und  o/ 
in   beliebiger   Weise  gerechnet  zu  denken^   also  nur   bestimmt  bis  an\ 
ganze  Vielfache  von  2  n.     Hingegen  unterliegen  die  eckig  eingeklummerien 
Grössen  [wj,   [w'],   [2wo —  w]  den   in  (XII.),    (Xlll.)   Seite  425   auf- 
gestellten  Definitionen, 

Specialfall   der  Ereisfläche.  —  Ist  die  gegebene  Calotte  c 
eine  Kreisfläche,  mithin  o)^  z=  n^  so  geht  die  Formel  (17.)   über  in 


(  (0  .  .  ;r)  \     iy  X  .  COS  .V  [w]      /  n).  .  7t)\iy  X  ,  cos  J  ;«  71  —  ta  ff 
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^ill  man  genauer  eingehen  auf  die  im  letzten  Gliede  enthaltene 
rOsse  [2n  —  co] ,  so  hat  man ,  nach  (XIII.) ,  zunächst  diejenige  Ga- 
me H  zu  construiren,  für  welche  die  Function  ^n  —  w  gleich 
inem  ganzen  Vielfachen  von  2n  ist.  Diese  Calotte  H  ist  otTenbar 
m  gegenwärtigen  Fall  identisch  mit  der  äussern  Grundfläche  G. 
Solches  aber  constatirt,  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  Grössen 

[lü]     und     [S/r  —  w] 

entgegengesetzte  Werthe  haben,   und  dass  also  z.  B. 

cos  \  [lü]  =  cos  ^  [2  7r  —  (ü] 

ist.  Demgemäss  sind  die  beiden  Glieder,  welche  die  rechte  Seile 
der  Formel   {a.)  ausmachen,  einander  gleich,  sodass  man  erhält: 

in  vollem  Einklang  mit  der  Formel   (10.)   Seite  416. 


§  7- 
Fortsetzung.     Die  Gesammtmasse  der  auf  der  Calotte 

vorhandenen  Elektricität. 

Wir  wollen  (was  unbeschadet  der  Allgemeinheit  unserer  Unler- 
Süchung  erlaubt  ist)  annehmen,  die  Inclination  (o„  der  gegebenen 
Calotte  o  liege  zwischen  0  und  n:  sodass  also  [vgl.  (29.)  Seite  378] 
die  Relationen  stattlinden : 

(».;  0  <  w«  <  10 f,  =  2  iüo  <  9,7t. 

Ind  die  diesen  vier  Werthon  von  o)  entsprechenden  ('alotten  mögen 
der  Reihe  nach  bezeichnet  sein  mit 

(20.)  G,  C7,  C^,  G, 

sodass  also  C^  diejenige  Calotte  reprHsentirt ,  welche  durcli  den 
Uillelpunkt  /li  der  Calotte  a  hindurchgeht,  wHhrend  G  (nach  wie 
er)  die  äussere  Grundfläche  bezeichnet. 

Sind  T,  t'  irgend  zwei  Calotten,  die  einander  conjugirt  sind  in 

3zug  auf  die  gegebene  Calotte  r;,  so  wird  offenbar  der  Neigungswinkel 

,  t),    unter  welchem  die  Calotten   a   und   r   am  Grundkreise   zu- 

mmenstossen ,  eben  so  gross  sein,  wie  der  Neigungswinkel  (a,  r'), 

ßlchen  a  und  r'  daselbst  machen.     Lüsst  man  in  dieser  Gleichung 
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(a,  r)  =  (c7,  r') 

die  Calotte  r  durch  einen  unendlich  fernen  Punkt  gehen,  miihm 
G  sich  verwandeln,  so  wird  gleichzeitig  die  conjugirte  Calolte 
durch  den  Mittelpunkt  fi  gehen,  also  sich  verwandeln  in  C^.  J 
erhalt  also: 

(C7,    (;)    =    (C7,    C^), 

d.  i. 


(24.) 


Wo  =   C, 


Fig.  10. 

WO   f  den   in   der    nebenstehenden    Figur    angegebenen   Winkel 
zeichnet.     Gleichzeitig  folgt  aus  dieser  Figur: 

iy   =   2  TT  --    (cOa  -4-   C)  , 

also  mit  Rücksicht  auf  (21.)- 

(22.)  iy  =  2  7r  — 2;wa. 

Solches  vorangeschickt,  gehen  wir  zurück  zu  den  Formeln  l 
(18.),  Seite  428,  welche  lauten: 

(23.)  F,  =  iCJArC,  1^,^^)  -H  1'  Arc^  (fp^;|j|;^,)}, 
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i  überstrichene  F  den  Werth  von  F  auf  der  gegebenen  Ca- 
bezeichnet. 

äs  Potential  F  für  einen  unendlich  fernen  Punkt  |.  — 
wir  den  Punkt  f  ins  Unendliche  gehen  ^  so  wandert  der  con- 
Punkt  f '  nach  dem  Mittelpunkt  fi  der  Calotte  a.  Und  gleich- 
lehmen   alsdann   die   Parameter  TT  und  TT'   dieser  Punkte  die 

an  ^ ) : 

den  Radius  der  Calotte  o  vorstellt;  sodass  also  die  Formel 
bergelit  in: 

1  unendlicher  Ferne  sich  beflndet,  und  f'  in  /ti  Hegt,  so  er- 
sieh für  [cö]  und   [»']  die  Werthe: 

[CO]  =0,  [w']  =  -  ly, 

len  in  der  vorstehenden  Figur  angegebenen  Winkel  bezeichnet 

wa  (II.),  (II. a),  (III.)  Seite  423];  und  hieraus  folgt  mit  Rück- 

jf  (22.) : 

\[io]  =  0,  l[iü']  =  Wo  —  7r; 

also  die  Formel   (24. a)  folgende  Gestalt  erhält: 

^  ^        1(0  .  .  A)  \  /^  -^'  /  t/"^)    (0  .  .  ;?)  \         A  cos  Ol,,// 

:,  was  das  ei'sle  Glied  betrifft,  (ji^)  ^  cx>,  mithin  —j  unend- 
'in ,  und  also  : 

rner  das  zweite  Glied  betrifft,  so  ist  nach  der  vorstehenden 
B  ^  A  sin  ^ ,  wo  /li  den  beim  Punkte  /li  markirten  Winkel  be- 
t.  Dieser  Winkel  ist  aber  supplementär  zum  Winkel  w„  (weil 
henkel  auf  einander  senkrecht  stehen).     Folglich  ist: 


=   —  tg  CUcr  =  tg  (tT  —  Ccia)  , 


A  cos  01^ 


Vgl.   die  Definition  des  Parameters  Seile  369. 

1.  d.  K.  S.  Oesellsch.  d.  Wissennch.  XX.  30 
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also   mit  Rücksicht   auf  die  kurz  vor  (19.)   getroffene  Feslsetzuit7y', 

Arclg  |— 1  =  TT  —  Wo- 

Somit  ergiebt  sich  aus  (25.) : 

oder,    falls    man   den  sphärischen  Radius  der  gegebenen  Calolle  o  mit 
B'  bezeichnet,  und  beachtet,  dass  dieser  Radius  B'  =  A  (;r  —  w^)  ist: 

Die^e   Formel  repräscniirt   also  den   Werih  des  Potentials  Ft  für  einen 
unendlich    fernen   Punkt   f.      Und   aus   dieser   Formel  folgt  sofort^ 
dass   die   auf  der  gegebenen  Calotte  a  vorhandene  Ekklricitätsmeniie  M 
den   Werlh  hat: 

(28.)  M  =  |C  (B  4-  B'). 

Gleichzeitig  ist  nach  (24.): 

(29.)  F=\C7C, 

wo  F  den  conslanten  Werlh  von  F  auf  der  gegebenen  Calotte  vorstelit. 
Aus  (28.)  und  (29.)  ergiebt  sich  durch  Ehmination  der  Conslante  t 
folgendes 

Resultat.  —  Denkt  man  sich  eine  isolirte  Kugelcalolte  mit  einer 
gegebenen  Elektricilälsmenge  M  geladen ,   so    wird   der   constante   WVrM 

P\  welchen  das  elektrische  Potential^  nach  Eintritt  des  Gleichgewichts- 
zustandes^ in  allen  Punkten  der  Calotte  besitzt^  zu  jener  Mefige  M  in 
der  Beziehung  stehen: 

(30.)  ^=B1?B" 

iro  B'  den  sphärischen  Hadius  der  Calotte  vorstellt^  während  B  den 
liadius  ihres  Grundkreises  (d.  i.  ihres  Randes)  bezeichnet, 

Specialfall  der  Kreisfläche.  —  In  diesem  Fall  wird  offenbar 

B'  =  B,  sodass  die  Formeln  (28.),   (29.)  die  Gestalt  annehmen: 

{«.)  3/=  CB, 

Dies  ist  in  vollem  Einklang  mil  den  Formeln  (l.a),  (l.b)  Seite  412, 


iiacij   wolriicr  lo,,  zwisrhcn    0   und   >T   liegen  soll. 
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lalls  man    nur    beachliit,    dass  das    gegen wilrlige  f  dort  inil   F„  b&- 1 
\     7^icliD0l    isl. 

\  Specialfall  der  ganzen  Kugelfläche.  —  In  diesem  Fall 

I    ülVenbar   B  =  0,    und    B'  =  Att.    falls    nümlicli    A    den    Radius    der  ^ 
I    Kugclflache  vorstellt.     Somit  folgl  aus  (28.),  (!29.) : 

(/.)  SI=iCfi,7T, 

lt.]  F=4C.i-, 

nithin 

was  mit  bekannlen  Sülzen  im  Einklang  steht. 


Fortsetztmg.     Die  Dichtigkeit  der  auf  der  Calotte  vorhan-) 
denen  Elektricität. 

Es  sei  (ab)  ein  unendlich  kleines,  zur  gegebenen  Calotte  a  senk-l 
recliieg,  und  von  dieser  halbirles  Linienelemenl,  von  solcher  Lage,  4 
JasB  die  Richtung  von  o  nach  b  diejenige  ist,  in  welcher  die  In-  ] 
ditialion  t»  wäcltsl.  Bezeichnet  man  diese  Richtung  ab  mit  n,  so  j 
«jid)!  sich  fUr  die  elektrische  Dichtigkeit   D  die  Formel : 


wo  ~  einen  jwsitivea  Werlh  bat,  weil  w  in  der  Riclunu^  »  irilrlmt.* 
Mit  Rücksicht  hierauf  folgt  aber  aus  (7.)  Seile  372: 


so  (lass  sicli  also  ergiebl : 

("■1  '>  =  (n-K)'~'\Z""*"' 

wo    f^  und   F'i,    die    partiellen   Ableitungen    von    F^   unil   /%    nach  tu  ] 
vorstellen. 

Um  zunächst  im  Allgemeinen  F,  <!.  i.  die  Ableitung  von  F3 
nach  o.  zu  Qnden,  müssen  wir  zurückgehen  zur  Formel  (17.)  Seite  428.  J 
Diese  besitzt  bei  Einführung  geeigneter  Abkürzungen  die  Gestalt: 
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^=i'^fe(^)*l/|Ä,('^)/- 


und   giebt   also,    falls    man   partiell   nach    co   ditTerenzirt ,    und  di 
partiellen  Ableitungen  stets  durch  Accente  andeutet: 


(33.) 


i 


Fig.  9  b. 

Dabei  haben  y»,  t/;,  y',  i/;'  die  Werthe: 

4  —  2  X  cos  0)  4-  A^ 

9>  = 

(34.) 


4;t 


(p'  =  ^sin  cü, 


<  -  2A  cosfcü  -  2  a».,)  +  ;i2 

1// = "    ü  "'  ^    =isin(w 

und  ferner  L\   F,  U\   V  folgende  Werthe: 

U  =  cos  ^  [w] ,  f/'  =  —  ^  sin  ^  [cuj , 


—  2(0,;} , 


(35.) 


r  =  cos  i  [lo  —  Scua] ,  *)  F'  =  -  i  sin  1  [w  —  Sw^]. 


*;   Es  ist  nämlich  nach   'XIV.)   Seite  426:    [2w„  —  w^  =  —  [  w  — 
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Auf  der  gegebenen  Calotte,  d.  i.  für  co  ^  a>^,  nehmen  die 
nclioncn  g>,  v^,  <jp',  V^'  folgende  Werthe  an: 

(gültig  tm  Punkte  a  wie  auch  im  Punkte  b) 

<  —  2  X  cos  0»    +  ;i2 
».  (p  =:  ip  =: ,         tjf)'  =s  —  1/;    =  4  sin  Cü„, 

d  zwar  gelten  diese  Formeln  auf  beiden  Seiten    der  Calotte,    d.  i. 
wohl  für  den  Punkt  a,   wie  auch  für  den  Punkt  6. 

Hingegen  haben  die  mit  [w]  und  [ro  —  2o)^]  behafteten  Func- 
•nen  f/,  V,  U\  V  in  je  zwei  solchen  Punkten  a  und  b  enigegen- 
seizlc  Werlhe,  wie  solches  aus  unseren  früheren  Betrachtungen 
gl.  namentlich  (XVI.)  Seite  426]  unmittelbar  folgt.  Um  zunächst 
e  Werthe  dieser  Functionen  im  Punkte  a  zu  ßnden,  wollen  wir 
benso  wie  früher,  Seite  429)  festsetzen,  dass  co„  zwischen  0  und  ti 
3gen  soll.     Alsdann  gelten  die  schon  damals  notirten  Relationen: 

7.  a]  0  <;  oja  <  W/*  =^  ^  ^'^o  <  2  iT. 

uch  mögen  ebenso  wie  damals  die  diesen  vier  Inclinationswerthen 
itsprechenden  Calotten  hinzugefügt  werden: 

"./'^)  Gj  a,  C^,  G, 

Solches  festgesetzt  ist  offenbar  die  dem  Punkte  a  entsprechende 
rosse  |0)]  ^  co„,  (vgl.  die  Figur  Seite  434).  Um  ferner  die  diesem 
unkt  a  entsprechende  Grösse  [co  —  2ci)o]  zu  linden,  haben  wir  zunächst 
iejenigc  Calotle  zu  construiren ,  für  welche  die  Function  o)  —  2  w^ 
n  ganzes  Vielfaches  von  2  n  wird ;  —  dies  ist  offenbar  die  Calotle  C^. 
orlann  haben  wir  von  irgend  einem  Punkte  dieser  Calotte  aus  eine 
urve  nach  dem  Punkte  a  zu  legen,  jedoch  so,  dass  die  gegebene 
Hotte  (T  von  der  Curve  nicht  geschnitten  wird.  Endlich  haben  wir 
'njenigen  Zuwachs  zu  beobachten,  welchen  die  Function  co  —  2(o„ 
i  Durchlaufung  dieser  Curve  erfährt.  Dieser  Zuwachs  repräsentiit 
^dann  die  dem  Punkte  a  zugehörige  Grösse  [co —  2o\,\  Verfährt 
in  nach  dieser  Regel,  indem  man  dabei  hinblickt  auf  die  Figur 
ile  t3i,  so  erhält  man  für  die  in  Rede  stehende  Grösse  den 
erth  Tj  H-  (o„.     Es  ist  also  mit  Rücksicht  auf  (22.): 

(    [lü]   =  lüa  , 

für  den  Punkt  a:    { 

(    [iü  —  2co„]  =  ly  -4-  lOo  =i  ^Jt  —  Wa  . 

'^siiiuirt  man  aber  diese  Werthe  in   (33.) ,  so  ergiebt  sich 
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[im  Punkte  a) 

(38.  a)  [/  =  -  r  =  cos  1  Wa ,         ^'  =  K'  =  —  I  sin  [  aß„ . 

hn  Punkte  b  sind,    wie   schon   bemerkt  wurde,    die  enlgegengesetzien 
Werlhe  vorhanden.     Also 

(im  Punkte  b) 
(38.  b)  f;  =  -  F  =  -  cos  iwa,  U'  =>'  =  I  sin  ^Wa. 

Um  nun  schliesslich  F„,  F^  zu  erhalten,  sind  die  Werlhe  ^^36.) 
und  (38.  a,  b)  in  (33.)  zu  substituiren.  Um  nöher  hierauf  einzugehen, 
bemerken  wir,  dass  nach  (36.),  (38. a,  b)  sowohl  für  a  wie  auch 
für  b  die  llelalionen  stattfinden: 

ifj  =  fp,  i//'  =  —  (p\ 

V  =  -  u,  v  =  u\ 

so  dass  wir  also  i/;,  i/;'  und  V,  \'  eiiminiren  kOnnen.     Die  in  solcher 
Weise  aus   (33.)  entstehende  Formel  lautet: 

(  ^^2  +  ^)  Vif       f   (o..5\       ''  /( 
Substiluirt  man  endlich    hier   die   aus  (36.),  (38. a)   speciell   für  (Icmi 
Punkt  a  sich  ergebenden  Werthc : 

Ufp'  ^  2cpU'  =  -  ^^  'sin  U'Jo. 


^^2  H-   ,^..  = 


4A 


SO  erhtilt  man 


und   hieraus  foli^^t  mit  abermaliger  Rücksicht  auf  (31).} ,     38.  a: 

(       i  vT  .  sin  !  oj  .  ä  A  sin  oj  iV^-  ^Tcnsw.  +  i^ 

*^       "        '-^  '   ( ]/i  -  2Ä  cos  w,,  +  ;;-'        '  -  ^-i  ^>  cos  (u,,  +  P.^  [y    _^\  _  2  y  Ä  .  cos  itf, 

Auch  übersieht  man  leicht,  das  für  l\  derselbe  Ausdruck  sich  or- 
giebt,  nur  mit  dem  Unlerschiede,  dass  slalt  der  Grössen  sin  1^,. 
und  cos  .1  o)„  die  vnUjviivmjesclzlcn  (JlrcissiMi:   —  sin  i  (%  und  —  cos  i'".. 


eintreten.      Denjgenjass  kann   man  schreiben: 
(iO.)  F=        L^  il/Arclg(A), 

41.)  r  =  -  A  ^-  :U  AiTlg  (-  A) 

(0  .    .  .7) 


F' "  f:  =  c 

a  0 
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aus  folgt: 

r  -  F^  =  21  +  J/  fArctg  (Ai  -  Arctj;  {-  .Vi]  , 

L  (»  .  .  rt)  (Ü  .  .  71)  J 

^  was  dasselbe  (vgl.  die  Note  Seite  415): 

r-F;  =  27.  +  3/  \;c  -  2  Arclg  (-  .V)l  , 

L  (0..:*)  J 

=  27.  H-  237  [^  -.  Arclg  (-  .V)  1 , 

L  *         (0 . .  Ä  j  J 

r,  falls  man  für  L,  3/  ihre  aus  (39.),   (40.)   ersichtlichen  Werthe 

stituirt ,    und    die    Wurzelgrösse   Vi  —  2  /  cos  c%  H-  A^    für   den 
;enhlick  =  q  setzt: 

f.  yx.  .in  i.„  ^  ^„^  r     _  I         ^,         ilj 

Stituirt  man  diesen  Werlh  in   (31.),   so    erhält  man  die  gesuchte 
Imche  DichtigkeU  : 

wo  ^  =  vT  —  2  A  cos  io„  -♦-  A2. 

Beseitigung   einer   gewissen  Einschränkung.  —   Die  ge- 

L'ne  t^alotte  a  wird,  falls  man  ihre  Inclination  co„  einmal  =  i  tt, 

andere  Mal  =  ?  ;r  macht,  in  beiden  Fallen  eine  Halbkugel  sein. 

iiberhau|)t  irgend  ein  pcmliver  achter  Bruch  />  gegeben,  so  wird 
(abgesehen  von  der  verschiedenen  Lage)  ein  und  dieselbe  Ca- 
erhalten,    einerlei   ob  man  ro,,  =  iiir  oder  =  Stt  —  iV-tt  setzt. 

och  mehr:  man  erhält  (der  Geslalt  nach)  ein  und  dieselbe  Ca- 
für  alle  «„  von  der  Form : 

iOfj  ^=  .V  .  2/r  Hh  ^/f ,        (^  ein  pos.  ächter  Bruch) 

lV  eine  willkürlich  variirende  (bald  positive,  bald  negative)  ganze 
sein  soll.    Will  man  aber  die  Formel  (43.)  auf  die  Calotte  anwen- 
,   so    darf   man    für  o)„   nicht   diesen   allgemeinen  Werth  nehmen, 
lern  ist  gezwungen,  sich  des  speciellem  Werthes 

ojft  =  i'>/r  {i'>  ein  pos.  achter  Bruch) 

)edienen.     Denn  nach  unserer  ^kurz  vor  (37.  (c)  gemachten^  Vor- 
;otzung  soll  ja  f%  stets  zwischen  0  und  tt  liegen. 
Nun  bemerkt  man  einerseits,  dass  die  Functionen 

sin  10,,,         sin  i  lo,, ,  ros  Je;,, 
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für  das  specielle  Argument  {S,)  sämmtlich  positiv  sind,  und  anderer- 
seits, dass  diese  Functionen  für  das  allgemeine  Ai^ument  (A.)  Werthe 
annehmen,  die  sich  von  jenen  positiven  für  das  specielle  Argument 
(S.)  geltenden  Werthen  nur  durch  ein  anderes  Vorzeichen  unter- 
scheiden können.  Folglich  wird  man  die  Formel  (43.)  ganz  unuu- 
schränkt^  nämlich  auf  das  allgemeine  Argument  (A.)  in  Anwendtaif 
bringen  können^  falls  man  nur  in  ihr  statt  sin  und  cos  subsüwl 
abs  sin  und  abs  cos.  —  Wir  gelangen  somit  zu  Tolgendem 

Resultat.  —  Denkt  man  sich  eine  Calotte ,  deren  Indimtiitm  «, 
beliebig  gegeben  ist^  isolirt  und  mit  irgend  welcher  Eleklricitäimei^ 
geladen^  so  wird  die  nach  Eintritt  des  Gleichgewichtszustandes  rorfcw- 
dene  elektrische  Dichtigkeit  D  für  jeden  auf  der  Calotte  gelegenen  Punb 
(A,  w^,  9,  TT)   dargestellt  sein  durch  die  Formel: 

WO    Q   =:   Vi    —   2  A  COS  Wo   +  ^^. 

//itT  ist  B  der  Radius  des  Grundkreises  ^  und  C  eine  Constante,  wekhe 
abhängt  von  der  dei'  Calotte  zuertheilten  Elektricitätsmenge. 

Die  in  dieser  Formel  (44.)  enthaltene  Inclination  (o„  kam  be- 
liebig gegeben  sein,,  also  unbestimmt  sein  bis  auf  Vielfaclie  von  in. 

Beachtet  man,  dass  die  Coordinale  A  zum  Parameter  T\  in  der 
Beziehung  steht  [vgl.   (14.)   Seile  373]: 

und  dass  ferner  der  Rat'ius  B  dos  Grundkreises  zum  Radius  A  der 
('aloKe  in  der  Bezic^hung  steht  [vgl.   (25.  a)   Seile  431]: 

B  =  A  .  abs  sin  w„  , 
so  kann  man  die  Formel   (44.)  auch  so  schreiben: 

\ 


C    pl)ssiiij(u„        abssii.  <o    r„  .      ,     /  B  V 


r 


oder  aucli  so: 


Bei  all'  diesen  Formeln  (44.)  ^   (*ö.),   (tO)  sind  in  Betreff  der  (-on- 
sluntcn  C  im  Auge  zu  beliullen  die  Kelalionen   (28.) ,  (29.) : 


Vertii£ilung  der  ElektricitÄt  auf  einer  Kugelcalotte.  439 

V".)  if  =  iC(B  -4-  B'), 

(48.)  F=|C/r. 

Specialfall  der  Kreisfläche.  —  Fur  diese  wird  w^  =  ;r,  und 
A=oo,  also  nach   (46.): 

ferner  M  =  CB  und  F  =  ^Cti  (vgl.  Seite  432). 

Specialfall   der  ganzen  Kugelfläche.  —   Für   diese    wird 
©,  =  0  und  8  =  0,  also  nach   (46.) : 

\ß.\  Z)  =  --  |o  +  — 1  =  ^  . 

^  '  tn\      ^  4A/         8A 

Zugleich    wird    3/ =  J  CAtt    und    F=z^Cn    (Seite   433);.    sodass 
man  also  erhält: 


M 


Wie  a  priori  zu  erwarten  stand. 


§  9. 
Die  Green'sche  Function  und  die  Green'sche  Belegung  für 

eine  gegebene  Kugelcalotte. 

Um  die  Green'sche  Function  und  die  Green'sche  Belegung  für 
Jie  gegebene  Calotle  o  und  einen  gegebenen  Centralpunkt  o  zu 
finden,  hat  man  die  früher  (Seite  403)  aufgestellte  Regel  anzuwenden. 
Man  hat  also  um  o  mit  beliebigem  Radius  H  eine  Kugelfläche  zu 
beschreiben,  und  diejenige  Calotte  *•  zu  construiren,  welche  in  Bezug 
auf  diese  KugelflHche  (o,  //)  zur  Calotte  a  conjugirt  ist. 

Denkt  man  sich  diese  neue  Calotte  s  mit  derjenigen  elektrischen 
Belegung   versehen,    welche   ohne   äussere   Kräfte   im  Gleichgewicht 

« 

Jj^t ,  und  deren  Potential  auf«  selber  =1  ist,  so  gelten  für  die 
Dichtigkeit  D,  dieser  Belegung  und  für  das  von  ihr  auf  einen  be- 
liebigen Raumpunkt  x  ausgeübte  Potential  F^,  zufolge  unserer  vor- 
hergehenden Untersuchungen"*),  die  Formeln: 


*j   Die   Gleichung    (49.)    folgt   aus    unseren   früheren   Formeln    (16.),     (18.) 
^^ite  428,    falls   man   nur   beachtet,    dass    im  gegenwärtigen  Fall  F  ==  1   werden 

^^11.     Mit  Rücksicht  hierauf  folgt  nämlich  aus  (18.)  sofort:    C  =  —-     Und  dieser 
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(49.)      F.  =  A  {Arctg  (-^-  ,„!^|^^.)  +  ^  Arcl.  (ttTT^TF^T])) ' 


(50.)      A 


(0  .  .  .1) 

j    ^abs  sin  J  u;^ 


abs  siii  u? 


i 


Hier  bezeichnet  D  den  Radius  des  Grundkrcisos  der  Calotte  «;  ferner 
j?'  den  in  Bezug  auf  s  zu  o;  conjugiiten  Punkt.  Gleichzeitig  sind  \t 
und  P  die  Inclinationen  und  Parameter  der  betrefifenden  Punkte  in 
Bezug  auf  den  Grundkreis  der  Calotte  s. 

Ebenso  wie.  unter  Zugrundelegung  der  Kugelfläche  (o,  //),  «zu 
(T  conjugirt  ist,  ebenso  mag  der  Raumpunkt  x  conjugirt  sein  zu  einem 
mit  f  bezeichneten  Punkte.  Alsdann  ergeben  sich,  was  die  ursprüng- 
liche Calotte  (T  betrifft,  für  die  dem  Ccntralpunkte  o  entsprechende 
Green'sclie  Function  G%  sowie  für  die  Dichtigkeit  fj^  der  demselben 
entsprechenden  Green'schen  Belegung  die  Formeln  (Seite  403): 


(51.) 
(52.) 


#  0  s=  —  -       D 


Es  handelt  sich  nun  darum,  mittelst  dieser  Formeln  Gt  und  // dar- 

zustellen  als  Functionen  der  Punkte  o,  f  und  a*),  resp.  ihrer  Coor- 
dinalen. 

Zu    diesom  Zweck    mögen    zunUchst  die  schon  eing(*fuhrleii  He- 
zeichnungen  vervollsliindigt  werden  durch  die  Tafel: 


,53.) 


o 


i:' 


[o,    II] 


X 


s 


X 


Werlh   von  C  ist  also  in    (10.;   zu  suhstiluiren.   —  Sodann    ergiebl    sich  die  OK'i- 
chiing  (50.)   aus  unserer  früheren  Formel    (45.)   Seite   438,    indem   man  wiederum 


C  =        setzt. 
n 


*  Ks  bedarf  wohl  kaum  lier  Erwäiiining,  dass  wir  die  Buchstabeu  c;  und  ^ 
hier  in  doppelter  Weise  verwenden ,  indem  wir  darunter  bald  die  Calotten  selber, 
bald  Punkte  auf  diesen  Calotten  verstehen 


Vertheilcjng  der  Klektricität  auf  einer   Kugelcalotte.  iil 

1.  Seite  393.  Es  kann  alsdana  t  nach  Belieben  delioirt  werden 
tweder  als  derjenige  Punkt,  welcher  zu  f  conjugirt  ist  in  Bezug 
(  die  Calolte  a,  oder  auch  als  derjenige,  welcher  zu  x'  conjugirt 
in  Bezug  auf  die  Kugelfläche  (o,  //).  Gleichzeitig  mögen  die 
ripolaren  Coordinaten  der  Punkte  o,  f,  f',  o  in  Bezug  auf  den 
uodkreis  der  gegebenen  Calolte  a  mit 

A,        w,        (jp,        TT, 

d  die  peripolaren  Coordinaten  der  Punkte  o,  j*,  x\  s  in  Bezug 
f  den  Grundkreis  der  llülfHcaloUe  s  mit 

/,  w,         0,  P 

zeichnet  sein.  Dabei  mag,  was  die  Rechnung  der  Inclinationen 
und  w  betrifft,  festgehalten  werden  an  der  auf  Seite  382  fest- 
'selzten  Regel.  Als  obere  Seiten  der  den  beiden  Calotten  s  und  o 
igehorigen  äussern  Grundflüchen  sollen  niindich  entweder  die  einan- 
jr  ingekehrlen^  oder  die  von  einander  abgewandlen  genommen  werden. 
Alsdann  gelten  nach  (48. b)  Seite  384  die  Relationen: 

.!  IV X  =  w-  —  W(,7   i'niod  2/r) , 

- 

1/  i^'x^  ^^f  ~  ^^0)    (niod  S/r). 

enkeu  wir  uns  die  beiden  in  Bezug  auf  die  Kugelfläche  (o,  //) 
naiuler  (*onjugirtcn  Punkte  x  und  f  in  beliebiger  Bewegung  begriffen^ 
doch  so.  Jass  x  niemals  mit  der  Calolte  s,  inithin  f  niemals  mit  der 
ilottc  G  in  lieriihrung  kommt,  .\g\,  (53.)],  so  erhalten  wir  aus  (I.) 
r  irgend  ein  Zeitelement  dieser  Bewegung  folgende  Formel: 

>  das  frühere  Congruenzzeichen  (^)  in  ein  Gleichheitszeichen  (=) 
ergegangen  ist,  und  wo  das  auf  der  rechten  Seile  befindliche  w^ 
:.*li  gestrichen  werden  könnte,  weil  c%  constant,  mithin  dco^  =  0 
Und  durch  Integralion  dieser  Formel  über  irgend  einen  endlichen 
itraum  der  genannten   Bewegung  ergiebt  sich : 

h]  j  dWx  =  j  d[iO-.   —  iOo:  , 

Is  man    nämlich   die   Anfangs-   und   die  A'wrfpositionen    der  beiden 

Bewegung  begriffenen  Punkte  resp.  mit  jf,  /  und  x^  5  bezeichnet. 

r  Bequemlichkeit  willen  mag  g  gelegen  sein  auf  der  äussern  Grund- 

t^lie   der  Calolte  s,   also   y  auf  der  mit   a   conlinen   und   durch   o 
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gehenden  Calolte"^).  Alsdann  wird  offenbar  das  in  der  letzten  Formel 
auf  der  rechten  Seite  stehende  Integral  ungeändert  bleiben,  wenn 
man  den  Punkt  /  auf  dieser  Caiotte  beliebig,  z.  B.  bis  zum  Punkte o 
verschiebt.  Mit  andern  Worten:  Die  in  der  letzten  Formel  enthal- 
tenen Integrale  werden  auch  dann  noch  einander  gleich  sein,  wenn 
man  die  Integrationscurve  des  linken  Integrals  nach  wie  vor  von  y 
nach  <r,  hingegen  diejenige  des  rechten  Integrals  nicht  mehr  von  y^ 
sondern  von  o  aus  nach  £  gehen  lässt;  falls  man  nur  dabei  an  der 
Voraussetzung  festhalt,  dms  die  Curve  g  ,  .  .  x  nietnals  mit  der  Ca- 
iotte «,  und  die  CwDe  o  .  .  .  f  niemals  mit  der  Caiotte  a  in  Berührung 
kommen  soll.    Unter  dieser  Voraussetzung  erhUlt  man  also  die  Formel: 

(1.  C)  /  dwx  =  j  d[(o^'-  iOo] . 

g  0 

Die  in  diesen  Integralen  enthaltenen  Functionen  w^  und  (wt  —  w,; 
stehen  in  einer  bemerkenswerthen  Beziehung  zu  den  unteren  Inle- 
grationsgrenzen  g  und  o.  Und  zwar  besteht  diese  Beziehung  darin, 
dass  die  Function  it»^  sich  auf  Ntdl  reduciren  würde,  sobald  j;  nach jf 
rücken  wollte,  und  dass  andererseits  die  Function  (g>|  —  co^)  eben- 
falls zu  Null  werden  würde,  falls  f  nach  o  rücken  wollte.  Nimmt 
man  also  Rücksicht  auf  die  Vieldeutigkeit  dieser  Functionen,  so  wird 
zu  sagen  sein,  dass  die  Function  w^,  im  Punkte  g  sich  auf  ein  ganzem 
Vielfaches  von  27r  reducire,  und  dass  Analoges  gelte  von  der  Funclion 
{co-  —  0)^)  mit  Bezug  auf  den  Punkt  o.  Demgcmüss  kann ,  auf  Grund 
unserer  früheren  Definitionen  (Seite  426,  427),  das  in  der  letzten 
Formel  enthaltene  Integral  linker  Hand  mit  [irj ,  und  das  daseibsl 
auftretende  Integral  rechter  Hand  mit  [(o^  —  w^]  bezeichnet  werden; 
so  dass  also  jene  Formel  die  Gestalt  annimmt: 

Ebenso  wie  diese  Formel  aus  (I.)  entstanden  ist,  ebenso  wird  ollen- 
bar aus   (II.)   sich  folgende  Formel  ergehen : 

ili.)  [Wy]    =    [W.,  —   Wo]  , 


*)   Denn    es    unterliegt   keinem  Zweifel ,    dass  diese    mit    a   confine  (vgl.  die 
erste  Note  S.  4t 7),    und  durch   o  gehende  Caiotte  diejenige  ist,   welche  in  Bczuj; 
auf.  die  KugelfViiche    (o,   //;    zur    äussern  Grundiläche  der  Caiotte  .<  in  Cotijunction 
steht. 
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uch  übersieht  man  sofort,  dass  die  in  diesen  Formeln  («.),  iß.) 
ithaltenen  Grössen  [wj ,  [«j^]  identisch  sind  mit  den  schon  in  (49.) 
)rkommenden  Grössen  [wj^.],  \tv^'\ 

Soll  die  Bedeutung  dieser  Grössen  kurz  rocapitulirt  werden,  so 
l  zu  schreiben*): 


[t^x]  ^Jdw, 


\' 


9 

nd  hinzuzufügen ,  dass  g  irgend  einen  Punkt  der  äussern  Grundfläche 
er  Calotle  s  vorstellt,  und  die  Integrationen  hinzuerstrecken  sind 
ber  zwei  von  g  nach  o?,  resp.  nach  x'  gehende  und  die  Calotte  s 
icht  schneidende  Curven. 

Und  soll  andererseits  die  Bedeutung  der  in  («.) ,  [ß.)  auf  der 
'clUen  Seite  stehenden  Grössen  recapitulirt  werden,  so  ist  zu 
;hreiben  **) : 

m 

1  [We     --   Wo]    =  I  (ItO  , 


0 


'.] 


[(Ot'  —   l(Jo]    =   /^/W, 


e  Integrationen    hinerstreckt    über    zwei    von    o   nach  f,    resp.  f' 
ihende  und   die  Calotte  o  nicht  schneidende  Curven. 

Um  über  die  Werthe  der  Integrale  (y.) ,  {d.)  eine  deutlichere 
)rstellung  zu  gewinnen,  construiren  wir  irgend  eine  Meridianebene 
5r  Calotte  a,  welche  den  Grundkreis  derselben  in  ß  schneiden  mag, 

■ 

schreiben  sodann  um  ß  als  Mittelpunkt  in  dieser  Meridianebene 
len  unendlich  kleinen  Kreis,  und  bezeichnen  diejenigen  Punkte, 
denen  dieser  Kreis  von  der  Calotte  a  und  von  den  durch  die 
nkte  f ,  f',  0  gehenden  confinen  Calotten  geschnitten  wird,  resp. 
l  a,  f,  f',  0.  Verstehen  wir  alsdann  unter  t  denjenigen  Winkel 
'f,  dessen  Bogen  vom  Radius  ßo  nicht  geschnitten,  ferner  unter 
denjenigen  Winkel  oß^\  dessen  Bogen  wiederum  von  jenem  Radius 


»• 


*)  Vgl.   (I.C)  und  (a.). 

']  Man  vergleiche  wiederum  (I.  Cj  und  (a.)  ,  und  beachte  dabei,  dass  das 
(I.  Cl  enthaltene  (Oo  gestrichen  werden  kann.  Denn  es  ist  Wo  constant,  mithin 
,=  0. 


ii4 
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[ia  nicht  geschnitten  wird ,  so  sind  offenbar  die  Integrale  (y.)  und  frf.j, 
abgesehen  vom  Vorzeichen,  identisch  resp.  mit  t  und  7;. 

In  unserer  Figur  kann,  wie  man  sofort  erkennt,  der  Radius 
ßi'  bezeichnet  werden  als  das  Spiegelbild  des  Radius  p»f  in  Bezug 
auf  (ia.  Bezeichnet  man  nun  ferner  das  Spiegelbild  von  (io  in  Bezug 
auf  die  Haibirungslinie  des  Winkels  oß^  mit  /Jo',  so  ist,    wie  leicht 


?• 


fiiv 


Fig.  \\. 


X 


\ 


/ 


\ 


/ 


zu  übersehen,   der  Winkel   /y   gleichgross   mit   dem    von  og  und  oo' 
gebildeten  Winkel  V/.     Wir  erhalten  also: 


(e.) 


r 


(?.) 


I  d(ü  =  ±  Tj  ^  -¥2  'S-' 


Das  Wichtige  dieser  etwas  mühsamen  Betrachtung  besteht  in  der 
erreichten  Elimination  des  aujciliaren  Punktes  ^'.  In  der  That  können 
die  Winkel  r  und  1^  unmittelbar  construirt  werden  mittelst  der  Cd- 
lotte  a  und  der  beiden  Punkte  0,  f. 

Durch    Zusammennähme   der  Formeln   (r<.),   [ß,)  ^   (y.),    ((T.),  [t), 


(f.)   folgt  sofort: 

(III.) 

[Wx]   = 

(IV.) 

'Wx']  = 

&. 


Ferner  ist  nach  (36.),   (38.)   Seite  381    und  (57.  a)   Seile  387: 
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B/'. 


ß  = 


"o    ' 


n,  /' 


P.  =  -^ 


0 


0  B  und  M  dio  Kadicn  der  Grundkreise  der  Calotton  a  und  s  vor- 


elleo.     Hieraus  folgt  durch  Division : 


-  j 


^  AB 

II.  -77-  =  „    -   ,      niitnin  auch:    - —  =  „--=■  • 

'  >.  TT-  TT«  '  /'^.  TTi'  TT,. 

nd  endlich  folgt  aus  den  beiden  Formeln  (VH.) : 

K'  TT;.        to 


Dies  vorausgeschickt,  ergiebt  sicli  aus  (49.),  (51.)  mit  Benutzung 
»r  Relationen   (III.; ,   (IV.)   und   (VII.) ,   (VIII.) : 

*•■      ^1  ~  nio^i  •\;j''^^  \n.n,  cosir/  "^   TT,  (f 'o)  i;}!;^!!;  1^.  n,  cos  J  *// ' 

Jsgleichen  ergiebt  sich  aus   (50.) ,   '52.)   unter  Anwendung  der  Re- 
lionen   (I.)  und  (V.;,   (VI.),  (VII.): 

n«.abssin;cu,  ~cu,)   /^  __  /  B  «to)  U  ^ 

^  «;r«  B  .  «Jo;3  \  i  ^„  .    »^  \n^n,  .  abs  cos  i  («^  -  ai^)// 

unsere  eigentliche  Aufgabe  besteht  darin,  die  Grössen  G^ 
d  9jl  darzustellen  als  Functionen  der  peripolaren  Coordinaten  der 
nkle  0,  f,  resp.  der  Punkte  o,  a.  Und  diese  Aufgabe  ist  für  tj^ 
rch  die  Formel  (55.)  im  Wesentlichen  gelöst.  Hingegen  wird 
selbe  für  C|  mittelst  der  Formel  (54.)  erst  dann  absolvirt  sein, 
nn  es  uns  gelingt,  den  in  ihr  enthaltenen  auxiliären  Punkt  f  zu 
eiligen. 

Zu  diesem  Zweck  bemerken  wir,  dass  jene  Formel  (54.)  auch 
geschrieben  werden  kann: 
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wo  alsdann  T  und  3  die  Bedeutungen  haben: 

Hieraus   folgt,   indem   man  für  (of)  und  TT^,  TT^    ihre  Wertho  (Seile 
372,  373)  substituirt: 

1/(4  +  kl)  (i  +  Xf,  -  (1  -  Xl)  [i  -  A?)  cos  (<3P,  -  q>^)  -  4^,^^  cos  f«,  -  u^}  ' 
(Oö.)  I    =    ,  • 

Ein  analoger  Ausdruck  ergiebt  sich  für  6.  Und  dieser  verwandelt 
sich  mit  Rücksicht  auf  die  zwischen  den  Punkten  f  und  £  statt- 
findenden Relationen"^)  in  folgenden: 

•)/(<  +  Xj  (1  +  X|)  -  (4  -  Xl)  {i  -  X])  cos  (9,  -  9^)  -  4  Ä,  Ä^  cos  (Ol,  +  01^,  -  i«,i 

Somit  gelangen  wir,  indem  wir  in  (56.)  auch  noch  (of)  durch! 
ersetzen,  zu  folgendem 

Satz  über  die  Green'sche  Function.  —  Repräsentirt  G*  die 
Green  sehe  Function  einer  gegebenen  Kugelcahtte  o  in  Bezug  atif  einen 
beliebig  gegebenen  Ceniralpunki  o,  und  soll  derjetiige  Werth  G]  ange- 
geben  werden^  den  diese  Function  in  irgend  einem  Punkte  ^  besitzt^  so 
bezeichne  man  die  Inclination  der  gegebenen  CaloUe  g  mü  (o«, 
ferner  den  Radius  ihres  Grundkreises  mit  B,  und  endlich  die  diesm 
Grundkrei^e  entsprechenden  peripolaren  Coordinateti  der  Punkie  o  und  i 
resp.  mit  k^^  cö^,  %^  TT^  und  k^^  o)^,  ys,  TTt.  Alsdann  lautet  der  ge- 
suchte  Werth  G|  folgendermassen  : 

(60.)  Gl  =  -^/l  Arctg  (-V)  H-  ±  Arctg  (-^U, 

tt'o  T,  0  die  in  (58.),  (59.)  angegebenen  Ausdrücke  vorstellen ^  während 
r,  t)- geuisse  Winkel  bezeichnen^  die  (vgl.  Seite  444)  in  folgender  WVtf^ 
zu  construiren  sind: 

Man  markire  denjenigen  Punkt  ß^  in  welchem  irgend  eine  Meri- 
dianebene   der  Calotte  a   vom  Grundkreise   geschnittefi  wird^   beschreibe 


*)   Diese  Relationen  sind   (vgl.   Seile  379)  : 

Wf  H-  Wt  s  2  a>^ ,    (med  2  tt)  , 
(p^.  s  (p^j   (med  %7v]. 
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dann  in  dieser  Ebene  um  ß  als  Miltelpunkl  eine  unendlich  kleine 
reisperipherie ^  und  bezeichne  die  Punkte^  in  denen  diese  Peripheiie 
m  der  Calotie  a  und  von  den  confinen*)  durch  o  und  f  flehenden 
lalotten  geschnitten  wird^  resp,  mit  a,  o,  f.  Endlich  markire  man 
\u{  dieser  Peripherie  noch  denjenigen  Punkt  o\  welcher  das  Spiegelbild 
m  a  in  Bezug  auf  die  Halbirungslinie*')  des  Winkels  oßi  repräsenlirt. 
Die  so  erhaltenen  vier  Punkte  o,  f ,  a,  a'  zerlegen  die  unendlich  klmne 
\rei8peripl$eiHe  in  eben  so  viele  Bögen.  Und  zwar  wird  alsdann  derjenige 
hgen  (of),  welcher  die  Punkte  a,  a  nicht  etithäll^  den  Winkel  r, 
ind  derjenige  Bogen  {aa)^  welcher  die  Punkte  o,  f  nicht  enthält^ 
fe»  Winkel  &  repräsenliren. 


Fig.   4  2. 


Man  erkennt  hieraus  sofort,  dass  die  Function  G?  bei  Ver- 
lauschung  der  Punkte  o  und  f  ungeUndert  bleibt,  wie  solches  a  priori 
zu  erwarten  stand.  —  Ferner  gelangt  man  mittelst  der  Formel  (55.) 
2u  folgendem 

Satz  über  die  Green'sche  Belegung.  —  Repräsenlirt^  was 
lie  Calotie  g  anbetrifft^  if  die  Dichtigkeit  der  dem  gegebenen  Central^ 
^nkt  0  entsprechenden  Ctreen  sehen  Belegung ,  und  soll  derjenige  Werth  ?/^ 
^gegeben  werden^  den  diese  Dichtigkeit  in  irgend  einem  Punkte  g  der 
fflotle  besitzt^  so  bezeichne  man  die  peripolaren  Coordinuten  der  Punkfv. 
und  a  resp.  mit  Ä^,  Wp,  y^,  TT^  und  Ä^,  w^,  y^,  TT^.  Alsdann 
Vckt  jener  Werth  sich  folgendermassen  aus: 


*^   Vgl.   die  erste  Note  Seite  417. 
**i    Diese  Halbirungslinie  ist  in  vorstellender  Figur  punktirt  angegeben. 

Abhandl.  d.  K.  S.  Gesellsch.  d.  Wisiensch.  XX.  :H 
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,0   -   "o 

.  abs  sin  i  (w^  -  w«) 

^a  — 

7i2.n„.  (<To;^              ' 

^"^^ 

•  abs  sin  (w^  -  w^)   ^;j          ^^ 

%7t'^S  .    <To;3 


l«  0,      |\n„n,.ab.c.os'(a'„-a>;:)r 


Äier   bedeutel   {ao)    den    (jeradlinujen  Abstand   der  beiden   Punkte  g,  o,   ' 
und  hat  also  zufolge   (57.)   den   Wevth: 


TTo  TT«  T 


(6«.)  (oc/;  =  -V-' 

vorausgesetzt^  da.ss  man  unter  T  c/ew  Ausdruck  (58.)  versteht^  denselben 
bezogen  gedacht  auf  die  Coordinaten  A^?  ^^o^  ^o  ^^^^^  K^  ^%^  V'a- 

Sowohl  hier,  wie  im  vorhergehenden  Salz  (60),  können  ilio 
Inclinationen  oi^,  co^,  w^  beliebig  gegeben  sein,  also  unbestimmt  sein 
bis  auf  ganze  Vielfache  von  2  7r. 

Prüfling  der  Formel  für  die  Green'sche  Function.  — 
Man  kann  diese  Formel  prüfen  mittelst  eines  gewissen  allgemeinen 
Satzes*) ,  nach  welchem  die  Gesammtmasse  M^  der  dem  Punkte  o 
(als  Centralpunkl)  entsprechenden  Green'schen  Belegung  den  Werlh 
haben  muss: 

(«0  ^"  =  4"' 

wo  F,  F  dieselben  Bedeutungen  haben  wie  früher  (Seite  428). 
Diesen  allgemeinen  Satz  können  wir  nämlich  in  der  Art  zur  Prüfung 
verwenden,  dass  wir  einerseits  die  Masse  M^  mittelst  der  Formel 
(60.),  andererseits  den  Quotienten  der  beiden  F  mittelst  der  Formeln 
(16.),  (18.)  Seite  428  berechnen,  und  sodann  nachsehen,  ob  diese 
beiden  Werthe  wirklich  einander  gleich  sind. 

Dabei  wollen  wir  der  Bequemlichkeit  willen,  was  die  Lage  der 
(Kalotte  ö  und  des  Punktes  o  betrifft,  einen  möglichst  concreten  Fall 
betrachten.  Es  seien  nümlich  c  und  q  gegebene  Zahlen,  die  der 
Relation  entsprechen  : 

iß,]  0  <  r/  <  c  <  /r; 

und  es  mag  (•  die  Inclination  der  Calolte  a,  andererseits  q  die  In- 
clination  dos  Punktes  o  voi  stellen.  Ferner  befinde  sich  der  Punkl  { 
in  unendlicher  Entfernung ;  so  dass  also  die  Inclinalion  dieses  Punktes 


')    Vgl.    mein    W'erk    über    das    Loy.   und  Xewt.   I^otenlial    fTeubner ,    4  HIT-, 
djisolbsi  Solle  341  ,     9.'. 
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)  gesetzt  werden  darf*).  Entwirft  man  die  diesen  Verhältnissen 
prechende  Figur**) ,  so  findet  man  mittelst  der  auf  Seite  447 
jgebenen  Construction  sofort: 

in: 

cos  ^  r  =  cos  \q ,  cos  | ^  =  —  cos  [c  —  \q). 

ler  ergeben  sich,  weil  |  im  Unendlichen ,  mithin  f'  im  räumlichen 
elpunkt  fc  der  Calottc  a  liegt,  für  T  und  0  aus  (57.)  folgende 
Ihe: 

o'  den   (in  Beziehung  auf  a)  zu  o  conjugirten  Punkt  vorstellt***). 

Suhstituirt  man  nun  die  Werthe  {d\) ,  (f.)  in  die  Formel  (60.), 
folgt : 

Gl  ==  -4—  ItIo  Arctg  /_-?-— \  H-  n«'  Arctg  /,= T^         U 

aber  kann  diese  Function  C^,  ihrer  allgemeinen  Definition  nach, 
[^sehen  werden  als  dasjenige  Potential,  welches  von  der  dem 
kte  0  entsprechenden  Green'schen  Beilegung  auf  f  ausgeübt  wird. 
3ichnet  man  also  die  Gesammtmasse  dieser  Belegung  [wie  schon 
(«.)  geschehen]  mit  Af%  und  beachtet  man,  dass  bei  unserer 
jnwiirtigen  Betiachtung  |  als  unendlich  fern  vorausgesetzt  wird, 
srgiebt  sich  sofort: 


^0  ^  M^ 

5         TTw 


1  TTi   kann   als   otfenbar  als   der  Absland  jenes  unendlich  fernen 

ites   f    von    der   Calotte  angesehen    werden.      Und    durch    Ver- 

;hung  von   (f.)   und    (//.)  folgt  sofort: 

M^  =  — W-  Ik  Arctg  (-  -  -  \  +  TJo'  Arclf^  l^--  --"^— _\\  .   . 


*)   Sie    könnte  närnlich   auch    gleich   einem   ganzen    Vielfachen    von  2  ;r  ge- 
werden. 

**)   Der  Leser  wird  gebeten ,   diese  Figur  wirklich  zu  zeichnen ,   wobei  Rück- 
zu  nelinien  auf  die  in   !/:^.)   gemachten  concreten  Angaben. 
***)   In   {€,)    sind    für  0   zwei  Wertlio    angegeben.      Dabei    ist   zu    bemerken, 
der  zweite   au^    dein    ersten    unmittelbar    folgt   mittelst  des  Satzes  Seite  379, 

• 

34* 
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Andererseits   folgt  aus   Seite  428    (16.)  und  (18.),   wenn  man 
daselbst  den  beliebigen  Punkt  f  mit  dem  Buchstaben  o  bexeichnei: 

und  gleichzeitig  ergeben  sich  im  gegenwärtigen  concreten  Fall  für  die 
hier  auftretenden  Winkel  und  Cosinus  die  Werthe*): 

[a)o]  =  9,  [Wo']  =^c  --  q  "•  ^7C, 

(>t.) 

cos  J  [wo]  =  cos  ^7,  cos  \  [lüo']  =  —  cos  (c  —  ^q). 

Subslituirt  man  aber  diese  Werthe  in  (/.),  so  wird  in  der  Thal  jener 
Ausdruck  (/ )  identisch  mit  dem  Ausdruck  (t^.) ;  wie  nach  dem  all- 
gemeinen Satz   [u,]  zu  erwarten  stand. 


§  10. 

Uebertragung  der  im  vorhergehenden  §.  erhaltenen 
Resultate  auf  den  Fall  der  Kugelfläche  ^*)  • 

Allgemeine  Betrachtungen.  —  Denken  wir  uns  für  eine 
MW  geschlossene  Flüche  und  für  einen  gegebenen  Gentralpunkt  o  die 
Green  sehe  Function  G^  gebildet,  so  ist  dieselbe  von  bestimmter  Bedeu- 
tung  für  jedwedeti  Punkt  f  des  ganzen  unendlichen  Raumes.  Denn  es 
kann  dieselbe  definirt  werden  als  dasjenige  Potential ,  welches  auf 
den  Punkt  ^  ausgeübt  wiid ,  von  der  dem  Punkte  o  entsprechenden 
Green  sehen  lielegung;  wilhrend  diese  Belegung  ihrerseits  definirt 
weiden  kann  als  diejenige  elektrische  Belegung,  welche  auf  der  zur 
Erde  abgeleiteten  Fläche  inducirt  werden  würde  durch  einen  in  o 
befindlichen  elektrischen  Massenpunkt  von  der  Masse  ( —  1). 

Sind  die  Begriffe  in  solcher  Weise  (ixirt,  so  wird  offenbar  C* 
für  jedweden  Raumpunkt  f  auch  dann  noch  eine  bestimmte  Bedeutung 
behalten,  wenn  man  die  wwgeschlossene  Fläche  in  eine  geschlossen 
sich  verwandeln  lässt.      U^id  zwar  wird  alsdann^    wie   leicht  zu  (iber- 


*)    Dabei    wird    wicMlenini    vorausgesetzt,    dass    der  Leser   die  ^OIl  ihm  ent- 
worfene Figur  zu   Uatlie  zieht. 

"^^j  Mit  Leichtigiieit  küniitcii  Nvir  unsere  allgemeinen  Formeln  .Seite  H^» 
(60.)  und  !61.)J  auch  übertragen  auf  den  Specialfall  der  Kreisfläche.  Doch  würden 
sich  hiebei  in  jenen  Formeln  nur  so  unbedeutende  Aenderungeu  ergeben,  ^^ 
ein  näheres  Eingehen  auf  diesen  Fall  unnothig  erscheint. 
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len,  Cj-  für  solche  Punkte  ^,  die  von  o  durch  die  Fläche  ge- 
eint sind^  identisch  weiulen  mit  der  reciproken  Entfernung: 

n  die  Richtigkeit  dieser  allgemeinen  Bemerkung  an  einem  einfachen 
ispi(»l  zu  conlroliren,  wollen  wir  den  für  die  Green'sche  Function 
lor  Kugelcalotte  erhaltenen  Ausdruck  (Seite  446)  einem  näheren 
idium  unterwerfen,  nlimlich  die  Gestalt  untersuchen,  welche  dieser 
isdruck  anniuunt,  sobald  man  die  gegebene  (]alotte  allmühlig  in 
le  volle  Kugelfläche  sich  verwandeln  lUsst. 

Die  Green'sche  Function  einer  Kugelcalotte,  respective 
aer  vollen  Eugelfläche.  —  Dabei  wollen  wir  gleich  von  Anfang 
nehmen,  dass  der  Radius  A  der  gegebenen  Calotte  einen  endlichen 
erlh  habe,  dass  hingegen  der  Radius  B  ihres  Grundkreises  unend- 
h  klein  sei.  Bei  dieser  l'alotte,  die  nur  noch  unendlich  wenig  von 
jer  vollen  Kugelflüche  dilferirt,  sind  nun,  was  die  i^age  der  Punkte 
und  f  betritt!,  zwei  Fülle  zu  unterscheiden. 


*)   Beiläufiges  Paradoxon.  —  Lässt  man  die  betrachieie  Fläclie  um  den  Punkt  o 
rum  sich  schliessen ,   so  wird  die  von  ^  abhängende  Function 


alle  Punkte  ^  des  ausserhalb  der  Fläche  liegenden  Unumes  St  yleich  Null  sein, 
igcgcn  bestimmte  von  Null  verscliicdeno  Wertlie  besitzen  für  diejenigen  Punkte  ^, 
liehe  dem  hmeuraum  0  der  Flüche  angehören.  Gleiches  wird  daher  auch  statt- 
den,  falls  man  die  Fliiclie  nicht  vollsländig,  sondern  nur  bis  auf  eine  unendlich 
ine  Oe/fnuwj  sich  schliessen  lässt.  und  man  hat  im  letztem  l^all  also  zwei 
reh  die  unendlicli  kleine  Ooffriung  mit  einander  communicirende  Räume  %  und  3, 
0  (mit  andern  Worten)  einen  einzigen  zusamvienhängetulen  Raum ,  von  welchem 
und  3  Theile  sind  y   und   zugleich  eine  Function 

!  in  dem  eineti  Theile  dieses  Raumes  =0  ist,   im  andern  aber  nicht.     Das  aber 
lit  in  diametralem  Widerspruch  mit  einem  bekannten  allgemeinen  Salz  [vgl.  mein 
.*rk  über  das  Log.   u.   \eivt.  Potential   (Teubner   1877^.,   daselbst  Seite  9.  '18.)]. 
Doch  \ erscliwindet  dieser  Widerspruch,  wenn  man  das  Wort  n^unendlich  klein^ 
»s  ja  stets  nur  als  Abbreviatur  dient)   eliminirt,    und  den  dahinter  verborgenen 
itbestand    aufdeckt.      Denn    alsdann    wird    zu    sagen   sein ,     dass    die    in    Rede 
bcnde  Function  im  Räume  XH  W^Tlhe  besitzt,    die  durch  Verkleinerung  der  ge- 
inten Oeirnung  behebig  nahe  an  Null  herangedrückt  werden  können,    die  aber, 
lange  jene  Oelfnung  noch  nicht  völlig  verscliwunden  ist ,   innner  noch  ron  Xull 
schieden  sein  werden  j   oder  wenigstens  \on  Null   verschieden  sein  können.     Und 
Sern  Wortlaut  gegenüber  verschwindet  in  der  That  die  .\nwendbarkeil  des  citir- 
allgemeinen  Satzes,   mithin  auch  der  in  Rede  stehende  Widerspruch. 


*)  Bei  Aiiwenduiig  dieser  Metiiodc  liat  man  aUmählig  vorzugehen,  nänilif'* 
den  Radius  des  Grundkreises  zu  Anfang  sehr  klein  zu  nehmen,  und  sodann  crsl 
verschwinden  zu  lassen. 

"*  Die  Grössen  T  und  0  sind  niiinlich ,  wie  aus  (4.)  ersichlhch ,  mit  <^*^'** 
unendlich  kleinen  Factor  B  (den  Radius  des  unendlich  kleinen  Grundkreises]  ^^ 
haftet.  Somit  folgt  aus  (i.)  ,  dass  diese  Grössen  T  und  0  beide  positiv  und  beid*? 
unendlich  klein  sind.  Ist  aber  6  eine  unendlich  kleine  positive  Grösse,  so  ^^^^^ 
stets  die  Formeln : 

Arctg  (fc)  =  €,  und:   Arctg  (—  e]  =  /r  —  €, 

(0  .  .  TT)  lO  .  .  n] 

wie   solches   aus    unsern    Deünilionen    [vgl.    die    Note   auf   Seite   415]    sich  li*^^" 
ergiebt. 
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Erster  Fall:  Die  beiden  Punkte  o  und  ^  liegen  auf  verschie- 
denen Seiten  der  Kugelßäche,  —  Alsdann  ergeben  sich  für  die  im 
Allgemeinen  mit  t  und  t^  bezeichneten  Winkel  unter  Anwendung 
der  auf  Seite  447  angegebenen  Constructionsmethode*)  die  Werthe: 

(2.)  r  =  2/r,  ^  =  0, 

also: 

(3.)  cos  |t  =  —  1 ,         cos  \^  =  1. 

Ferner   erhalt   man   für  die   Ausdrücke  T,  0,  Seite  446    (37.},  die 
Werthe :  ] 

(4.)  T  =  «//,  e  =  ^Ml,  i 

wo  die  H  die  Abstünde  der  betreffenden  Punkte  (o,  f  und  |')  von 
dem  unendlich  kleinen  Grundkreise  bezeichnen. 

Aus  (3.)   und  (4.)   folgt  ziemlich  leicht**) : 

(^•)  ^'^^^  (cto)  =  ^'""^^  (+  0)  =  0, 

(0  .  .  ä)  V*"**  J  "/  (0  .  .  a) 

(6.)  Arctg  (-J77)  =  Arctg  (-  T)  =  rr  -  T. 

Und   durch  Substitution   dieser  Werthe  (5.) ,   (6.)    in   die   allgemeine 
Formel  Seite  446   (60.)   folgt  sofort: 

('•)  '■■:■=„-„!„,  {"-^-Ij. 

(9.)  d.  I.    =  ^-j^i   J-» 

oder,  falls  man  für  T  seinen  Werth  (4.)  substituirt; 
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1  mit  unserer  vorangeschickten  allgemeinen  Betrachtung  in  vollem 

dang  steht,  [vgl.  (1.)]. 

Zweiter  Fall:     Die  Punkte  o  und  |  liegen  auf  derselben  Seite 

Kugelfläche,  —  In  diesem  Fall  treten  an  Stelle  der  Formeln  (2.), 

folgende : 

T  =  0,  ;^  =  2/r, 

cos  J^  r  =  1 ,  cos  ^  ^  =  —  1 , 

solches  wiederum  mittelst  unserer  allgemeinen  Constructions- 
hode  (Seite  447)  sich  leicht  ergiebt.  Hingegen  bleiben  die  For- 
n  (4.)  dieselben.  Und  man  gelangt  daher,  (was  weiter  auszu- 
ren  überflüssig  sein  würde)  zu  folgendem  Resultat: 


]  r^  ^  ^ 

']  G,  -  -^^ 

für  man  auch  schreiben  kann: 


)ei  sind  unter  den  R  die  Abstünde  der  betrelFenden  Punkte  von 
1  unendlich  kleinen  Grundkreise,  d.  i.  von  einer  beliebigen  Stelle^^) 
Kugelfläche  zu  verstehen.  Demgemöss  ergiebt  sich  folgender  Satz: 
Liegen  die  Punkte  o  und  l  beide  auf  derselben  Seiie^*^)  der 
elfldche^  und  soll  die  diesen  Punkten  entsprechende  Green  sehe 
clion  ß|  ermiltell  werden^  so  construire  man  den  in  Bezug  auf  die 
lelfläche  zu  o  conjugirlen  Punkt  o\  und  markire  auf  der  Kugelfläche 
^w  beliebigen  Punkt  f.     Alsdann  ist: 


'')  Bringt  man  nämlich  den  Satz  Seite  379  (33.)  in  Anwendung  auf  den 
eines  unendlich  kleinen  Grundkreises,  so  gehen  daselbst  die  TT  in  die  R  über; 
man  erhält: 

JoTL  ^     (Q'fl    . 

nniltelst  dieser  Gleichung  geht  die  Formel   (H.)  in   (19.)  über. 

**)   Sind    nämlich   die  Kugelfläche  und  die  beiden  Punkte  o  und  ^  gegeben, 

:ann    man  jene    Fläche    immer   ansehen    als    eine    Kugelcalotte    von    unendlich 

lem  Grundkreis,   und  hat  dabei  freie  Wahl  in  Betreff  der  Stelle,   an    welcher 

diesen  unendlich  kleinen  Grundkreis  auf  der  gegebenen  Kugelfl&che  sieh  vor- 

»n  will. 

'^^*)   Ob  dies  die  äussere  oder  innere  Seite  ist,  bleibt  gleichgültig. 

f)  Dass  dieser  Werlh  der  richtige  ist,  kann  mittelst  bekannter  Methoden 
t  controlirt  werden. 
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wo  [wie  leicht  zu  übei'sehen)  der  erste  Factor  ^^  unabhängig  kl  ron 
der  Lage  des  Punktes  Punktes  /*,  nämlich  ein  und  denselben  Werth  k- 
hält^  wenn  man  diesen  Punkt  f  auf  der  Kugelfläche  sich  betvegen  Ifmi 
Die  Green'sche  Belegung  für  die  Kugelflache.  —  Wir 
(leuken  uns  wiederum  die  Kugelfläche  als  eine  Kugelcalotte  von 
unetidlich  kleinem  Grundkreise.  Alsdann  können  die  in  der  allge- 
meinen Formel  Seite  448  (61.)  enthaltenen  Inclinationen  (o„  und  »>, 
ebenfalls  unendlich  klein  gedacht  werden^).  Und  bei  dieser  Auf- 
fassungsvveise  ergiebt  sich  sofort: 

abs  sin    {(Oo  —  ioq)  =  abs  [lOa  —  a>o) , 
(14.)  abs  sin  J  [lOa  —  lOo)  =  ^  abs  [lOa  —  Wo)  > 

abs  cos  ^  (cDa  —  (Oo)  =  4 . 

Da  ferner  B  (der  Radius  des  Grundkreises)  unendlich  klein  ist,  so 
wird  in  der  genannten  allgemeinen  Formel  Seite  448  (61.)  das 
Argument  von  Arctg  unendlich  klein  und  zugleich  positiv  sein;  so 
dass  also  dieser  Arctg  identisch  wird  mit  seinem  ArgumefU. 

Mit  Rücksicht   auf  diese  Bemerkungen  gewinnt  jene  allgemeioe 
Formel  folgende  Gestalt: 

0  =s  "o  ^^^  (^o  ^  '^o)     .    n;  abs  (tt>^  -  01^)  ^  n    abs  (tti^  -  aij 

oder,  weil  das  erste  und  dritte  Glied  einander  zerstören*^),  folgende 
Gestalt: 

f.n    s  .  0    —  TTq  abs    ((Do    -    tüo) 

Offenbar   können  wir   auf  der   gegebenen  Kugelflllche  den  Ort, 
an    welchem   wir   uns   den   unendlich   kleinen   Grundkreis   vorstellen 


*)  Jene  Inclinationen  (fj„  und  iOq  sind  in  jener  allgemeinen  Formel  Seite  *^* 
(61.)  unbestimmt  bis  auf  beliebige  Vielfache  von  i7r,  und  haben  also  im  v*^ 
liegenden  Fall  Werthe  von  der  Form : 

w^  =  €  +  3/  .  2  TT  , 

wo  €,   L    unendlich    kleine    Grössen,     hingegen    M,   N  willkürliche    ganze    ZaB 
sind.     Der    Bequemlichkeil    willen    setzen   wir  aber   M  und  N  gleich   Au//;      ^ 
haben  alsdann  für  jene  Inclinationen  in  der  That  unendlich  kleine  Werthe. 

**)   Diese  Zerstörung   ist  eigentlich  Luxus.     Denn  jene  Glieder  würden,  *^ 
sie  unendlich  klein  [nUmlich  mit  dem  Factor  abs  {o}„  —  w©)   behaftet]  sind, 
dann  verschwinden,   wenn  sie  einander  nicht  zerstörten. 


Vertueilung  der  EIlektricität  auf  einer  Kugelcalotte.  455 

)llen,  willkürlich  wählen*).  Und  von  dieser  Willkür  wollen  wir 
brauch  machen,  um  die  vorstehende  Formel  (16.)  möglichst  zu 
einfachen.  Wir  legen  nämlich  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel- 
3he  und  den  Punkt  o  eine  gerade  Linie,  bezeichnen  die  beiden 
akle,  in  denen  die  Kugelfläche  von  dieser  Linie  geschnitten  wird, 
i  a  und  6,  und  zwar  in  solcher  Weise,  dass  {oa)  >  {ob)  ist,  und 
^setzen  sodann  jenen  unendlich  kleinen  Grundkreis  an  die  Stelle  a. 
er  genauer  ausgedrückt:  Wir  denken  uns  den  MitlelpufüU  des 
eises  auf  der  Linie  {ao)^  unendlich  nahe  an  a,  und  die  Ebene  des 
eises  senkrecht  gegen  die  Linie  {ao).  Alsdann  werden  die  un- 
dlich  kleinen  Inclinationen  o)^  und  to^  zum  unendlich  kleinen  Ra- 
is  B  jenes  Kreises  in  folgender  Beziehung  stehen: 

(ab)  Wa  ==  2B  , 
(ao)  Wo  =  ^B  ; 

ie  solches  aus  der  geometrischen  Anschauung  unmittelbar  sich  er- 
3bt.     Hieraus  folgt 

CO,  ^  COo  ^  2B -r-rj^^  . 

bstituirt  man  diess  in  (16.),  und  beachtet  zugleich,  das  T\^=s  (ao) 
,  so  folgt: 

n  *,o  g.      (flo^^      abs  [{ao)  -  (ab)] 

''  ^o        %n  [ao]^         [ao)  [ab)  ' 

er,  was  dasselbe  ist: 

,  .  0  —  (flo)  *  abs  [(ao)  -  (ab)]      \ 

'''  ^o  %n  [ab)  (ao)» 

K)  folgender  Satz: 

Soll  für  eine  Kugelfläche  die  Dichiigkeil  der  einem  gegebenen  {äussern 
?r  innem)  Centralpwikl  o  entsprechenden  Greenschen  Belegung  an- 
heben werden^  so  bezeichne  man  diejenigeti  beiden  Punkte  der  Kugel- 
cAe,  deren  Entfernungen  von  o  am  grössten  und  kleinsten  sind^  re- 
Active  mit  a  und  b.  Alsdann  hat  jene  Dichtigkeit  an  irgend  einer 
^lle  a  der  Kugelfläche  den  in  (18.)  angegebenen   Werth**). 


*)  Vgl.  die  zweite  Note  Seite  453. 

**)  Selbstverständlich  steht  dieser  Satz  in  vollem  Einklang  mit  denjenigen 
gebnissen,  zu  welchen  man  in  BctrefT  dieser  Belegung  auf  anderem  Wege  go- 
^.  Vergl.  z.  B.  mein  Werk  über  das  Log.  u.  Newt.  Potential  (Teubner  4  877], 
selbst  Seite  64,   Formel   (n.j,  und  Seite  67,  Formel   (28.). 
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Man  kann  die  Formel   (18.)  auch  so  schreiben 

WO  der  Factor  C  conslant  ist,   nämlich   nur  abhängt  von  den  /)«(« 
Punkten  0,  a  und  6. 
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§  7.     Forlsetzung.     Die  Gesammtmasse  der  auf  der  Calotte   vorhandenen  Rlektricit^il    ^i^ 
§  8.     Fortsetzung.     Die  Dichtigkeit  der  auf  der  Calotte  vorhandenen  Elektricität    .   .    U3 
§  9.     Die  Green' sehe  Function  und  die  Green  sehe  Belegung  für  die  gegebene  Kugel- 
calotte     UO 

§  4  0.  Uebertragung    der    im    vorhergehenden   §.   erhaltenen   Resultate    auf    den   Fall 

einer  vollen  Kugelfläche *'>* 


NB.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  habe  ich  nicht  weiter  für  nöthig  erachtet. 
Rechenschaft  abzulegen  über  die  einfache  Beziehung,  in  welcher  die  Green'sche  Function 
und  die  Green'sche  Belegung  zu  den  elektrostatischen  Problemen  steht.  Doch  tindi't  nian 
darüber  einige  beiläufige  Bemerkungen  auf  Seite  450  zu  Anfang  des  §  4  0. 
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VORWORT. 


Briot  orkilirt  in  seinem  Essai  sur  la  iMorie  mathemaiiqtio  do 
Itaniere  (1864)  die  in  der  Richtung  der  Haiiptave  eines  Berg- 
stalles eintretende  circulare  Polarisation  durch  die  Annahme  einer 
der  Richtung  der  Radien  der  Basis  spiralförmig  angeordneten 
^erung  der  Aethermoleküle.  Eine  solche  Spirale  erscheint  an  ihren 
Jen  Enden,  von  aussen  gesehen,  in  genau  gleicher  Weise;  eine 
\\{s  oder  eine  links  gewundene  Spirale  behlUt  an  beiden  Enden 
iselben  Charakter,  und  es  würden  hiernach  also  die  beiden  Enden 
;r  drei  die  gegenüberliegenden  Seitenkanten  des  Prismas  verbin- 
iden  Nebenaxen  von  völlig  gleicher  Beschaffenheit  sein. 

Genügt  nun  auch  die  von  Briot  gemachte  Annahme  zur  Er- 
nmg  der  Drehung  der  Polarisationsebene  des  Lichtes  im  Berg- 
f'stall,  so  ist  sie  doch  für  die  Erklärung  eines  anderen,  ebenfalls 
i  Bergkrystalle  auftretenden  Vorganges  nicht  ausreichend. 

Meine  Untersuchungen  über  die  thermoelektrischen  Eigenschaften 
s  Bergkrystalles"^)  haben  den  Nachweis  geliefert,  dass  zwar  die 
pi  Nebenaxen  desselben  einander  gleichen,  dass  jedoch  die  beiden 
iden  einer  jeden  Nebenaxe  in  einem  Gegensatze  zu  einander  stehen. 

ßnden  sich  nämlich  an  den  Enden  der  Nebenaxen  eines  Berg- 
ystalles  elektrische  Pole,  die,  wenn  wir  die  Seitenkanten  des  Pris- 
is,  in  welchen  die  Nebenaxen  endigen,  der  Reihe  nach  verfolgen, 
^vechselnd  positiv  und  negativ  sind,  sodass  also  jede  einzelne  der 
i  Nebenaxen  eine  elektrisch  polare  Axe,  deren  eines  Ende  positiv, 

andere  negativ  ist,  darstellt. 

Ein  verschiedenes  Verhalten  der  beiden  Enden  einer  Nebenaxe  tritt 
fc,  wie  oben  hervorgehoben,  nicht  ein,  wenn  wir  die  Aethermoleküle 


*]   Abhandi.  d.  K.  Sachs.  GcscHsch.   d.  Wissensch.     Bd.  XIII.    S.  319  —  392. 
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spiralförmig  in  gleichem  Sinne  längs  der  ganzen  Nebenaxe  gelagert 
annehmen ;  dagegen  Uisst  sich  eine  Anordnung,  welche  einen  solchen 
Gegensatz  erzeugt,  gewinnen,  wenn  wir  von  der  Spirale  nur  den 
kreisförmigen  Umlauf  beibehalten  und  annehmen,  dass  infolge  der 
KrystallisationsverhUltnisse  des  Bergkrystalles  die  Aethertheilchen  um 
die  Nebenaxe  leichter  in  der  einen  Richtung  beweglich  sind,  als  in 
der  anderen.  Die  Richtung  der  leichteren  Drehung,  d.  h.  die  Rich- 
tung, nach  welcher  die  Aethertheilchen  sich  leichter  in  eine  kreis- 
förmige Bewegung  um  eine  Nebenaxe  setzen  lassen,  würde  dann  z.  B. 
von  dem  einen  Ende  einer  Axe  aus  gesehen  rechtsum,  von  dem 
anderen  Ende  derselben  Axe  betrachtet  aber  linksum  erscheinen. 
Um  die  drei  Nebenaxen  mllsste  entsprechend  dem  elektrischen  Ver- 
halten die  leichlere  Drehung  so  vertheilt  sein,  dass  sie  stets  um  zwei 
benachbarte  Axenenden  eine  entgegensetzte  Richtung  besdsse. 

In  den  Berichten  der  Gesellschaft  vom  Jahre  1 865  *)  habe  ich 
gezeigt,  dass  die  elektrischen  Vorgänge  sich  durch  kreisförmige 
Schwingungen  des  Aethers,  je  nach  den  Umständen  unter  Bethei- 
ligung der  Moleküle  der  materiellen  Substanzen  erklären  lassen.  Die 
beiden  Modificationen  der  Elektricität,  die  positive  und  die  negative, 
unterscheiden  sich  nach  dieser  Auffassung  blos  durch  die  Richtung 
der  Drehung;  ein  und  derselbe  Wirbel  (wenn  ich  der  Kürze  wegen 
diesen  Ausdruck  gebrauche)  stellt  auf  der  einen  Seite  die  positive, 
auf  der  andern  die  negative  Modification  der  ElektricitUt  dar.  Wäre 
man  also  im  Stande,  um  die  Nebenaxe  eines  Bergkrystalles  eine  kreis- 
förmige Bewegung  des  Aethers  unter  Betheiligung  der  materiellen 
iVloleküle  zu  erzeugen,  die  im  Verlaufe  der  ganzen  Axe  in  demselben 
Sinne  erfolgte,  so  müssten  die  Enden  dieser  Axe  elektrisch  erscheinen 
und  zwar  das  eine  Ende  positiv,  das  andere  negativ. 

Wenn  nun  die  obige  Annahme,  wonach  die  kreisförmige  Be- 
wcgung  der  Aethertheilchen  um  die  Nebenaxen  eines  Bergkrystalles 
leichter  in  dem  einen  Sinne  als  in  dem  entgegengesetzten  erfolgt^ 
der  Wirklichkeit  entspricht,  so  müssen  mittelst  beliebig  gerichteter 
Schwingungen,  welche  den  Krystall  durchdringen,  die  Aethertheilchen 
im  Sinne  der  leichtern  Drehung  in  Umschwung  gesetzt  werden,  d'^ 
Enden  der  Axen  also  elektrische  Pole  zeigen. 


T\ 


)    Berichio  der  nialh.-phys.    Klasse    1865,    S.  7. 
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Infolge  der  vorstehenden  Erörterungen  lag  es  nahe,  die  Schwin- 
gen des  Lichtes  auf  eine  solche  Wirkung  zu  prüfen.  Wenn  ge- 
inliches  Licht,  dessen  Schwingungen  bald  linear  nach  den  ver- 
edensten  Richtungen,  bald  kreisförmig  oder  elliptisch  mit  wech- 
iden  Drehungsrichtungen  erfolgen,  in  beliebiger  Richtung  auf  einen 
gkrystall  treffen,  so  werden  diese  Schwingungen,  falls  sie  über- 
pt  jene  Wirkung  auszuüben  vermögen,  in  ihrer  GesamnUwirkung 
s  eine  Drehung  der  Aethertheilchen  unter  Beiheiligung  der  mate- 
len  Moleküle   im  Sinne   der  leichteren  Beweglichkeit  veranlassen. 

Ein  auf  dieses  Ziel  gerichteter  Versuch,  bei  welchem  das  durch 
3n  metallischen  Hohlspiegel  von  500™""  Brennweite  und  100"'"' 
fnung  concentrirte  Sonnenlicht  auf  einen  Bei:gkrystall  ungefähr  in 

Richtung  einer  Nebenaxe  geleitet  wurde,  ergab  nun  in  der  That 
3  Entwickelung  von  Elektricität  und  zwar  in  der  oben  angedeuteten 
ise,  dass  (den  Krystall  als  einfach  vorausgesetzt)  die  Enden  einer 
en  Nebenaxe  entgegengesetzte  Pole  zeigten,  und  die  nebeneinander 
[enden  Enden  zweier  benachbarten  Nebenaxen  ebenfalls  entgegen- 
etzte  Polaritäten  besassen. 

Eine  gleiche  ElektricitütscMregung  entstand,  als  anstatt  des  Sonnen- 
ites  die  Strahlen  einer  Gasflamme  mittelst  des  Hohlspiegels  auf  den 
gkrystall  geworfen  wurden. 

Bei  weiterer  Prüfung  ergab  sich,  dass  vorzugsweise  nicht  sowohl 

eigentlichen  Licht-,  als  vielmehr  die  Wärmestrahlen  die  Ent- 
lang der  Elektricität  in  dem  Bergkrystalle  hervorrufen,  so  dass  die- 
>e  auch  durch  die  dunkeln  Wärmestrahlen,  welche  aus  einem  nur  bis 
oder  1 00®  erhitzten  Körper  hervorgehen,  bewirkt  werden  konnte. 

Das  im  Vorstehenden  beschriebene  Verfahren  erzeugt  Elektricität 
eh  einen  wesentlich  anderen  Vorgang,  als  die  Aenderung  der 
Qperatur  die  thermoelektrischen  Spannungen.  Dies  ergiebt  sich 
)rt  aus  dem  Umstände,  dass  die  auf  den  Kanten  eines  Bergkrystalles 
ilge  der  Bestrahlung  auftretende  Elektricität  derjenigen,  welche  auf 
iselben  Kanten  bei  steigender  Temperatur  entsteht,  gerade  entgegen- 
etzt  ist,  dass  die  erstere  Elektricität  also  in  ihrem  Vorzeichen  mit 

beim   Erkalten    erscheinenden   Polarität    übereinstimmt.     Femer 

3icht  die  durch  die  Bestrahlung  erzeugte  Elektricität  in  sehr  kurzer 

)   meistens   innerhalb    30    Secunden,    ein   Maximum,    wenn   die 

nsität  der  Bestrahlung  constant  bleibt.    Wir  haben  sie  daher  durch 
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einen  besonderen  Namen  von  der  ihernioelektrischen  zu  unterscheideo 
und  wollen  sie  als  Aktinoelektricität  bezeichnen. 

Vor  Kurzem  ist  von  Jacques  und  Pierre  Curie*)  die  Ent- 
deckung gemacht,  dass  auf  hemimorph  gebildeten  Krystallen  beim 
Zusammenpressen  derselben  in  der  Richtung  der  hemimorphen  Axe  an 
den  Enden  dieser  letzteren  polare  Elektricit^t  auftritt;  d.  h.  dass  beim 
Zusammenpressen  in  der  angedeuteten  Richtung  das  eine  Ende  der 
hemimorphen  Axe  die  eine,  das  andere  die  entgegengesetzte  Eleklri- 
cit^t  annimmt.  Beim  Nachlassen  des  Druckes  kehren  sich  die 
elektrischen  Polaritäten  an  beiden  Enden  der  Axe  um.  J.  und  P. 
Curie  sprechen  als  allgemeine  Regel  aus,  dass  die  durch  Zusam- 
menpressen entstehende  Elektricität  mit  der  bei  der  Abkühlung,  und 
die  beim  Nachlassen  des  Druckes  erzeugte  mit  der  bei  der  Erwär- 
mung auftretenden  in  Betreff  ihres  Vorzeichens  übereinstimme;  dass 
also  die  ElektricitHt  dieselbe  Beschaffenheit  besitze,  gleichgültig  in 
welcher  Weise  die  Moleküle  näher  an  einander  gebracht  werden 
(durch  Druck  oder  durch  Abkühlung),  oder  andererseits  von  einan- 
der entfernt  werden  (durch  Nachlassen  des  Druckes  oder  durch 
Erwärmung) . 

In  einer  kurzen  Notiz  in  den  Berichten  für  1 880  **)  habe  ich 
aber  mitgetheilt,  dass  diese  von  J.  und  P.  Curie  aufgestellte  Regel 
keine  allgemeine  Gültigkeit  hat.  Während  sie  bei  den  Krystallen 
des  Turmalins,  des  Boracits,  des  Kieselzinkerzes,  der  Weinsäure, 
des  Rohrzuckers  und  des  Milchzuckers  zutrifft,  widerspricht  ihr  das 
Vorhalten  der  Bergkrystalle,  sowie  der  Krystalle  des  Struvits  und 
des  neutralen  weinsauren  Kalis.  Bei  den  Krystallen  dieser  letzteren 
drei  Substanzen  stimmt  vielmehr,  wie  ich  später  näher  darlegen 
werde,  die  beim  Zusammenpressen  entstehende  Elektricität  mit  der 
beim  Erwärmen,  und  entsprechend  die  beim  Nachlassen  des  Druckes 
erzeugte  mit  der  beim  Erkalten  auftretenden  überein.  Da  die  durctv 
Druck  erzeugte  Elektricität  sonach  auch  besonderen  Gesetzen  unter- 
liegt ,  so  wird  es  angemessen  sein ,  derselben  gleichfalls  einen  be- 
sonderen Namen  beizulegen,  und  es  dürfte  sich  dazu  die  Bezeichnung 
Piezoelektricität  eignen. 


*)   Coinpl.   rcnd.  hebd.   d.   seances  de  l'Acad.  des  Sciences.   Bd.]9<.  S.  J9*- 
*)   Berichte  der  maUi.-phys.  Klasse  d.  K.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  1880.  S.  !**• 
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Wenn  nun  auch  die  Thermoelektricität,  die  Aklinocleklricität 
1  die  PiezoelektricitUt  der  Bcrgkrystalle  durch  verschiedene  Vor- 
ige erzeugt  werden,  so  hängen  doch  alle  drei  Erregungsweisen 
r  Eleklricität  bei  diesem  Minerale  von  der  eigenthümlichen  Gestal- 
ig  seiner  Krystalle,  näniHch  von  der  hemimorphen  Ausbildung 
ner  drei  Nebenaxen  ab.  Dieser  Umstand  macht  es  nöthig,  bevor 
i  zur  Erörterung  der  verschiedenen  auf  der  Oberfläche  der  Berg- 
jfslalle  hervortretenden  elektrischen  Spannungen  übergehe,  eine 
jre  Darlegung  des  Wesens  seiner  Krystallgestalt  zu  geben. 


I.  Krystallographische  Verhältnisse  des  Bergbrystalles. 

Die  allgemeinste  Gestalt  im  hexagonalen  Systeme  ist  die  dihexa- 
nalc  Pyramide,  deren  Basis  ein  Zwölfeck  von  gleichen  Seiten,  aber 
r  abwechselnd  gleichen  Winkeln  bildet.  Man  kann  sie  aus  der 
tichschenkligen  sechsseitigen  Pyramide  ableiten,  indem  man  die 
benaxen  derselben  im  VerhüUniss  von  1  :  n  (wo  1  <^  n  <^  2)  ver- 
igert  und  durch  den  Endpunkt  der  Hauptaxe,  sowie  durch  je  einen 
dpunkt  einer  unveränderten  und  einer  benachbarten  in  dem  ange- 
)enen  Verhältnisse  verlängerten  Nebenaxe  Ebenen  legt.  Wird  nach 
lumann  die  allgemeine  sechsseitige  Pyramide  mit  m P  bezeichnet, 
ist  das  Symbol  für  die  entsprechende  zwölfseitige  mPn.  In  Fig.  1 
r.IV  stellt  zz'  die  Hauptaxe  dar;  xx\  yy  und  uu'  sind  die  Nebenaxen. 

Meine  Untersuchungen  über  das  elektrische  Verhalten  des  Berg- 
^stalles  weisen  nun  darauf  hin,  dass  den  drei  Nebenaxen  xx\  yy' 
1  uii  eine   physische  Bedeutung  zukommt,   und  es  sind  demnach 

der  zwölfseitigen  Pyramide  stets  die  um  den  Endpunkt  einer 
benaxe  (z.  B.  y)  gelegenen  vier  Flächen  (a,  6,  c,  d)  als  ein  zusam- 
Dgehöriges  System  zu  betrachten. 

Es  seien  a,  6,  c,  d  Fig.  I  Taf.  IV  die  zu  dem  vorderen  Endpunkte 
•  Nebenaxe  oy  gehörigen  vier  Flächen  der  zwölfseitigen  Pyramide 
^n.  Lassen  wir  bei  dieser  Pyramide  eine  Hemiedrie  in  der  Weise 
treten,  dass  eine  Fläche  um  die  andere  wächst  und  verschwindet 
ipczoedrische  Hemiedrie) ,  so  bleiben  von  den  zuvor  bezeichneten 
r  Flächen  nur  zwei,  entweder  a  und  d  oder  b  und  c  erhalten; 
1  durch   ihre  Vergrösserung  bis  zum   gegenseitigen  Durchschnitte 
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entslohen  zwei  hexagonale  Trapezoeder  (Fig.  11  und  111)  Taf.  IV,  von  i 
denen  das  eine  das  Spiegelbild  des  anderen  ist,   die   sich  also  wie 
zwei  rechts  und  links  symmetrische  Körper  verhalten.    In  ihnen  sind  in 
ganz  bestimmter  Weise  zwei  Drehungen  ausgesprochen  und  es  sollen 

daher   die   beiden   Trapezoeder    mit    r  — ^—    und    l  ^y^  bezeichnet 

werden. 

Um  den  Sinn  der  durch  die  Buchstaben  r  und  /  angedeuteten 
Drehungen  festzustellen,  wollen  wir  in  folgender  Weise  verfahren. 
Wir  legen  durch  die  verticale  Hauptaxe  zz'  und  durch  den  Schwer- 
punkt der  einzelnen  Flächen  Ebenen.  Denken  wir  uns  nun  in  die 
Hauptaxe  gestellt,  so  soll  r  (rechts)  und  l  (links)  die  Drehungen 
bezeichnen,  welche  wir  ausführen  müssen,  um  auf  dem  kürzesten 
Wege  von  der  durch  den  Schwerpunkt  der  oberen  Fläche  gellten 
Ebene  zu  der  durch  den  Schwerpunkt  der  unteren  (zu  demselben 
Systeme  gehörigen  Fläche)  gelegten  Ebene  zu  gelangen.  Wachsen 
also  die  Flächen  a  und  d,  während  b  und  c  verschvvinden,  so  ent- 
steht ein  hnkes  hexagonales  Trapezoeder,  l—j^  Fig.  II;  wachsen 
unter  Verschwinden  von  a  und  d  die  Flächen  b  und  c,  so  entstdil 
die  entsprechende   rechte  Gestalt  r"^^  Fig.  III. 

Es  kommen  nun  diese  hexagonalen  Trapezoeder  in  der  Thal 
bisweilen  vollständig  beim  Bergkrystalle  vor,  sind  aber  von  den  Kry- 
stallographcn  nicht  als  solche  anerkannt  worden*).  So  sagt  Nau- 
mann'•):  »dass  bis  jetzt  noch  kein  Körper  vorhanden  ist,  an  welcheni 
di(5  trapezocdrische  Hemiedrie  als  solche  zur  Ausbildung  gebracbl 
wäre;  denn  die  am  Quarze  bisweilen  beobachteten  hexagonalen  Tra- 
pezoeder sind  entweder  durch  gleichzeitige  Ausbildung  zweier  correlaler 
trigonaler  Trapezoeder^^*)  oder  durch  eine  Zwillingsbildung  zu  er- 
klären, bei  welcher  sich  zwei  Individuen  vollkommen  einverleibt  sind«. 


*)  Wie  weit  ihr  Vorkommen  mit  den  sonstigen  physikalischen  Eigenschaflen 
des  ßer}j;krystalles  vertraglicli  ist,  wird  weiterhin  erörtert  werden.  S.  468,  4'<- 
*^)  Naumann,  Elemente  der  theoretischen  Krystallographie.  S.  200. 
^'*;  Dies  ist  nicht  müglich.  Nach  Naumann  entstehen  zwei  correlate Trapezoeder 
aus  einem  hexagonalen  Skalenocder;  durch  die  gleichzeitige  Ausbildung  zweier  cor- 
relater  Trapezoeder  würde  also  nur  ein  hexagonales  Skalenocder,  aber  kein  hexa- 
gonales Trapezoeder  entstehen.  Ein  solches  würde  erst  durch  die  Vereinigung 
zweier  aus  den  beiden  verschiedenen  Skalenoedern  hervorgegangenen  trigonalcn 
Trapezoeder  erzeugt  werden. 
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Die  soeben  erwähnten    trigonalen  Trapezoeder   betrachtet  Nau- 

ann   als   telartoedrische  Gestalten   der   dihexagonalen  Pyramide*); 

lasst  sie  entweder  durch  Tetartoedrie  aus  der  dihexagonalen  Pyra- 

de,  oder  durch  eine  neue  Hemiedrie  aus  dem  hexagonalen  Skate- 

eder  entstehen. 

Durch  die  thermoelektrische  Vertheiiung  am  Bergkrystalle  habe 
1  aber  in  der  oben  citirten  Abhandlung  den  Nachweis  geführt,  dass 
jse  trigonalen  Trapezoeder  eine  ganz  andere  Bedeutung  besitzen, 
;  die  Naumann'sche  Ableitung  ihnen  beilegt.  Ich  habe  gezeigt, 
SS  beim  Bergkrystall  an  den  Enden  einer  jeden  Nebenaxe  ent- 
gengesetzte  Polaritäten  auftreten,  dass  also  nach  der  Richtung 
1er  dieser  Axen  ein  Hemimorphismus  vorhanden  ist.  Lassen  wir  nun 
jeder  der  drei  Nebenaxen  der  beiden  oben  beschriebenen  hexa- 
nalen  Trapezoeder  eine  vollständige  hemimorphe  Gestaltung  ein- 
ten, sodass  an  dem  einen  Ende  der  Nebenaxen  (z.  B.  y  und  ent- 
rechend dem  Charakter  des  hexagonalen  Systems  x'  und  u)  die 
ihm  gehörigen  Flächen  sich  ausbilden,  an  dem  anderen  Ende  {y\ 
und  u)  derselben  Axen  aber  nicht  zur  Entwicklung  gelangen,  so 
tsteht  aus  jedem  der  beiden  hexagonalen  Trapezoeder  ein  trigonales, 
ilches  dieselbe  Drehung  besitzt,  wie  diejenige  hexagonale  Gestalt, 
5  welcher  es  entstanden  ist.  Wenn  dieselben  Vorgänge  sich  an 
Q  entgegengesetzten  Axenenden  vollziehen,  die  Flächen  also  an 
Q  Enden  y\  x  und  u  wachsen,  an  den  Enden  y,  x'  und  u  aber 
rschwinden,  so  entstehen  ebenfalls  zwei  trigonale  Trapezoeder,  von 
Qen  jedes  mit  dem  entsprechenden  vorhin  abgeleiteten  zwar  gleiche 
stalt  hat,  aber  in  seiner  Stellung  um  180®  (oder  60^)  verschieden 

Wir  erhalten  also  vier  trigonale  Trapezoeder,  zwei  rechte  und 
ei  linke.  Das  eine  rechte  (oder  linke)  kann"; mit  dem  andern  rechten 
ler  linken)  durch  eine  Drehung  von  1 80®  oder  60®  zur  vollständigen 
«kung  gebracht  werden. 

Die  beiden  Enden  einer  jeden  Nebenaxe  zeigen  beim  Bergkry- 
lle  entgegengesetzte  thermoelektrische  Spannungen ;  dieselben  sind  bei 
igender  Temperatur  gerade  die  entgegengesetzten  als  bei  sinkender, 
sich  die  beim  Erkalten  auftretenden  elektrischen  Vorgänge  bequemer 
^hachten  lassen  als  die  beim  Erwärmen,  so  habe  ich  in  meinen 
Handlungen  über  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  der  Kry stalle, 

*)  Naumann,  Elemente  u.  s.  w.    S.  219, 
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naiuentlich   auch    um  Weitläufigkeiten   und  leicht  mögliclie  Verwech-    ^ 
selungcn  zu  vermeiden,    fast  stets  nur  die  bei  der  Abkühlung  beob- 
achteten Elektricitäten  aufgeführt   und    eben  diese  auch  auf  den  zur    ^ 
übersichtlichen  Darstellung   der  elektrischen  Vertheilungen  dienenden 
Tafeln  in  die  Netze  der  einzelnen  Krystalle  eingetragen. 

m 

Da  ich  nun  im  Folgenden  in  gleicher  Weise  verfahren  werde, 
so  will  ich  die  beiden  Enden  einer  Nebenaxe  so  unterscheiden,  dass 
das  beim  Erkalten  positive  Ende  das  Zeichen  -j-,  das  beim  Erkalten 
negative  das  Zeichen  —  erhält.  Beim  Bergkry stall  sind  beim  Er- 
kalten die  Enden  der  Nebenaxen  der  Reihe  nach  abwechselnd  elektrisch 
positiv  und  negativ;  ebenso  findet  bei  der  Entstehung  der  trigonalen 
Trapezoeder  ein  Wachsen  der  Flächen  des  hexagonalen  Trapezoeders 
an  den  abwechselnden  Enden  der  Nebenaxen  und  ein  Verschwinden 
an   den   dazwischen   liegenden   statt.      Wenn    daher   durch   das  vor 

r— ^  und  /— j—  gesetzte  Zeichen  +  und  —  angedeutet  wird,  dass, 

die  Flächen  dieser  Gestalten  nur  an  den  durch  diese  Zeichen  be- 
stimmten Enden  der  Nebenaxen  vorhanden  sind,  an  den  anderen  aber 
fehlen,    so   lassen   sich   die   vier   trigonalen   Trapezoeder    durch  die 

o        u    1        I         mPn  mPn       •     jmPn  ■  jmP^n      ,.|i.      i      *•    _■ 

Symbole  +  ^—j-^  ~  ^  ~~^~'  +  ^~j~  ^"^  —  ^~2~  völlig  bestimml 
darstellen.  -|-  ^^^^^  und  —  ^^—  haben  gleiche  Gestalt  und  unter- 
scheiden sich  blos  durch  eine  um  1 80"  (odei*  60")  verschiedene  Lage. 
Eben  dies  gilt  von  -j-  1-y~  ^"^'  —  ^~i~' 

Untersuchen  wir  nun,  welche  Gestalten  durch  eine  nach  den 
Nebenaxen  hemimorphe  Bildung  entstehen,  wenn  n  die  Grenzwerthe 
1   und  2,    und  m  den   Grcnzwerth  oo  annimmt. 

Wird  bei  der  dihexagonalen  Pyramide  mPn  der  Ableitungscoefficienl 
n  =  1,  so  erhalten  wir  die  gewöhnliche  sechsseitige  Pyramide  mf' 
Bei  ihr  gehören  alle  vier  an  dem  Endpunkte  einer  Nebenaxe  gelegenen 
Flächen  zu  einem  Systeme.    Da  nun  jede  Fläche  zu  zwei  benachbarten 
Axenenden   in  derselben  Beziehung  steht,   so  sind  alle  Systeme  und 
Axenenden  einander  gleich.  Wenn  dagegen  in  den  beiden  hexagonalen 
Trapezoedern  n  =  1  wird,  so  ergeben  sich  auch  zwei  Gestalten,  di^ 
in  ihrer  Form  zwar  der  gew^öhnlichen  sechsseitigen  Pyramide  mP  voU- 
kommen  gleichen,  in  ihrem  Wesen  aber  von  derselben  durchaus  vet' 
s(*hieden  sind.  Von  den  an  dem  Endpunkte  einer  Nebenaxe  liegenden  vi^'*" 
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Flächen  gehören  nur  zwei  zu  dem  betreffenden  Axenende,  und  zwar 
je  nachdem  die  Gestalt  aus  einem  rechten  oder  linken  hexagonalen 
Trapezoeder  stammt,  die  Fläche  rechts  oben  und  links  unten,  oder 
die  Fläche  links  oben  und  rechts  unten.   Es  sind  diese  beiden  scheinbar 

sechsseitigen    Pyramiden    also    zu    bezeichnen    mit  (/^j-^l^j^^    und 

r— ^1  ^^,  wo  durch  n=  ]  angedeutet  ist,  dass  in  dem  allgemeinen 
Ausdrucke  für  die  hexagonalen  Trapezoeder  w  =  1  zu  setzen  ist.  Für 
m  =  i  erhalten  wir  also  die  beiden  Formen  |/-^|       ,  und  (r-^| 

Tritt  nun   bei   den   Gestalten  (^^V^)„^^    und  (^'^^y^I^^^  nach 

den  Nebenaxen  ein  vollständiger  Hemimorphismus  ein,  d.  h.  ver- 
schwinden die  zu  dem  einen  Endpunkte  dieser  Axen  gehörigen 
Flächen  vollständig,  wobei,  um  den  Charakter  des  hexagonalen 
Systemes  zu  bewahren,  die  Enden,  an  welchen  die  Flächen  wachsen, 
mit  denen,  wo  sie  verschwinden,  abwechseln  müssen,  so  verwandeln 
sich  die  beiden  genannten  Gestalten  in  scheinbare  Rhomboeder.  Die- 
selben sind  aber  von  den  gewöhnlichen  Rhomboedern,  wie  sie  z.  B. 
beim  Kalkspath  vorkommen,  sehr  wesentlich  verschieden.  Bei  dem 
gewöhnlichen  Rhomboeder  ist  die  Beziehung  einer  oberen  Fläche  zu 
jeder  der  beiden  unteren  anliegenden,  und  ebenso  jeder  unteren  zu 
jeder  der  beiden  oberen  anliegenden  genau  dieselbe;  dagegen  gehört 

bei  den  aus  den  Gestalten  (^^^)„^^  und  ll^\^]^^^  durch  Hemi- 
morphismus entstehenden  scheinbaren  Rhomboedern  jede  obere  Fläche 
nur  mit  einer  bestimmten  unteren,  und  ebenso  umgekehrt,  zu  einem 

Systeme.  Ist  das  scheinbare  Rhomboeder  aus  der  Gestalt  (^^4~^)^^^ 
hervorgegangen,^  so  gehört  jede  obere  zu  der  bei  der  Rechtsdrehung 
zunächst  folgenden  unteren;  ist  es  aber  aus  der  Gestalt  (^^^x^)„^^ 

entstanden,  so  gehört  jede  obere  Fläche  zu  der  bei  der  Linksdrehung 
zunächst  folgenden  unteren.  Analog  wie  bei  den  trigonalen  Trape- 
zoedeiTi  lassen  sich  die  vier  Rhomboeder,  je  nachdem  die  in  ihnen 
erhaltenen  Flächen  an  den  positiven  oder  negativen  Enden  der  Neben- 
axen liegen,  durch  die  vier  Symbole  +(^^V^)„^^?  —  (^^V^*)n  =  i  ' 
-j-  (/^^-)^_^  und  — [l—Yinz^i  darstellen.  Wird  w=  1,  so  erhalten 
wir  also -f(r^)^^^,-(r^)^^^,.f(/?^)^^^,  und- (/^)^^ 
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In  der  That  kommt  ein  solches  scheinbai'es  Rhomboeder  bei  deo 
Bergkrystallen  vor,  z.  B.  bei  den  Krystallcn  von  den  Färöern.  Ge- 
wöhnlich tritt  aber  der  Hemimorphismus  beim  Bergkrystalle  nicht  in 
seinem  Extreme  auf,  wo  das  dem  einen  Ende  der  Nebenaxe  ange- 
hörige  Flächenpaar  gänzlich  fehlt;  vielmehr  erscheint  nur  das  dem 
einen  Ende  entsprechende  Flächenpaar  stärker  oder  vollkommener 
ausgebildet,  als  das  dem  anderen  Ende  zugehörige.  Man  glaubt  dann 
zwei  Rhomboeder  von  verschiedener  Ausbildung  zu  sehen.  G.  Rose 
bezeichnete  das  eine  im  Allgemeinen  stärker  entwickelte  als  das  Haupt- 
rhomboeder  oder  Rhomboeder  erster  Ordnung,  das  andere  weniger 
hervortretende  als  das  Nebenrhomboeder  oder  Rhomboeder  zweiler 
Ordnung.  Zwischen  den  Flächen  dieser  beiden  Gestalten  ist  ferner 
häufig,  wie  dies  auch  bei  den  beiden  Tetraedern  des  Boracits  sich 
findet,  in  Bezug  auf  Glanz  und  Glätte  ein  mehr  oder  weniger  deut- 
licher Unterschied. 

Am  einfachsten  lässt  sich  eine  solche  sechsseitige,  von  zwei 
scheinbaren  Rhomboedern  in  verschiedener  Ausdehnung  gebildete 
Pyramide    kurz    und    völlig    bestimmt    bezeichnen    durch   eines  der 

vier    Sy,.bole    +  (r^»)_,;  ±-  {r"^%^,;  ±  (/^-)_,  und 

— (^^V^)n  =  i'  ^^^  ^^^  grössere  Vorzeichen  +  und  —  andeulcl, 
dass  die  an  dem  mit.  diesem  Zeichen  behafteten  Ende  liegenden 
Flächen    der    Gestalten   (r"*^-'*)  _^    und  f/^-j^^^^    eine    grössere 

Ausdehnung  besitzen,  als  die  an  dem  mit  dem  kleiner  gedruckten 
Zeichen  +  und  —  versehenen  Enden  befindlichen  Flächen. 

In    ähnlicher    Weise    wie    an    den    Gestalten   (''^^'|  _,  ud^I 

('~V~/n  =  i  ^'^  hemimorphe  Bildung  sich  nur  durch  Unterschiede  in 
der  Grösse  oder  dem  Glänze  und  der  Glätte  der  Flächen  au^r 
spricht,    könnte   dieselbe   auch    bei   den   hexagonalen   Trapezoedcrn 

selbst,  also  bei  den  Gestalten  r^^^  und  / —^  -  auftreten,  sodass  ako 
hier  mit  Benutzung  der  zuvor  angewandten  Bezeichnungsweise  die 
vier   Bildungen    +   (r "';");   ^(r^);    +(/'"[-)   und  .+  (/^I 

möglich  wären. 

Eireicht  n  den   Werth   2,   so   gehen   die   beiden    hexagonalen 
Trapezoeder  in  eine  sechsseitige  Pyramide  zweiter  Ordnung  über,  bei 
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Icher  die  Enden  der  Nobenaxen  in  den  Mittelpunkten  der  Rand- 
Uen  liegen;  bei  ihr  gehört  jede  obere  Fläche  zu  der  an  demselben 
enendc  gelegenen  unteren.  Sie  gleicht  also  der  aus  der  vollstän- 
;en  zwölfseitigen  Pyramide  m  Pn  abgeleiteten  und  kann  daher  wie 
«e  mit  dem  Symbol  mP2  bezeichnet  werden.  Istm=:2,  so  wird 
5  Symbol  also  2P2.  Eine  Drehung  ist  in  ihr  nicht  ausgesprochen, 
bildet  eine  Art  von  Übergang  der  rechten  Gestalten  in  die  linken. 

Tritt  nun  an  dieser  Gestalt  ein  vollständiger  Hemimorphismus  auf, 
entstehen,  je  nachdem  die  Flächen  am  positiven  oder  am  nega- 
en  Ende  der  Nebenaxen  erhalten  bleiben,  die  beiden  dreiseitigen 
ramiden  -{-mPi  und  — mP2,  oder  wenn  m=:2  ist,  +2^2,  und 
2jP2  (die  sogenannten  Rhombenflächen  beim  Bergkryslalle) . 

Wird  in  den  beiden  hexagonalen  Trapezoedern  die  Hauptaxe 
endlich,  so  entstehen  zwei  zwölfseitige  Prismen,  welche  in  ihrer 
istalt  im  Allgemeinen  gewöhnlichen  dihexagonalen  Prismen  gleichen. 

Tritt  an  einem  solchen  zwölfseitigen  Prisma  Hemimorphismus  auf, 
dem  entweder  nur  die  an  den  positiven  oder  die  an  den  negativen 
idpunkten  der  Nebenaxen  gelegenen  Flächen  erhalten  bleiben,  so 
Islehen  zw^ei  ditrigonale  (symmetrisch  sechsseitige)  Prismen,  welche 
ih  je  nach   dem  Endpunkte,   zu   welchem   sie  gehören,   durch  die 

liehen  -}-  und  —  unterscheiden  lassen,  also  als  -f-  ^g  ^  und g-^. 

ne  Reziehung   zur  Rechts-   oder  Linksdrehung   ist   bei   ihnen  nicht 
rect  ausgesprochen. 

Wird  bei  einem  solchen  zwölfseitigen  Prisma  n=1,  so  entsteht 

a  sechsseitiges    Prisma  (^  -*)^_^,   welches   dem   gewöhnlichen 

P  in  seiner  Gestalt  gleicht.     Bei  diesem  letzteren  sind  die  Flächen 

ihrer  ganzen  Breite   gleichartig.     Theilen  wir  jedoch  die  Flächen 

^s  aus  dem  vorliegenden  zwölfseitigen  Prisma   entstandenen  sechs- 

iligen    Prismas    ( ^-  ** )  ^  =  i  ^^  verticaler  Richtung  in  zwei  Hälften, 

sind  diese  beiden  Hälften  von  einander  verschieden;  jede  Hälfte 
hört  zu  der  ihr  benachbarten  Kante,  die  eine  also  zu  dem  posi- 
en,  die  andere  zu  dem  negativen  Ende  der  Nebenaxen. 

Lassen  wir  bei  dem  zuvor  betrachteten  zwölfseitigen  Prisma 
=  2  werden,  so  geht  es  gleichfalls  in  ein  sechseitiges  Prisma 
P2  über,    das   in    seiner  Lage    und  Gestalt   mit  dem  sogenannten 
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Prisma  zweiter  Ordnung  übereinstimmt.  Jedoch  sind  seine  Flächen 
nicht  gleichartig.  In  ihrer  Mitte  Hegen  die  Endpunkte  der  Neben- 
axen,  und  es  gehören  die  Flachen  abwechselnd  zu  dem  positiven 
und  negativen  Endpunkte  dieser  Axen. 

Wenn  an  diesem  sechsseitigen  Prisma  eine  hemimorphe  Bildung 
eintritt,  so  entstehen  zwei  trigonale  Prismen,  welche,  je  nachdem 
ihre  FUichen  den  positiven  oder  den  negativen  Enden  der  Neben- 
axen  angehören,  als  -}-cx)P2  und   —  cx)P2  unterschieden  werden. 

F'ür  den  Hemimorphismus  ist  es  nun  nicht  absolut  nothweDdige 
Bedingung,  dass  die  Flächen  einer  Krystallgestalt  nur  an  dem  einen 
Ende  der  hemimorphen  Axe  auftreten ;  es  genügt  vielmehr,  dass 
das  eine  Ende  derselben  überhaupt  anders  gebildet  ist  als  das  ent- 
gegengesetzte. Dies  kann  geschehen,  indem  sämmtliche  an  dem 
einen  Ende  jener  Axe  auftretenden  Flächen  anderen  Gestalten  an- 
gehören als  an  dem  entgegengesetzten,  oder  dass  unter  den  Flächen 
an  den  beiden  Endpunkten  nur  ein  Theil  anderen  Gestalten  ange- 
hört, während  die  übrigen  denselben  Kry stallformen  entnommen 
sind,  oder  auch  selbst,  dass  beide  Enden  die  Flächen  derselben  Ge- 
stalten tragen,  wobei  aber  die  F'lächen  an  dem  einen  Ende  eine 
grössere  oder  geringere  Ausdehnung  und  in  Bezug  auf  Glanz  und 
Glätte  eine  mehr  oder  minder  vollkommene  Ausbiklung  zeigen. 

So  erscheinen  beim  Boracit  sehr  häufig  beide  Tetraeder;  das 
eine  besitzt  aber  glänzende,  das  andere  matte  Flächen.  Beim  Tur- 
malin  tritt  häuiig  das  Hauptrhomboeder  an  beiden  Enden  mit  oft  nur 
wonig  verschiedener  Beschaffenheit  seiner  Flächen  auf;  die  Flächen 
an  dem  beim  Erkalten  negativen  Ende  sind  etwas  glätter  und  glän- 
zender als  am  positiven.  Wenn  auch  bei  diesem  Minerale  das 
nächstspitzerc  Rhomboeder  gewöhnlich  auf  dem  positiven  Ende  sich 
zeigt,  so  findet  es  sich  doch  auf  einzelnen  Krystallen  von  Nedre- 
Havredahl  bei  Krageröe  in  Norwegen  gleichzeitig  an  dem  negativer 
Ende.  Beim  Greenockit  kommen  die  Flächen  OP  und  ^^P  an  beidei 
Enden  der  Hauptaxe,  jedoch  in  verschiedener  Ausdehnung  vor.  Bein 
Kieselzinkerz  beobachtet  man  die  Flächen  2P  häufig  an  beiden  Endei 
der  unsymmetrischen  Axe,  wenn  auch  an  dem  positiven  in  grössere? 
Ausdehnung  als  am  negativen,  wo  noch  andere  gegen  die  Axe  g^ 
neigte  Flächen  sie  umgeben.  Ein  gleiches  Verhalten  zeigen  A 
künstlich    dargestellten   hemimorphen   Krystalle.     Beim  Jodsuccinin» 
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treten  die  Flächen  2  P  an  hoidon  Iilndon ,  jedoch  in  verschiedener 
Grösse  auf;  beim  Tolylplienylketon  finden  sich  die  Flüchen  des 
Hauptrhomboeders  an  beiden  Enden  u.  s.  w. 

Betrachten  wir  nun  die  von  mir  als  nach  den  Nebenaxen  he- 
mimorph  aufgefasste  Bildung  des  Bergkrystalles,  so  treten  in  seltenen 
Fällen,  um  mich  der  bisher  üblichen  Bezeichnungsweise  anzu- 
schliessen,  die  Flachen  des  Hauptrhomboeders  allein  auf  ohne  die 
Flächen  des  Gegenrhomboeders ;  gewöhnlich  erscheinen  bei  regel- 
mässiger Ausbildung  des  Krystalles  beide  Rhomboeder,  aber  in  ver- 
schiedener Grösse  und  mit  Unterschieden  in  Glanz  und  Glätte.  An 
dem  beim  Erkalten  positiv  elektrischen  Ende  der  Nebenaxen  liegen 
die  Flächen  der  rechten  Trapezoeder  erster  Ordnung  und  der  linken 
Trapezoeder  zweiter  Ordnung,  oder  bei  den  entgegengesetzt  drehen- 
den Krystallen  die  Flächen  der  linken  Trapezoeder  erster  und  der 
rechten  Trapezoeder  zweiter  Ordnung,  sowie  die  sogenannten  Rhom- 
benflächen. Es  würde  aber  dem  Charakter  des  Hemimorphismus 
nicht  durchaus  widersprechen,  wenn  diese  Flächen  ausser  an  den 
positiven  Enden  auch  an  den  negativen  vorkämen,  nur  in  verschie- 
dener Ausdehnung,  oder  an  dem  einen  Ende  mit  anderen  Flächen 
verbunden  als  an  dem  entgegengesetzten.  Das  dreiseitige  Prisma 
kommt  meistens  an  denjenigen  Seitenkanten  vor,  welche  die  Rhom- 
benflächen  nicht  tragen;  doch  findet  es  sich  auch  an  den  Kanten, 
auf  welchen  die  Rhombenflächen  erscheinen ,  wobei  dann  ein  ditri- 
gonales  Prisma  die  drei  übrigen  Kanten,  auf  welchen  die  Rhomben- 
flächen nicht  liegen,  zuschärft. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich,  dass  das  Verhalten  der 
Flächen  der  verschiedenen  Gestalten  beim  Bergkrystalle  durchaus  dem 
auf  den  übrigen  hemimorphen  Krystallen  beobachteten  analog  ist. 

In  seiner  Abhandlung  über  das  Krystallisationssystem  des  Quarzes 
sagt  G.Rose*):  »Die  einfachen  Formen  des  Quarzes  treten  nicht 
sämmtlich  zusammen  in  Combination,  sondern  das"  Vorkommen  ge- 
^visser  Formen  schliesst  das  Vorkommen  von  anderen  aus.« 

»Mit  sämmtlichen  Formen  treten  in  Combination  nur  die  Rhom- 
l^oder  erster  und  zweiter  Ordnung,  sowie  das  erste  sechsseitige 
risma.« 


*)   Abhandl.   clor  Berliner  Akademie.     <844,   S.  203. 
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»Mit  dem  rechten  Trigouoeder  (dreiseitigen  Pyramide)  treten  in 
Combination:  die  rechten  Trapezoeder  erster  Ordnung,  die  linken 
Trapezoeder  zweiter  Ordnung,  das  linke  dreiseitige  Prisma  und  das 
linke  symmetrisch  sechseitige  Prisma.«*) 

»Mit  dem  linken  Trigonoeder  treten  in  Combination  die  linken 
Trapezoeder  erster  Ordnung,  die  rechten  Tr^ezoeder  zweiter  Ord- 
nung, das  rechte  dreiseitige  Prisma  und  das  rechte  symmetrisch 
sechsseitige  Prisma.« 

Die  von  G.  Rose  aufgestellte  Unterscheidung  der  beiden  Tri- 
gonoeder (dreiseitige  Pyramiden,  die  sogenannten  RhombenflächeD) 
in  rechte  und  linke  ist  eine  gaAz  willkürliche.  Die  Flächen  dieser 
beiden  Gestalten  haben  gegen  beide  Rhomboeder  dieselbe  Lage  und 
könnten  daher  ebensogut  auf  das  Rhomboeder  zweiter  Ordnung  wie 
auf  das  Rhomboeder  erster  Ordnung  bezogen  werden.  Eben  dies 
gilt  auch  von  den  rechten  und  linken  dreiseitigen  und  symmetrisch 
sechsseitigen  Prismen,  welche  gleichfalls  gegen  beide  Rhomboeder 
dieselbe  Lage  haben. 

Es  dürfte  nun  wohl  nicht  möglich  sein,  nach  Rose's  Auffassung 
der  Gestalten  des  Bergkrystalles  ein  Verständniss  zu  gewinnen,  wa- 
rum gerade  mit  den  rechten  Trapezoedern  erster  Ordnung  die  linken 
Trapezoeder  zweiter  Ordnung,  und  ebenso  mit  den  linken  Trape- 
zoedern erster  Ordnung  die  rechten  Trapezoeder  zweiter  Ordnung 
zusammen  auftreten.  Nehmen  wir  dagegen  die  Krystalle  als  nach 
den  Nebenaxen  hemimorph,  so  liegt  der  Grund  für  jene  Combination 
sofort  klar  vor.  Die  nach  G.  Rose's  Bezeichnung  rechten  Trape- 
zoeder erster  und  die  linken  Trapezoeder  zweiter  Ordnung  und 
ebenso  die  linken  Trapezoeder  erster  und  die  rechten  Trapezoeder 
zweiter  Ordnung  gehören  stets  zu  den  positiven  Enden  der  Neben- 
axen.   Die  zusammen  auftretenden  Trapezoeder  sind  wohl  meist  ver^ 


*j  Hechte  und  linke  Trigonoeder  unterscheiden  sich  dadurch,  dass  unter  tl^^ 
Flächen  des  Hauptrhomboeders  oder  des  Rhomboeders  erster  Ordnung  die  Fräcbe*^ 
der  ersteren  rechts,  die  Flächen  der  zweiten  links  liegen.  Trapezoeder  erst^ 
Ordnung  nennt  G.  Rose  diejenigen,  deren  Fläclien  unterhalb  der  Flächen  d 
Rhomboeders  erster  Ordnung,  und  Trapezoeder  zweiter  Ordnung  diejenigen,  der 
Flächen  unterhalb  der  Flächen  des  Rhomboeders  zweiler  Ordnung  liegen.  Je  na^ 
ihrer  Lage  zu  den  gleichnamigen  Rhoroboederflächen  werden  sie  als  rechte  od 
linke  bezeichnet.  Die  Benennung  der  Prismen  giebl  ihre  Lage  in  Bezug  auf 
Flächen  dos  Rhomboeders  erster  Ordnung  an. 


^7]  Elektrische  Untersuchungen.  473 

$chiedene  Gestalten;  vom  blossen  Standpunkte  des  Hemimorphisnius 
ius  betrachtet  würde  jedoch  nichts  entgegenstehen,  dass  die  ge- 
lannten  Flüchen  denselben  Trapezoedern  angehörten;  die  Flächen 
1er  an  einer  Ualbaxe  auftretenden  rechten  und  linken  Trapezoeder 
bürden  dann  eine  hemimorphe  Ausbildung  der  dihexagonalen  Pyra- 
iiide  darstellen,  bei  welcher  die  Flächen  nur  an  den  positiven  Eu- 
len der  Axe  erhalten  sind. 

Wenn  wir  der  Einfachheit  wegen  nur  die  Flächen  der  schein- 
rdv  sechsseitigen  Pyramide,  des  sechsseitigen,  dreiseitigen  und  sym- 
uetrisch  sechsseitigen  Prismas,  ferner  die  Flächen  der  dreiseitigen 
Pyramide  (Rhombenllächen)  und  die  Flächen  der  sogenannten  unte- 
ren Trapezoeder  in  Betracht  ziehen,  und  annehmen,  dass  die  Flächen 
des  trigonalen  und  symmetrisch  sechsseitigen  Prismas  nur  an  den 
von  Rose  bezeichneten  Stellen  auftreten,  so  würden  nach  den  von 
Rose  aufgestellten  Regeln  die  beim  Bergkrystalle  auftretenden  Com- 
binationen  in  den  von  mir  gewählten  Bezeichnungen  folgende  sein. 
Die  Rose'schen  Benennungen  sind  in  Parenthese  beigesetzt. 

Sogenannte  rechte  Krystalle. 

—  ir-^\^j^    (Rhomboeder  erster  Ordnung  bei  G.Rose). 
y-^)n=^ii  (Rhomboeder  zweiter  Ordnung). 

ir ^  -)  ^ ^  ^   (sechsseitiges  Prisma) . 

-|-  2  P2  (dreiseitige  Pyramide,  rechtes  Trigonoeder,  rechte  Rhom- 
benllächen). 

-|-(/^j-^i  (rechtes  Trapezoeder  erster  Ordnung). 

-f-lr^— J  (linkes  Trapezoeder  zweiter  Ordnung). 

—  ooP2  (linkes  dreiseiliges  Prisma). 

—  ^2"    (linkes  symmetrisch  sechsseitiges  Prisma). 

Sogenannte  linke  Krystalle. 

—  (^T^)n— I  (Rh^^boeder  erster  Ordnung). 
+(^  Y/n^i  (Rhomboeder  zweiter  Ordnung;, 
(''^i'*)    -1    (sechsseitiges  Prisma). 

Abhandl.  d.  K.  ä.  GeaellHih.  d.  WisüeuRcU.  XX.  33 


+ 
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-|-2P2  (dreiseitige  Pyramide,    linkes  Trigonoeder,  linke  Rhora- 
benflächen). 

-j-lr*^j- I    (linkes  Trapezoeder  erster  Ordnung). 

-j-l/^j-)  (rechtes  Trapezoeder  zweiter  Ordnung). 

—  ooP2   (rechtes  dreiseitiges  Prisma). 

—  ^  -   (rechtes  symmetrisch  sechsseitiges  Prisma). 

Die  vorstehende  Darstellung  zeigt  die  wesentlichen  Unterschiede 
zwischen  meiner  und  der  von  G.  Rose  gegebenen  Auffassung.  Letzterer 
betrachtet  die  Flächen  der  Rhomboeder  erster  Ordnung  bei  rechten 
und  linken  Krystallen  als  gleichartig  und  ebenso  die  Flächen  der 
Rhomboeder  zweiter  Ordnung.  Dies  sind  sie  aber,  wie  ich  bereits  io 
meiner  früheren  Abhandlung  gezeigt  habe  und  im  Folgenden  noch 
weiter  nachweisen  werde,   durchaus  nicht.     Die  Rhomboeder  erster 

Ordnung  sind  bei  sogenannten  rechten  Krystallen  —  r  ~r)„s=i'  ^®'  "'^ 

ken  — (i-J-)^^4  7   gehören  also  zwar  stets   zu  denselben  negativen 

Enden  der  Nebenaxen;  in  dem  einen  Falle  gehört  indess  jede  obere  mit 
der  bei  der  Rechtsdrehung  folgenden  unteren,  im  anderen  Falle  aber 
mit  der  bei  der  Linksdrehung  folgenden  unteren  zusammen.  Ebenso 
sind  die  von  G.  Rose  als  gleich  betrachteten  Rhomboeder  zweiter 
Ordnung  verschieden;  sie  gehören  zwar  sämmtlich  den  positiven 
Knden  der  Nebenaxen  an,  unterscheiden  sich  aber  durch  den  Sinn 
der  Drehung,  in  welcher  sie  mit  den  Rhomboedern  erster  Ordnung 
Ubereinstiuunen.  Ferner  sind  von  G.  Rose  die  beiden  Trigonoeder als 
rechte  und  linke  unterschieden;  dieselben  sind  aber  bei  rechten 
und  linken  Krystallen  dieselbe  Gestalt;  sie  gehören  stets  zu  den 
positiven  Enden  der  Nebenaxen  und  enthalten  keine  Beziehung  zur 
Drohung.  Zu  denselben  positiven  Enden  gehören  auch  die  Trape- 
zoeder. Schliesslich  unterscheidet  G.  Rose  rechte  und  linke  sowohl 
dreiseitige,  als  auch  symmetrisch  sechsseitige  Prismen;  ebenso  wie 
die  Trigonoeder  sind  aber  alle  dreiseitigen  und  alle  symmetrisch 
sechsseitigen  Prismen  (vorausgesetzt,  dass  sie  nur  an  den  von  Rose 
bezeichneten  Stellen  vorkamen)  gleichartig;  sie  gehören  slimnitlich 
den  negativen  Enden  der  Nebenaxen  an. 

Die  obige  Zusammenstellung  der  Flächen  zeigt,  dass  dieselben 
zu  den  beiden  Enden  der  Nebenaxen,   den  positiven  und  den  nega- 
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liven,  eine  feste  Beziehung  haben.  Diejenigen  Enden  der  Nebenaxen, 
zu  welchen  die  sogenannten  Rhomboeder  erster  Ordnung,  die  drei- 
seitigen und  symmetrisch  sechsseitigen  Prismen  gehören,  sind  die  beim 
Erkalten  der  Krystalle  negativen;  die  entgegengesetzten  aber,  zu 
welchen  die  Rhomboeder  zweiter  Ordnung,  die  dreiseitigen  Pyramiden 
und  die  Trapezoeder  gehören,  die  beim  Erkalten  positiven.  Die  Aus- 
breitung der  von  diesen  Polen  ausgehenden  elektrischen  Zonen,  ob 
sie  von  rechts  oben  nach  links  unten,  oder  von  links  oben  nach 
rechts  unten  verlaufen,  wird  durch  die  in  den  Rhomboedern  aus- 
gesprochene Drehung  bestimmt. 


IL  Thermoelektricität. 

Ä.  Verfahren  bei  den  Beobaohtungen. 

Es  ist  die  Aufgabe  dieser  Abhandlung,  wie  auch  bereits  der 
Titel  ausspricht,  nicht  blos  die  aktino-  und  piezoelektrischen  Erschei- 
nungen auf  den  Bergkryslallen  im  Allgemeinen  nachzuweisen,  son- 
dern auch  ihre  Beziehungen  zu  den  thermoelektrischen  festzustellen. 
Dieser  Umstand  erfordert  also  die  genaue  Kenntniss  der  elektrischen 
Spannungen,  welche  durch  die  drei  verschiedenen  Erzeugungsweisen, 
durch  Änderungen  in  der  Temperatur,  in  der  Bestrahlung  und  in  dem 
Drucke,  hervorgerufen  werden. 

Ich  beginne  mit  den  thermoelektrischen  Vorgängen,  weil  solche 
sich  am  genauesten  und  speciellsten  erforschen  lassen,  und  uns  des- 
halb eine  geeignete  Grundlage  für  die  Beurtheilung  der  aktino-  und 
piezoelektrischen  Spannungen  liefern  werden. 

In  der  oben  erwähnten,  im  13.  Bd.  dieser  Abhandlungen  ver- 
öffentlichten Untersuchung  habe  ich  bereits  die  Gesetze  der  thermo- 
elektrischen Vertheilung  auf  der  Oberflache  der  einfachen  Berg- 
krystalle  aufgestellt,  und  ich  kann  gleich  hier  bemerken,  dass  dieselben 
durch  meine  neueren  Untersuchungen  in  allen  Punkten  bestätigt 
werden.  Ich  benutze  aber  die  jetzt  gegebene  Veranlassung,  um 
meine  früheren  Untersuchungen  über  die  thermoelektrischen  Eigen- 
schaften des  Bergkrystalles  nach  sogleich  näher  zu  bezeichnenden 
Richtungen  hin  zu  erweitern  und  zu  vervollständigen. 

88* 
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In  jener  früheren  Abhandlung  ist  bereits  der  Unterschied  in 
der  Lage  dei'  elektrischen  Zonen  bei  sogenannten  rechten  und  linken 
Krystallen  hervorgehoben  worden.  Dieser  Unterschied  zeigt  sich,  be- 
sonders bei  längeren  Krystallen,  am  deutlichsten  auf  den  sogenanDtcn 
Pyramidenflächen.  Bei  dem  früheren  Verfahren,  bei  welchem  die 
Krystalle  gleich  neben  dem  Elektrometer  auf  einem  kleinen  eisernen 
Ofen  erhitzt  wurden,  Hessen  sich  aber  gerade  diese  Flächen  bei 
lungeren  Individuen  nicht  gut  untersuchen.  Ausserdem  hatte  dieses 
Verfahren  noch  den  Übelstand,  dass  es  nicht  möglich  war,  den  Kryslall 
in  seiner  ganzen  Masse  auf  gleiche  Temperatur  zu  bringen.  Ich  habe 
daher  von  Neuem  die  thermoelektrischen  Spannungen  nach  dem  in 
der  letzten  Zeit  von  mir  fast  ausschliesslich  angewandten  Verfahren, 
welches  eine  gleichmUssige  Erwärmung  des  ganzen  Krystalles  gestattet, 
gemessen*)  und  dabei  der  Bestimmung  der  elektrischen  Vertheilung 
auf  den  Pyramidenflachen  eine  besondere  Aufmerksamkeit  zugewandL 

Die  Aktinoelektricität  tritt  bei  den  Bergkrystallen  besonders  auf 
den  Seitenkanten  des  sechsseitigen  Prismas  auf  und  es  sind  daher 
die  meisten  Beobachtungen  über  diesen  Vorgang  an  den  Kanten  aus- 
geführt worden.  Ein  Gleiches  gilt  von  den  Vorgangen  der  Piezo- 
elektricität,  weil  die  Krystalle  zumeist  in  der  Richtung  der  Neben- 
axcn  zusammengedrückt  wurden.  Zur  sicheren  Vergleichung  der 
beiden  genannten  Vorgänge  mit  den  thermoelektrischen  Erscheinungen 
war  daher  die  genaue  Kenntniss  des  thermoelektrischen  Verhaltens 
der  Prismenkanten  erforderlich.  Während  ich  bei  den  früheren  Ver- 
suchen die  elektrische  Beschaffenheit  der  Kanten  nur  aus  den  auf 
den  prismatischen  Seitenflächen  gemachten  Beobachtungen  erschloss, 
habe  ich  jetzt  die  Kanten  einer  speciellen  Prüfung  unterworfen. 

Bei  den  früheren  Untersuchungen  über  die  thermoelektrischen 
Eigenschaften  des  Bergkiystalles  habe  ich  mich,  um  überhaupt  ersl 
eine  klare  Einsicht  in  die  betreffenden  Vorgänge  zu  gewinnen,  vor- 
zugsweise bemüht,  einfache  Krystalle  zu  verwenden.  Nur  als  Bei- 
spiele,   dass    durch   eine  Verwachsung    verschiedener  Individuen  die 


*)  Die  Beobachtungen  bei  steigender  Temperatur  konnten  ohne  Nachtbeil  für  die 
Kenntniss  der  Ersclieinungcn  fortfallen,  >veil  s'ammtlichc  Versuche  über  die  Thenuo- 
elektricitiit  des  Bergkryst^illes  gezeigt  haben,  dass  die  thermoelektrischen  Polaritäten 
auf  den  >erschiedenen  Punkten  der  Oberllache  bei  steigemler  Temperatur  gerade 
die  entgegengeselzten  von  den  bei  der  Erkaltung  auftretenden  sind. 
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elektrischen  Vertheilungcn  auf  der  Oberfläche  überhaupt  sich  ändern, 
habe  ich  am  Schlüsse  derselben  die  Beobachtungen  an  drei  zusammen- 
gesetzten Bergkrystallen  mitgetheilt,  jedoch  ohne  näheren  Nachweis  des 
Zusammenhanges  der  elektrischen  Vertheilung  mit  der  Zusammensetzung. 
Bei  den  neuen  Untersuchungen  musste  ich  die  zusammengesetzten 
Krystalie  um  so  mehr  in  Betracht  ziehen,  als  die  Ermittelung  der  aktino- 
elektrischen  Vorgänge  grössere  Krystalie  erforderte,  und  solche  mcisten- 
theils  mehr  oder  weniger  complicirte  Verwachsungen  darbieten. 

Schliesslich  habe  ich  noch  dem  Verhalten  der  Enden  der  Hauptaxe 
eine  eingehende  Prüfung  gewidmet. 

Zur  Wahrnehmung  und  Messung  aller  im  Folgenden  durch  Tem- 
peraturänderungen und  ebenso  der  später  durch  Strahlung  und  durch 
Druck  auf  der  Oberfläche  der  Bergkrystalle  erzeugten  Elektricitäten 
diente  das  von  mir  construirte  und  früher  bereits  beschriebene  Elektro- 
meter^), in  welchem  zwischen  zwei  Messingplatten,  welche  mit  den 
Polen  einer  aus  Zink-Kupfer-Wasser-Elementen  bestehenden  und  in 
der  Mitte  abgeleiteten  Säule  verbunden  sind,  das  untere  Ende  eines 
Goldblättchens  hängt.  Das  obere  Ende  des  letzteren  sitzt  an  einem 
durch  Schellack  isolirten  Messingstäbchen,  welches  oben  einen  sehr 
dünnen  Platindraht  trägt,  dessen  anderes  Ende  bei  den  Beobachtungen 
der  ihermoelektrischen  Spannungen  mit  einem  dickeren  Platindraht  ver- 
bunden ist.  Das  untere  Ende  dieses  dickeren  Platindrahtes  wird  mittelst 
einer  Hebel  Vorrichtung**)  den  verschiedenen  Stellen  der  Krystall- 
oberfläche  möglichst  genähert,  jedoch  unter  Vermeidung  jedweder 
Berührung,  und  der  dabei  entstehende  Ausschlag  des  Goldblättchens, 
welchen  man  auf  dem  Ocularmikrometer  eines  Mikroskops  abliest, 
als  Maass  für  die  elektrische  Spannung  betrachtet. 


*)  Berichte  der  math.-phys.  Klasse  d.  K.  S.  Ges.  d.Wiss.  für  1850.  S.74. 
(Poggend.  Annal.  Bd.  8i,  S.  28);  diese  Abhandl.  Bd.  V,  S.  292,  Bd.  IX,  S.  6  und 
Bd.  XX,   S.  206. 

**)  Da  diese  Vorrichtung  in  der  Abhandlung  vielfach  erwähnt  wird,  so  wieder- 
hole ich  auf  Taf.  III,  Fig.  IV  die  in  Bd.  XIV  dieser  Abhandlungen  Taf.  IV,  Fig.  65 
gegebene  Abbildung  derselben. 

LL'  ist  ein  messingener  Hebel,  dessen  Drehungsaxe  in  HH'  liegt.  Am  linken 
Ende  L  trägt  er  die  Röhre  P,  in  welcher  ein  Messingstab  Q  in  beliebiger  Höhe 
mittelst  der  Schraube  R  festgestellt  wird.  Durch  eine  am  oberen  Ende  dieses  Stabes 
befindliche  Hülse  geht  ein  zum  Theil  mit  Schellack  überzogener  Glasstab  AT^  der 
an    seinem   linken  Ende  T  einen   { °"  dicken  Platindraht  V  trägt.     Dieser   dickere 
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Die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  wurde  gewöhnlich  so  ge- 
wählt, dass  die  elektrische  Spannungsdifferenz  zwischen  den  Polen 
eines  Daniell'schen  Elementes  einen  Ausschlag  von  50  Skalenlheilea 
hervorbrachte^). 


Platindraht  F  ist  mit  einem  äusserst  dünnen  Platindraht  ir  verbunden,  dessen  anderes 
Ende  an  dem  das  Goldblättchen  des  Elektrometers  tragenden  Messingstäbchen  be- 
festigt ist. 

Neben  dem  Hebel  LL'  liegt  ein  zweiter  II',  welcher  an  seinem  rechten  Ende 
so  gebogen  ist,  dass  dieses  rechte  Ende  oberhalb  des  entsprechenden  Endes  des 
Hebels  L  L'  zu  liegen  kommt.  An  seinem  linken  Ende  /  trägt  der  Hebel  die  Messing- 
röhre  p,  in  welcher  der  Messingstab  q  in  beliebiger  Hohe  mittelst  der  Schraube  r 
festgestellt  wird.  Im  oberen  Ende  dieses  Messingstabes  ist  ein  dreiseitiges  Prisma 
vv'  verschiebbar;  an  demselben  sitzt  eine  starke  Messingfeder  ww\  an  deren  linkes 
Ende  w  ein  senkrecht  gegen  sie  gericl\teter  dicker  Platindraht  uw  in  horizontaler 
Lage  angelöthet  ist.  Dieser  zweite  Hebel  II'  und  durch  ihn  der  Draht  wu  steht 
fortwährend  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung.  Berührt  das  obere  Ende  des 
Drahtes  V  den  Draht  uw,  so  ist  also  das  Goldblättchen  des  Elektrometers  abgdeitet. 
Durch  Niederlassen  des  linken  Armes  des  Hebels  L  wird  der  Draht  V  und  das 
Goldblättchen  isolirt,  und  es  kann  dabei  das  untere  Ende  des  Drahtes  V  den  ver- 
schiedenen Punkten  der  Oberfläche  eines  auf  dem  kleinen  Ofen  B  stehenden  Krystalles 
genähert  werden.  Beim  Aufwärtsbewegen  des  Hebelarmes  L  stösst  der  Draht  V 
wieder  an  den  Draht  uw  und  verbindet  das  Goldblättchen  des  Elektrometers  mit 
der  Erde.  Um  das  untere  Ende  des  Drahtes  V  über  jeden  Punkt  der  Krystall- 
fläche  bringen  zu  können ,  dienen  zwei  rechtwinklig  gegeneinander  gerichtete 
Schlittcnbewegungen,  welche  durch  die  Schrauben  A'  und   Y  bewirkt  werden. 

Die  Grenzen  der  Bewegung  des  Hebels  LL'  werden  durch  die  Stellung  der 
Schrauben  K'  und  ^V'  bestimmt. 

Ausführlicheres  s.   diese  Abhandl.   Bd.  XIV.   S.  379. 

*)  Da  es  sich  bei  der  Bestimmung  der  eben  bezeichneten  Emptindlichkeil 
des  Elektrometers  nur  um  die  Spannungen  an  den  Polen  eines  nicht  geschlosseneo 
Elementes  handelte,  so  liess  sich  ein  für  diesen  Zweck  brauchbares  Normalelement 
sehr  bequem  und  von  fast  unbegrenzter  Dauer  in  folgender  Weise  herstellen. 

Von  drei  weithalsigen,  mittelst  Korken  verseil liessbaren  Gläsern  wurde  das 
erste  mit  einer  concentrirlen  Lösung  von  reinem  schwefelsauren  Zinkoxyd.  das 
zweite  mit  (icstillirteni  Wasser  und  das  dritte  mit  einer  concentrirten  Lösung  von 
reinem  schwefelsauren  Kupferoxyd  gefüllt ,  und  auf  den  Boden  des  ersten  und 
dritten  Glases  noch  ein  wenig  festes  Zinksalz  und  resp.  Kupfersaiz  gebracht.  Die 
Gläser  standen  gut  isolirt  mittelst  Schellackfüssen  auf  einer  gefirnissten  Glasplatte. 
In  das  erste  Glas  tauchte  ein  amalgamirles  Stück  reinen  Zinkes,  in  das  dritte  ein 
Stück  Kupfer.  Durch  zwei  heberförmigc  Glasröhren,  welche  in  der  Mille  ihres 
horizontalen  Theiles  einen  Glashahn  zum  Abschliessen  enthielten  und  mit  Wasser 
gefüllt  waren,  wurde  nun  das  erste  und  ebenso  das  drille  Glas  mit  dem  zweiten 
verbunden. 
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Die  Krystalle  wurden  in  Kiipferfeilicht,  das  sich  in  kleinen  kupfernen 

balen  oder  Kästchen  befand,  bis  auf  die  zu  prüfenden  Thcile  ihrer 

erfläche  eingehüllt,  und  in  diesem  Zustande  einer  höheren  Temperatur 

lange   ausgesetzt,   dass   man   ihre  Temperatur   als   überall   gleich 

nehmen  durfte. 

Da  ein  Theil  der  Bergkrystalle  wegen  ihrer  Grösse  nicht  in  den 
ist  angewandten*),  aus  doppelten  Wanden  mit  dazwischen  befind- 
bem  Wasser  bestehenden  Gefässen  erhitzt  werden  konnte,  so  ge- 
lah  ihre  Erhitzung  in  einem  etwas  grösseren  kupfernen  Kasten, 
jlcher  durch  zwei  Gasbrenner  auf  passender  Temperatur  erhalten 
irde.  Um  aber  auch  hier  eine  ziemlich  gleichmässige  Temperatur 
erzielen,  war  in  denselben,  ungefähr  l''"'  von  seinen  Wanden  ab- 
jhend,  noch  eine  zweite  Hülle  aus  Eisenblech  eingesetzt.  In  diese 
lere  Hülle  wurden  die  in  Kupferfeilicht  eingesetzten  Krystalle  gestellt 
d  je  nach  ihrer  Grösse  f  bis  1  ^  Stunde  derselben  hohen  Temperatur 
sgesetzt.  Infolge  des  zu  den  verschiedenen  Zeiten  des  Tages  ver- 
derlichen  Druckes  des  Gases,  welches  die  beiden  unterhalb  des 
ipfernen  Gefässes  befindlichen  Flammen  speiste,  schwankte  die 
imperatur  zwischen  1 20  bis  1 40^  C.  Der  Vergleichung  halber  wurden 
eistens  auch  die  kleineren  Krystalle  in  derselben  Vorrichtung  er- 
Izt.  Die  Beobachtung  der  bei  der  Abkühlung  auf  den  Krystallflachen 
iflretenden  elektrischen  Spannungen  erfolgte,  wenn  die  Temperatur 
if  30®  bis  40^  gesunken  war ;  bisweilen  war  die  Abkühlung  aber 
ich  noch  weiter  vorgeschritten. 

Ich  habe  eine  grosse  Anzahl  (1 43)  Bergkrystalle,  sowohl  einfache 
s  zusammengesetzte  untersucht,  um  eine  möglichst  vollständige  Ein- 
cht  in  die  elektrischen  Vorgänge  nicht  blos  auf  vollkommen  regel- 


Icb  beabsichtigte  ursprünglich  jedes  Mal,  wenn  die  Spannungsdifferenz  an 
0  Polen  dieses  Elementes  als  Maass  für  die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers 
iQutzt  werden   sollte,    die  Hahne   zu    offnen,    um  die  beiderseitigen  Flüssigkeiten 

Berührung  zu  bringen,  und  nach  der  Beobachtung  wieder  zu  schliessen,  um 
B  Mischung  der  Flüssigkeiten  zu  verhindern.  Es  ergab  sich  aber,  dass  das  öffnen 
r  Hähne  gar  nicht  nöthig  war;    auch   wenn   sie  geschlossen  waren,    zeigte  sich 

dem  Zink  und  Kupfer,  wenn  der  entgegengesetzte  Pol  abgeleitet  war,  stets  die- 
be  Spannung  wie  bei  geötTncten  Hähnen.     Da  sonach   die  Hähne  nicht  geöffnet 

^Verden  brauchten,  trat  niemals  eine  Mischung  der  Flüssigkeiten   ein  und  blieb 
^  Element  in  unverändertem  Zustande. 
♦)   Diese  Abhandl.  Bd.  XIV,   S.  378. 
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massig  gestallcten,  sondern  auch  auf  den  von  der  normalen  Bildung 
abweichenden  und  ebenso  auf  zusammengesetzten  Krystallen  zu  ge- 
winnen. In  diesem  Abschnitte  werde  ich  nun  die  Resultate  dieser 
Versuche  in  möglichster  Kürze  zusammenzufassen. 

Aus  der  oben  angegebenen  grossen  Zahl  von  Bergkryslallen 
wähle  ich  für  die  speciellere  Besprechung  und  Abbildung  auf  den 
beigegebenen  Tafeln  nur  so  viele  aus,  als  zum  Beweise  der  ange- 
führten Resultate  nothwendig  sind.  Ich  bemerke  nur  noch,  dass  ich 
auch  die  früher  geprüften  und  in  der  1 866  veröffentlichten  Abhand- 
lung bereits  beschriebenen  und  abgebildeten  Krystalle  ebenfalls  einer 
neuen  Prüfung  unterworfen  habe ;  da  dieselbe  aber  überall  die  älteren 
Beobachtungen  bestätigte,  so  habe  ich,  mit  Ausnahme  von  drei  ftir 
die  Bestimmung  des  elektrischen  Verhaltens  der  Hauptaxe '  benutzten, 
keinen  der  früher  untersuchten  Krystalle  unter  die  Abbildungen  dies^ 
Abhandlung  aufgenommen;  wo  eine  Beziehung  auf  dieselben  nöthig 
wird,  genügt  es,  auf  die  früheren  Beobachtungen  und  Abbildungen 
im  XIII;  Bande  dieser  Abhandlungen  zu  verweisen. 

Auf  den  dieser  Abhandlung  beigefügten  Tafeln  sind  die  Netze 
der  Krystalle  theils  in  natürlicher,  theils  in  halber  linearer  Grösse 
(was  durch  die  beigesetzten  Brüche  -f  oder  4^  angedeutet  ist)  ab- 
gebildet. Nur  drei  kleine  Krystalle  Nr.  1 ,  2  und  3  mussten  in  doppelter 
Grösse  (f)  gezeichnet  werden.  Ich  werde  die  einzelnen  Prismen- 
llächen  in  den  Netzen  mit  den  Zahlen  1  bis  6,  und  die  Kanten  durch 
die  Zusammenstellung  der  beiden  Zahlen,  welche  den  in  den  Kanten 
zum  Durchschnitt  kommenden  Flächen  angehören,  bezeichnen. 

In  die  Netze  sind  die  auf  den  einzelnen  Flächen,  wenn  dieselben 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  frei  waren,  durch  die  Annäherung  der 
Spitze  des  Platindrahtes  V  beim  Erkalten  beobachteten  elektrischen 
Spannungen  eingetragen  und  der  leichteren  Übersicht  wegen  die  po- 
sitiven Zonen  durch  eine  röthliche,  die  negativen  durch  eine  grün- 
liche Farbe  kenntlich  gemacht. 

Bei  der  Annäherung  des  Platindrahtes  V  wirken  aber  auf  diesen 
nicht  blos  die  vertical  unter  seinem  Ende  beflndlichen  Theile  des 
Krystalles,  sondern  auch  die  umliegenden  Flächenstücke  ein,  und  es  kann 
unter  Umständen  die  Polarität,  welche  gerade  unter  der  Spitze  des 
Platindrahtes  V  beiindlich  ist,  durch  eine  stark  entgegengesetzte  Elek- 
tricität   der   nächsten    Umgebungen   verdeckt   werden.     So  erscheint 
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B.  der  linke  Rand  der  Prismenflächen  2  und  6  beim  Krystall 
r.  i  in  dem  Netze  negativ,  obwohl  an  beiden  RUndern  noch  schwache 
ositive  Spannung  vorhanden  ist,  die  aber  durch  die  benachbarte 
tUrker  wirkende  negative  Elektricität  verdeckt  wird.  Von  dieser 
i>ositiven  Beschaflfenheit  der  linken  Ränder  der  beiden  genannten 
Flüchen  kann  man  sich  sofort  überzeugen,  wenn  man  bei  einem  neuen 
Versuche  nur  den  linken  Rand  dieser  Flächen  frei  lässt  und  den 
übrigen  grösseren  Theil  derselben  mit  Kupferfei  Hcht  bedeckt. 

Da  wie  bereits  oben  bemerkt,  für  die  aktino-  und  piezoelektrischen 
Vorgänge  die  genauere  Kenntniss  des  thermoelektrischen  Verhaltens 
der  Prismenkanten  von  besonderer  Wichtigkeit  ist,  so  habe  ich  diese 
Kanten  specieli  auf  ihre  thermoelektrischen  Spannungen  untersucht, 
wobei  sie  allein  nebst  schmalen  anliegenden  Streifen  der  in  ihnen 
zusammenstossenden  Flächen  aus  dem  Kupferfeilicht  hervorragten. 
In  den  meisten  Fällen  sind  die  auf  ihnen  ausgeführten  Beobachtungen 
auf  die  mit  B  bezeichneten  Kantenlinien  eingetragen  worden. 


B.  Gesetze  der  thermoelektrisohen  Vorgänge  auf  den  Bergkrystallen. 

a.    Möglichst  einfache  Krystallc. 
a.  An  beiden  Enden  möglichst  normal  gebildete  Krystalle. 

Zu  dieser  Abtheilung  gehören  drei  der  auf  den  Tafeln  abgebildeten 
Krystalle. 

Krystall  Nr.  1.  Der  Krystall  Nr.  1  stammt  von  Middleville 
jnd  ist  mir  durch  Herrn  Bergrath  Weisbach  aus  der  Freiberger 
Sammlung  geliehen  worden.  Er  ist  vollständig  wasserhell  und  trägt 
sämmtliche  sechs  Rhombenflächen  in  normaler  Lage.  An  dem  oberen 
Ende  wechseln  grosse  und  kleine  Pyramidenflächen  regelmässig  ab; 
im  unteren  gewinnt  aber  wahrscheinlich  infolge  der  daselbst  statt- 
gehabten Anwachsung  die  unterhalb  6  liegende  Pyramidenfläche  eine 
grössere  Ausdehnung.  Ausser  der  durch  die  oben  erwähnte  An- 
^achsung  bedingten  Verletzung  findet  sich  noch  eine  ähnliche  auf 
1er  Fläche  1 .  Der  Krystall  ist  ein  linker  und  Fig.  1 ,  Taf.  I  stellt  sein 
SIetz  in  doppelt  linearer  Grösse  dar. 

Krystall  Nr. 2.  Fig. 2,  Taf.  I  bildet  das  Netz  dieses  aus  Herkimer 
]lountry  stammenden  Krystalles  in  doppelt  linearer  Grösse  ab.  Derselbe, 
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ebenfalls  ein  linker,  trägt  5  Rhombenfläcben  in  normaler  Lage;  wo 
die  sechste  oben  auf  der  Kante  (5,  6)  erscheinen  sollte,  ist  der  Krystall 
etwas  verletzt.  Am  oberen  Ende  wechseln  grosse  und  kleine  Pyra* 
miden flächen  ab;  am  unteren  Ende  ist  aber  eine  Störung  eingetreten, 
infolge  deren  die  unteren  Flächen  2  und  3  gewissermassen  ihre  Grösse 
vertauscht  haben. 

Krystall  Nr.  3.  Der  Fig.  3,  Ta f.  I  gleichfalls  in  doppelter  Grösse 
gezeichnete  Krystall  stammt  aus  derselben  Gegend,  wie  der  vorige, 
ist  aber  ein  rechter;  er  besitzt  5  Rhombenflächen  in  normaler  Lage. 
Die  sechste,  unten  auf  die  Kante  (3,  4)  fallende,  ist  nicht  siebtbar. 
Am  oberen  und  unteren  Ende  wechseln  grosse  und  kleine  Pyramiden- 
flachen  ab,  wenn  auch  öfter  der  Unterschied  in  der  Grösse  nicht 
sehr  erheblich  ist.  Die  unterhalb  3  liegende  Pyramidenfläcbe  ist 
sehr  unvollkommen  ausgebildet. 

Die  Hauptschwierigkeit  für  die  Aufstellung  eines  Gesetzes  über 
die  thermoelektrische  Vertheilung  auf  der  Oberfläche  der  Berg^ry- 
stalle  bildete  der  Mangel  an  ringsum  vollkommen  normal  ausgebildeten 
Individuen,  und  es  dürfte  wohl  kaum  ein  Krystall  existiren,  an  wel- 
chem in  aller  Strenge  die  Gestaltung  absolut  regelmässig  ist.  Ein 
vollkonmien  normal  gebildeter  Bergkrystall  sollte  an  jedem  Ende  ab- 
wechselnd grosse  und  kleine  Pyramidenflächen  tragen  und  zwar  der- 
gestalt, dass  jede  Prismenfläche,  über  welcher  oben  eine  grosse  Flüche 
liegt,  unten  eine  kleine  besitzt  und  umgekehrt;  ausserdem  müssteo 
auf  den  abwechselnden  Kanten  die  sogenannten  Rhombenflächen. 
oder  auch  Trapezoederflächen  erscheinen.  Auf  den  oben  beschriebenen 
drei  möglichst  vollständig  ringsum  ausgebildeten  kleinen  Bergkrystallen 
fanden  sich  ausser  den  Prismen-  und  Pyramidenflächen  nur  noch 
die  Rhombenflächen;  Trapezoederflächen  habe  ich  an  ihnen  nichl 
wahrzunehmen  vermocht. 

Nach  der  von  mir  oben  S.  473  aufgestellten  Bezeichnung  treten 
also  an  den  obigen  Krystallen  mit  den  Flächen  des  sechsseiligen 
Prismas  bei   den   beiden  linken  Individuen  Nr.  1   und  2  die  Flächen 

—  (^-f)^  =  ^,    +('^)„  =  ^  und  die  Flächen +  2P2,  bei  dem  rechten 

Nr.  3  dagegen  die  Flächen — (''^l^^p  +(''  j'*)«^!  und  die  Flä- 
chen -f-  2P2  in  Combination.  Der  Kürze  wegen  werde  ich  jedoch 
im   Folgenden   die   sämmtlichen    gegen    die  Axe    geneigten   Flächen 
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aUgemciD  als  Pyramidenflächen,  und  wo  eine  Unterscheidung  sich 
Qöthig  macht,  die  grösseren  Flächen  als  Hauptrhomboeder-  und  die 
kleineren  als  Nebenrhomboederflächen  bezeichnen. 

Die  thermoelektrische  Vertheilung  auf  solchen  Krystallen  habe 
ich  bereits  in  meiner  früheren  Abhandlung  (Bd.  XIII,  S.  380)  voll- 
ständig dargelegt  und  ich  kann  jetzt  nur  die  an  jenem  Orte  gemachten 
Angaben  wortgetreu  wiederholen.     Es  heisst  daselbst: 

»In  einem  an  beiden  Enden  der  Hauptaxe  gleich  vollkommen 
aasgebildeten  einfachen  Bergkrystalle  treten  beim  Erkalten  sechs 
elektrische  Zonen,  abwechselnd  negativ  und  positiv,  auf,  und  zwar 
gehen  die  negativen  Zonen  von  den  Flächen  des  Hauptrhomboeders 
am  oberen  Ende  schief  abwärts  zu  einer  nächsten  Fläche  eben  dieses 
Hauptrhomboeders  am  unteren  Ende,  während  die  positiven  Zonen 
sich  in  gleich  schiefer  Richtung  zwischen  entsprechenden  Flächen 
des  Gegenrhomboeders  erstrecken.  Wir  können  hiernach,  im  An- 
schluss  an  die  übliche  Ausdrucksweise,  dem  Bergkrystalle  sechs  elek- 
Irische  Pole,  abwechselnd  positiv  und  negativ,  oder  drei  an  ihren 
Enden  cntgegengestetzte  elektrische  Axen,  die  mit  den  sogenannten 
Nebenaxen  der  sechsseitigen  Pyramide  zusammenfallen,  zuschreiben.« 
»Die  schiefe  Richtung,  in  welcher  sich  die  elektrischen  Zonen 
von  dem  oberen  Ende  nach  dem  unteren  ziehen,  ist  nun  aber  bei 
den  beiden  Modificationen  des  Bergkry Stalles  verschieden;  sie  ist 
Dämlich  stets  parallel  mit  den  Streifungen  der  Rhombenflächen,  oder 
parallel  mit  den  Combinationskanten  dieser  Flächen  mit  den  Flächen 
des  Hauptrhomboeders.  Hieraus  folgt,  dass  die  positiven  Zonen, 
welche  zwischen  den  Flächen  der  Nebenrhomboeder  liegen,  stets 
über  diejenigen  Prismenkanten  hinweggehen  müssen,  welche  an  ihrem 
oberen  und  unteren  Endpunkte  Rhombenflächen  tragen,  oder  dass 
die  positiven  Pole  oder  die  positiven  Endpunkte  der  elektrischen 
Axen  in  die  Mitten  der  eben  bezeichneten  verticalen  Kanten  des 
friiJmas  fallen,  während  die  negativen  Pole  oder  negativen  Endpunkte 
^en  dazwischen  liegenden  Prismenkanten  angehören«*). 


*)  Es  ist  diese  Wiederholung  nÖthig  geworden  durch  einen  Aufsatz  des  Herrn 

^h.    Friedel  in  dem  2.  Bd.  des  Bulletin   de  la  Sociöte  niinöralogique  de  France, 

^*79,  S.  3r-    »Sur  la  pyroclcctricite  dans  la  iopaze,   la  blende  et  le  quartz.    Herr 

**  i  e  d  6 1   führt  in   dieser  Note  nur  die  von  mir  auf  den  an  beiden  Enden  regel- 

^^ig  ausgebildeten  rechten  Krystallen  nachgewiesene  Lage  der  elektrischen  Zonen 
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Bei  den  linken  Krystallen  Nr.  1  und  Nr.  2  (Fig.  \  uod  2)  *)  er- 
strecken sich  die  elektrischen  Zonen  im  Aligemeinen  schief  von  links 
oben  nach  rechts  unten,  bei  dem  rechten  Krystalle  Nr.  3**)  dagegen 
schief  von  rechts  oben  nach  links  unten;  dabei  gehen,  wie  dies 
zuvor  angegeben,  die  positiven  Zonen  über  diejenigen  PrismenkanteD, 
welche  die  Rhombendüchen  tragen,  während  die  negativen  Zonen 
auf  die  nicht  mit  Rhombenflächen  versehenen  Kanten  fallen. 

Durch  die  oben  S.  482  angedeuteten,  infolge  von  Störungeo  im 
Wachsthum  eingetretenen  Abweichungen  von  der  normalen  Bildung 
der  Krystalle  wird  die  regelmässige  Lage  der  elektrischen  Zonen 
etwas  abgeändert  und  verschoben,  sodass  z.  B.  eine  Kante,  welche 
positive  Spannung  zeigen  sollte,  infolge  einer  Ausdehnung  der  be- 
nachbarten negativen  Zone  negativ  erscheint.  Dies  findet  statt  auf 
der  Kante  (1,  2)*'^^)  des  Krystalles  Nr.  1,  und  auf  der  Kante  (1,2) 


an,  und  glaubt  eine,  wie  er  sich  ausdrückt,  mit  der  Natur  des  Bergkrystalles  besser 
übereinstimmende  Vertheilung  aufzustellen,  indem  er  sagt:  »que  les  ardtes  alterai- 
tives  dans  les  cristaux  simples  sont  de  signe  electrique  opposö  et  sont  de  la  mtoe 
maui^re  dans  toute  leur  etendue.  Les  ar^tes  qui  portent  les  faces  rhombes  (ä 
toujours  donne  une  tension  positive  par  le  contact  avec  le  plan  d*6preuve  chaulße 
(mit  einer  heissen  Kugel,  also  bei  steigender  Temperatur],  les  ardtes  opposees 
donnant  une  tension  negative.  Les  axes  horizontaux  du  trigono^drc,  c'est  ä 
dire  les  diagonales  de  la  base  du  prisme  hexagonal  du  quartz  seraient  dooc  les 
axes  de  pyro^lcctricite«.  Was  nun  die  von  Fr i edel  bezeichnete  Lage  der  eleklrischen 
Pole  überhaupt  betriirt,  so  ist  dies,  wie  man  sieht,  genau  die  von  mir  bereits  iiD 
Jahre  1866  ungegebene;  dagegen  ist  die  specielle  Bestimmung  Fried eTs  übe^di^ 
jenigen  Kanten  des  Prismas,  auf  welchen  beim  Erkalten  die  positiven  und  negativen, 
oder  beim  Erwärmen  die  negativen  und  positiven  Elektricitäten  auftreten,  anrieht^; 
die  von  Herrn  Friedet  auf  den  einzelnen  Kanten  angegebenen  Polaritäten  sind 
den  von  mir  nachgewiesenen  gerade  entgegengesetzt.  In  den  obigen  Aussprücbeo 
lauten  sie  zwar  gleich,  aber  Friede Ts  Angaben  beziehen  sich  auf  die  EnK1^ 
mung,  während  die  meinigen  für  die  Abkühlung  gelten.  Erst  in  dem  oäcbstea 
Abschnitte  kann  ich  erläutern,  wie  Herr  F  r  i  e  d  e  1  zu  diesen  umgekehrten  Angaben 
verleitet  worden  ist ;  es  sei  hier  nur  kurz  bemerkt,  dass  er  mittelst  seines  Ver- 
fahrens gar  nicht  die  thermoelektrischcn,  sondern  die  aktinoelektrischen  Erregung 
beobachtet  hat. 

*)  Ebenso    auch    hei  dem  ringsum  ausgebildeten  linken  Krystalle  Nr.  1  Her 
früheren  Abhandlung. 

**)   Ebenso  bei  den  Krystallen  Nr.  \    und  i  der  früheren  Abhandlung. 

^**)   Die  auf  den  Prismenkanlen  beobachteten  Elektricitäten  sind,  wie  schon  be- 
merkt,  auf  den  mit  B  bezeichneten  geraden  Linien  angegeben, 
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Krystalles  Nr.  3,    wahrend   bei   dem   Krystalle  Nr.  2  die  Kanlen 
regelmüssiger  Abwechslung  positiv  und  negativ  erscheinen. 

Die  schiefe  Lage  der  elektrischen  Zonen  spricht  sich  auch  noch 
dem  Umstände  aus,  dass  an  normal  gebildeten  Stellen  auf  den 
ler  Kante  anliegenden  Stücken  der  beiden  sie  bildenden  Prismen- 
eben  die  Intensitäten  der  elektrischen  Spannungen  in  entgegen- 
setzten Richtungen  wachsen  und  abnehmen.  Auf  dem  zwischen 
n  Flächen  2  und  4  liegenden,  ganz  normal  gebildeten  Theile  des 
yslalles  Nr.  1  nimmt  z.  B.  die  negative  Elektricität  neben  der 
inle  (2,  3)  auf  der  Flache  2  von  oben  nach  unten  ab,  auf  der- 
äche 3  aber  zu ;  einen  gleichen  Verlauf  zeigt  die  positive  Spannung 
iben  der  Kante  (3,  4). 

Sehr  charakteristisch  für  den  Unterschied  der  rechten  und  linken 
jrgkrystalle  ist  das  elektrische  Verhalten  der  sogenannten  Pyramiden- 
ichen.      Bei    linken   Krystallen    nimmt    am   oberen   Ende    auf   den 

ächen  —  il-j-)n  =  ^  (^^^  sogenannten  Hauptrhomboeders)  die  elek- 
sche  Spannung  nach  rechts  hin  im  negativen  Sinne  zu.  Entweder 
igt  der  an  die  Prismenflache  grenzende  Theil  jener  Flachen  blos 
gative,  nach  rechts  hin  wachsende  Polaritiit  (Nr.  1  obere  Flache  2, 
und  6;  Nr.  2  obere  Flache  2  und  4),  oder  es  geht  die  am  linken 
)de  noch  auftretende  positive  nach  rechts  hin  in  die  negative  Über 
r.  2  obere  Fläche  6).  An  dem  unteren  Ende  wachsen  die  nega- 
^en  Spannungen  in  der  Richtung  von  rechts  nach  links,  d.  h.  diese 
iteren  Flachen  gleichen  vollständig  den  am  oberen  Ende  liegenden, 
ie  man  sofort  erkennt,  wenn  man  den  Krystalt  umkehrt  und  da- 
irch  sein  unteres  Ende  zum  oberen  macht.  Es  darf  ja  auch  bei 
igsum  nonnal  ausgebildeten  Krystallen  kein  Unterschied  entstehen, 
ag  das  eine  oder  das  andere  Ende  der  Hauptaxe  zum  oberen  ge- 
Ihlt  werden;  die  Richtung  der  elektrischen  Zonen  muss  dieselbe 
iiben. 

Während  auf  den  grossen  Flächen  — i^-YJn^i^  ^^  oberen  Ende 

i  negative   Spannung  in   der  Richtung   von  links  nach   rechts  zu- 

umt,    wächst   auf  den   kleinen   Flächen  +(^-^)^^^  dieses  Endes 

derselben  Richtung   die  positive,   wobei  der  an  die  Prismenfläche 
enzende  Theil   entweder   in   seiner  ganzen  Ausdehnung   positiv  ist 
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(Nr.  1  obere  Fläche  1,  Nr.  2  obere  Flache  1  und  5)  oder  ara  linken 
Rande  noch  negative  Spannung  zeigt,  die  nach  rechts  hin  in  die 
positive  übergeht  (Nr.  1   obere  Fläche  3  und  5). 

In  gerade  entgegengesetzter  Richtung  ändern  sich  nun  die  Inten- 
sitäten der  elektrischen  Spannungen  auf  den  rechten  Kryslallcn.   Auf 

den  grossen  Flächen  — l^-^)^^^    des    oberen  Endes   wachsen  die 

Intensitäten  von  rechts  nach  links  im  negativen  Sinne  (Nr.  3  Fläche  1, 

3  und  5)  und  in  positivem  Sinne  auf  den  kleinen  Flächen  +(r-j*-l^^^ 

(Nr.  3  Fläche  4  und  6). 

Die  Flächen  des  sogenannten  Ilauptrhomboeders  (und  ebenso 
des  Nebenrhomboeders)  sind  also  nicht  wie  aus  der  von  G.  Rose 
gegebenen  Darstellung  folgen  würde,  bei  rechten  und  linken  Krj'slallen 
gleichartig,  sondern  von  einander  sehr  verschieden,  wie  ich  dies  schon 
oben  S.  474  ausgesprochen  habe. 

Der  im  Vorstehenden  hervorgehobene  Unterschied  zwischen  linken 
und  rechten  Bergkrystallen  setzt  uns  in  den  Stand,  bei  einem  ein- 
fachen Krystalle,  welcher  zwar  die  Flächen  des  sogenannten  Haupt- 
und  Neben rhombeders  deutlich  erkennen  lässt,  aber  weder  Rhomben- 
noch  Trapezflächen,  also  kein  äusseres  Merkmal  zur  Erkennung  der 
Drehungsrichtung  an  sich  trägt,  durch  die  thermoolektrische  Prüfung 
einer  einzigen  Rhomboederfläche  zu  entscheiden,  ob  derselbe  ein 
linker  oder  ein  rechter  ist. 

An  Stelle  der  Prüfung  einer  Rhomboederfläche  kann  bei  einem 
solchen  Krystalle  auch  die  Bestimmung  des  thcrmoelektrischen  Ver- 
haltens einer  Prismenkantc  treten.  Liegt  die  untersuchte  Kante  z.B. 
am  oberen  Ende  zur  Rechten  einer  grossen  Rhomboederfläche,  so 
ist  der  Krystall  ein  linker,  wenn  diese  Kante  negativ,  dagegen  ein 
rechter,  wenn  sie  positiv  ist. 

Da  sehr  häufig,  wenigstens  das  eine  (obere)  Ende  der  Berg- 
krystalle  ziemlich  normal  ausgebildet  ist,  so  treten  auf  den  Rhomboeder- 
flächen  an  diesem  Ende  nicht  leicht  Verschiebungen  der  elektrischen 
Zonen  auf,  und  es  genügt  daher  zur  sicheren  Bestimmung  der  Links- 
oder Rechtsdrehung  die  Prüfung  einer  einzigen  dieser  Flächen.  Da- 
gegen erscheinen,  wie  ich  oben  gezeigt  habe,  solche  Verschiebungen 
wohl  auf  den  Seitenflächen  und  Kanten,  wenn  das  untere  Ende 
etwas   von   der   normalen  Gestaltung   abweicht,    und   es  wird  dann 
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fung  mehrerer  Kanten  oder  Prismennächen  bedürfen,  um 
u  sein,  dass  die  auf  einer  Kante  beobachtete  Polarität  der 
1  entspricht. 

ß.   Krystalle  mit  abweichender  Ausbildung  der  Enden. 

1  der  S.  482  beschriebenen  normalen  Ausbildung  weicht  nun 
talt  sehr  vieler  Bergkrystalle  ab*).  Es  kann,  und  dies  ist 
eintretender  Fall,  das  eine  (obere)  Ende  noch  die  normale 
ng  und  Grösse  der  Pyramidenflächen  behalten,  während  sich 

anderen  (unteren)  Abweichungen  zeigen.  Sehr  häufig  sind 
e  folgenden  beiden  Formen: 

kommt  öfter  die  Bildung  vor,  dass,  während  das  eine  (obere) 
)ch  seine  normale  Gestalt  behält,  an  dem  anderen  (unteren) 
e  Fläche  des  Hauptrhomboeders  sich  vorzugsweise  ent- 
[Nr.  4). 

lann  erscheinen  häufig  an  dem  zweiten  (unteren)  Ende 
sse  Pyramidenflächen,  aber  unterhalb  zweier  einander  gegen- 
mden  Prisnienflächen ,  sodass  sie  durch  ihren  Durchschnitt 
v.ere  oder  längere  Schneide  bilden.  An  den  Enden  dieser 
!  liegen  dann  die  übrigen  vier  kleinen  Flächen  von  nahe 
Grösse  (Nr.  5,  6  und  7). 

sehr  vielen  Krystallen  zeigen  beide  Enden  der  Hauptaxe 
ungen  von  der  normalen  Bildung.  Ich  werde  mich  jedoch 
'hwoisc  eines  Zusammenhanges  zwischen  der  Gestaltung  der 
jnflächen  und  der  elektrischen  Vertheilung  im  Folgenden  auf 
eilung  der  Beobachtungen  an  solchen  Krystallen  beschränken, 
hen  wenigstens  das  eine  (obere)  Ende  der  Hauptaxe  noch 
sig  ausgebildet  ist;  dieser  Umstand  gewährt  den  Vortheil, 
r,  von  einer  normalen  elektrischen  Vertheilung  am  oberen 
sgehend,  die  Abweichungen  von  derselben  nach  dem  unteren 
utlich  verfolgen  können. 

illig  gehören  die  sämmtlichen  vier  in  diesem  Paragraphen 
ten  Krystalle  zu  den  sogenannten  linken.  Der  Krystall  Nr.  4 
af  I)  stammt  aus  der  Schweiz,  die  drei  übrigen  Krystalle  Nr.  5, 

!s  ist  dies  jedenfalls  eine  Folge  kleiner  in  einer  um  60°  oder  <80°  ge- 
ellung  eingewachsener  Stücke. 
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6  u.  7  (Fig.  5,  6  u.  7,  Taf.  I)  von  Striegau  oder  Jarischau  in  Schlesien. 
Die  Masse  von  Nr.  4,  6  und  7  ist  wasserhell,  während  sie  bei  Nr.  5 
trübe  erscheint.  Bei  Nr.  4  sind  die  beiden  Prismenflüchen  1  und  2 
mit  einem  Anfluge  eines  graurüthlichen  Pulvers  bedeckt;  bei  Nr.  7 
bildet  das  unlere  Ende  eine  doppelle  Schneide. 

Das  obere  Ende  zeigt  bei  den  Krystallen  Nr.  4,  5,  6  und  7  in 
regelmüssiger  Abwechselung  drei  grosse  und  drei  kleine  Rhomboeder- 
flachen'').  Infolge  dessen  tritt  die  normale  Vertheilung  auf  sämml- 
lichen  oberen  Pyramidenflachen  hervor  und  es  erhält  sich  diese 
normale  VertheiJuns;  auch  noch  in  den  oberen  Theilen  der  Prismen- 
flachen;  ja  bei  Nr.  4,  bei  welchem  die  Abweichung  in  der  Bildung 
des  unteren  Endes  wohl  die  geringere  ist,  zeigen  sämmtliche  Prisnien- 
kanlen  in  ihrer  ganzen  Lange,  sowie  auch  am  unteren  Ende  die  an 
die  Prismenflachen  grenzenden  Theile  der  grossen  Pyramidenfläche  3 
und  der  ihr  links  anliegenden  Fläche  2  die  normalen  Polaritäten**). 
Bei  d(^n  Krystallen  Nr.  5,  6  und  7  treten  dagegen  schon  auf  deo 
Prismenflächen  Abweichungen  ein ;  es  bleiben  zwar  noch  die  sämmt- 
lichen  sechs  Zonen,  abwechselnd  positiv  und  negativ,  sichtbar,  doch 
dehnen  sich  einzelne  ungewöhnlich  aus,  sodass  bei  dem  Krystall  Nr.6 
die  Kante  (2,  3)  und  bei  Nr.  7  die  Kanten  (2,  3)  und  (4,  5)  nur  io 
ihren  oberen  Theilen  die  normale  negative  Spannung  zeigen ;  bei  dem 
Krystall  Nr.  5  besitzt  die  Kante  (5,  6)  in  ihrer  ganzen  Länge  negative 
Spannung  anstatt  positiver.  Am  unteren  Ende  findet  sich  bei  den 
drei  letzteren  Krystallen  auf  einem  Theile  der  Flächen  noch  die  nor- 
male elektrische  Vertheilung:  bei  Krystall  Nr.  5  auf  den  unteren 
Pyramidenflachen  1,  2  und  3;  bei  Nr.  6  auf  den  Pyramidenflächen  3 
und  4  und  bei  Nr.  7  auf  den  Pyramidenflachen  1,  2  und  4.  Sehr 
stark  ist  dagegen  die  Störung  auf  der  unteren  Pyramidenfläche  5  bei 
dem  Krystalle  Nr.  5^**). 

*)  Die  Krystalle  Nr.  4  und  6  entwickelten  sehr  starke  Elektricität ;  es  musste 
d.iher  die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  verringert  werden.  Während  sonsl 
ein  D  a n  i  e  1  l'sches  Element  einen  Ausschlag  von  50  Skth.  erzeugte  (iV£  =  50j 
S.  478,  brachte  es  jetzt  nur  einen  Ausschlag  von  7,5  Skth.  hervor,  was  in  der  Zeich- 
nung durch  das  Zeichen  NE=  7,5  angedeutet  ist. 

**)   Die   in   der  Mitte   der   grossen  Pyramidenfl'ache  3  am  unteren  Ende  auf- 
tretende positive  Elektricität  wird  später  S.  502  ihre  Erklärung  finden. 

***)   Die  Vergleiohung  dieser  Fläche  5  mit  der  oberen  Pyramidenfläche  3  des 
Krystalles  Nr.  M  und  der  Pyramidenfläohe  6  des  Krystalles  Nr.  K>  zeigt  deutlich, 
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Auf  den  prismatischen  Seitenflächen  hat  bei  dem  Krystall  Nr.  6 
negative   Polarität   eine  grössere   Ausdehnung    als   die   positive; 
jr  erscheint   die    positive   auf  den  Pyramidenflächen  des  unteren 
les  vorwaltend.     Umgekehrt    verhält  sich  der  Krystall  Nr.  7;   bei 
I  überwiegt  auf  den  Prismenflächen  die  positive  Spannung,  dagegen 
den  Pyramidenflächen  des  unteren  Endes  die  negative. 
Während   das  obere  Ende  (Spitze)   bei  den  Krystallen  Nr.  4,  5, 
lind  7,  wie  dies  schon   aus   der   elektrischen  Vertheilung  auf  den 
»elbst  befindlichen  Pyramidenflächen  hervorgeht,  positive  Spannung 
>itzl,  zeigt  sich  nur   bei  den  Krystallen  Nr.  5  und  6  die  Schneide 
i  unteren  Ende   positiv,   dagegen  die  untere  Spitze  bei  Nr.  4  und 
?  gespaltene  Schneide  bei  Nr.  7  negativ. 

Nur  an  dem  einen  Ende  ausgebildete,  an  dem  andern  aber  angewachsen 

gewesene,  und  jetzt  verbrochene  Krystalle. 

Während  einfache,  ringsum  möglichst  normal  ausgebildete  Berg- 
ystalle  sehr  selten  sind,  und  wohl  stets  auch  nur  eine  geringe 
•össe  besitzen,  ist  die  Anzahl  derjenigen  einfachen  Krystalle,  welche 
I  dem  einen  Ende  ziemlich  normal  gestaltet,  an  dem  anderen  aber 
sprilnglich  angewachsen  gewesen  und  dann  abgebrochen  worden, 
el  beträchtlicher  und  auch  die  Grösse  derselben  oft  sehr  ansehn- 
)h.  Ich  habe  auf  den  Tafeln  die  Netze  von  sechs  derselben  und 
var  die  grösseren  nur  in  halber  linearer  Grösse  abgebildet.  Vier 
irselben  Nr.  8,  9,  10  und  11  sind  linke  Krystalle,  die  beiden  anderen 
r.  12  und  13  rechte.  Der  Krystall  Nr.  8  ist  ganz  farblos;  bei  den 
rj'stallen  Nr.  9  und  12  ist  zwar  die  Masse  auch  farblos,  aber  ihre 
berfläche  wird,  namentlich  auf  den  Pyramiden-  und  Trapezoeder- 
ichen,  mit  einem  feinen  grünen  Staube  von  Helminth  bedeckt.  Die 
•ei  anderen  Krystalle  sind  nelkenbraun,  Nr.  10  und  11  dunkler  als 
r.  1 3.  Der  Krystall  Nr.  8  stammt  vom  St.  Gotthard ,  Nr.  9  von 
ivetsch,  Nr.  10,  11  und  13  aus  dem  Maderaner  Thal  und  Nr.  12 
)m  Kreuzlipass  aus  der  Schweiz.  Die  braun  gefärbten  Krystalle 
rfern  den  Beweis,  dass  der  FarbstoflF,  der  jedenfalls  aus  Kohle 
3sleht,  die  Entstehung  und  Anhäufung  der  Elektricität  nicht  hindert. 


ISS  die  Störung  auf  der  vorliegenden  Fräche  5  durch  die  Anwesenheit  eines  um 
10®  gedrehten  Stückes  hervorgebracht  wird. 

Abhandl.  d.  K.  S.  Qesellsch.  d.  Wi8»en8ch.  XX.  34 


490  W.  G.  Hankeu  [3i 

Ausser  den  Flächen  des  Prismas  und  der  beiden  Rhomboeder  fioden 
sich  an  diesen  Krystallen  noch  Trapezoederflächen  in  regelmässiger 
Anordnung '^);  die  Rhombenflachen  sind  nicht  immer  vorhandeD.  Ad 
dem  Krystall  Nr.  12,  welcher  auch  an  seinem  unteren  Ende  noch 
Reste  von  zwei  Rhomboederflächen  trägt,  sind  sogar  alle  sechs 
Trapezoederrtüchen   (in  der  Figur  mit  a  bezeichnet)   vorhanden. 

Der  Krystall  Nr.  12  zeigt  auf  den  Flüchen  4  und  5  wiederholte 
Abstufungen  und  Absätze;  ferner  sind  auf  einigen  anderen  Flachen 
Nähte  sichtbar;  dennoch  ist  er  aber  durchaus  einfach;  auf  allen 
Absätzen  Knden  sich  in  richtiger  Lage  die  Trapezoederflächen. 

Die  Flächen  des  Hauptrhomboeders  zeigen  bei  den  linken 
Krystallen  Nr.  8,  9,  10  und  11  am  linken  Rande  positive,  am  rechten 
negative  Spannung.  Bei  den  beiden  rechten  Krystallen  Nr.  12  und  13 
haben  die  beiden  Polaritäten  auf  den  Hauptrhomboederflächen  die 
umgekehrte  Lage.  Ob  auf  den  kleinen  Flächen  des  Nebenrhom- 
boeders  beide  Elektricitäten  am  unteren  Rande  auftreten,  oder  nur 
eine,  die  positive  oder  die  negative,  hängt  von  der  speciellen  Bil- 
dung an  der  betreflenden  Stelle  ab.  Ist  die  kleine  Fläche  mehr 
tiber  den  positiven  Theil  der  Prismenfläche  gestellt,  so  erscheint  sie 
tiberall  positiv  (Nr.  9,  Fläche  3);  liegt  sie  mehr  über  dem  negativen 
Theile  der  Prismenfläche,  so  besitzt  sie  überall  negative  Spannung 
(Nr.  9  Fläche  1,  Nr.  12  Fläche  2),  während  sie  bei  einer  miltlereiw 
Stellung  an  der  einen  Seite  positive,  an  der  anderen  negative  Eiek- 
tricität  zeigt  (Nr.  9  Fläche  5,  Nr.  12  Fläche  4). 

Da  die  elektrische  Vertheilung  auf  den  Prismenflächen  und  den 
prismalischen  Seitenkanten  regelmässig  ist,  habe  ich  die  Kanten  unci 
die  auf  ihnen  beobachleten  Spannungen   nicht   besonders  dargestellt. 

J).    Zusammengesetzte  Krystalle. 

Die  meisten  grösseren  Bergkrystalle  erscheinen  zwar  äusserlich 
als  einfache  Individuen,  besitzen  aber  dessenungeachtet  gewöhnlich 
nicht  in  ihrer  ganzen  Masse  dieselbe  Orientirung  der  Moleküle. 


*)  Bei  Krystall  Nr.  13  erscheint  oben  an  einer  Kante  (2,  3)  bei  u  auch  ein« 
sehr  schmale  Trapezoeder-  oder  Khombenfläche;  ein  Beweis,  dass  hier  ein  kleine» 
um  180°  gedrehtes  Stück  eingeschoben  ist.  Infolge  dessen  wird  die  negative 
Spannung  an  dieser  Stelle  aufgehoben. 
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Man  betrachtet  solche  Krystalle  als  Zwillinge,  bei  welchen  zwei 
lodividuen  mit  parallelen  Hauptaxen,  aber  in  einer  um  60"  oder  1 80"  ver- 
schiedenen Stellung  so  miteinander  verwachsen  sind,  dass  die  äusseren 
Begrenzungen  beider  die  Gestalt  eines  einfachen  Krystalles  darbieten. 

Aus  Mangel  an  geeigneten  Krystallen  muss  ich  mich  in  den 
folgenden  Mittheilungen  auf  solche  Zwillingskrystalle  beschränken, 
bei  welchen  die  beiden  verwachsenen  Individuen  gleichartig,  also 
beide  entweder  rechte  oder  linke  sind.  Für  solche  steht  mir  aber 
ein  ziemlich  reichliches  Material  zur  Verfügung. 

Als  äusseres  Kennzeichen  solcher  Verwachsungen  zweier  gleich- 
artigen Individuen  dient  die  Lage  der  Trapezoeder-  und  Rhomben- 
flächen; ein  Auftreten  derselben  auf  benachbarten  Kanten  bezeichnel 
im  Allgemeinen  ein  daselbst  in  anderer  Orientirung  befindliches  Stück. 
Auch  kann  die  Beschafienheit  der  Prismen-  oder  Pyramidenflächen, 
nämlich  die  auf  ihnen  sichtbaren  Nähte*),  sowie  Unterschiede  der 
durch  diese  Nähte  getrennten  Flächenstücke  in  Glanz  und  Glätte 
darauf  hinweisen**^). 

Wenn  ein  Bergkrystall  um  60*'  oder  180"  gedreht  wird,  so  hat 
dies  in  elektrischer  Beziehung  den  Erfolg,  dass  an  die  Stelle  einer 
positiven  Halbaxe  eine  negative  tritt,  und  umgekehrt.  Sind  also 
einzelne  Stücke  eines  Bergkrystalles  gegen  die  Hauptmasse  desselben 
verdreht,  so  muss  sich  dies  in  einer  Störung  der  elektrischen  Ver- 
Iheilung  an  der  betretfenden  Stelle  kundgeben,  und  umgekehrt  kann 
die  Beobachtung  solcher  Störungen  verwendet  werden,  um  die 
Orientirung  der  Moleküle  zu  erkennen. 

u.   Ringsum  ausgebildete  Krystalle. 

Krystall  Nr.  14.  Eine  eigenthüniliche  Bildung  zeigt  der  Fig.  14 
in  seinem  Netze  gezeichnete  rauchbraune  linke  Krystall  Nr.  1 4  aus 
dem  Maderaner  Thal.     In   seiner   unteren  Hälfte   ist -er  einfach;  da- 


*)  Dass  das  blosse  Auftreten  von  scheinbaren  Nähten  kein  untrügliches  Zeichen 
^^f  Zusammensetzung  von  verschieden  orientirt^n  Stücken  liefert,  habe  ich  oben 
^«  490  angedeutet. 

**)  Gar  sehr  bedauere  ich.  dass  ich  auf  eine  optische  Prüfung  der  Krystalle 
habe  verzichten  müssen ;  es  fehlt  hier  aber  an  jeder  Gelef?enheit,  Bergkrystalle 
schleifen  und  schneiden  zu  lassen.  Eine  Versendung  nach  auswärts  hätte  nicht 
viel  nützen  können ;  ohne  specielle  Beaufsichtigung  lassen  sich  eben  solche  ins 
Eiozelne  gehende  Untersuchungen  nicht  durchführen. 

34  ♦ 
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gegen  enthalt  er  in  seiner  oberen  Hälfte  ein  kleineres  Stück  in  einer 
um  180®  gedrehten  Stellung. 

Am  unleren  Ende  liegen  die  Trapezoederflächen  regeimüssig  ab- 
wechselnd auf  den  Kanten  (1,  2),  (3,  4),  (5,  6);  in  halber  Höhe  fiodel 
sich  auch  auf  der  Kante  (1,  2)  bei  ß  die  obere  Trapezoederfläche. 
Dagegen  treten  am  oberen  Ende  zwar  zwei  dieser  Flächen  auf  den 
Kanten  (3,  4)  und  (5,  6)  auf,  die  dritte  ist  aber  von  der  Kante 
(1,  2)  auf  die  Kante  (2,  3)  verschoben.  Die  Grenze  des  in  der 
oberen  Hälfte  eingeschobenen,  um  180®  gedrehten  Stückes  gehl  von 
der  Mitte  der  Kante  (1,  2),  wo  bei  ß  die  Trapezoederfläche  liegt, 
auf  der  Fläche  1#durch  eine  Naht  deutlich  erkennbar  nach  links  oben 
(nach  a),  sodass  sie  die  Pyramidenfläche  oberhalb  1  noch  einschliessL 
Von  der  Mitte  ß  der  Kante  (1 ,  2)  läuft  ferner  die  Grenze  über  die 
Fläche  2  bis  zur  Kante  (2,  3)  nach  y,  steigt  dort  nach  oben  [ö]  und 
schliessl  dann  die  linke  Hälfte  der  Pyramidenfläche  über  3  noch 
ein  [e).  Diese  letztere  Pyramidenfläche  (über  3)  ist  durch  eine  Naht 
in  eine  linke  stark  glänzende  und  in  eine  weniger  glänzende  rechte 
Hälfte  getheilt;  die  linke  Hälfte  gehört  dem  Hauptrhomboeder,  die 
rechte  dem  Nebenrhomboeder  an. 

Mit  der  zuvor  angegebenen,  aus  äusseren  Kennzeichen  herge- 
leiteten Bildung  des  Kryslalles  stimmt  nun  auch  die  elektrische  Ver- 
Iheilung  auf  seiner  Oberfläche  überein.  In  der  unteren  Hälfte  ist 
die  Vertheilung  vollständig  normal,  und  dasselbe  gilt  auch  von  der 
oberen  Hälfte  mit  Ausschluss  des  zuvor  bezeichneten  Theiles.  Die 
normale  Vertheilung  lindet  sich  also  hier  oben  von  der  Prismen- 
kante (2,  3)  und  der  Mitte  der  Pyramidenfläche  oberhalb  3  nach 
rechts  hin  auf  den  Flächen  3,  4,  5  und  6  bis  zur  Mitte  der  Prismen- 
fläche 1.  Die  oberhalb  1  liegende  Pyramidenfläche  gehört  schon  dem 
gedrehten  Theile  an ;  sie  verhält  sich  wie  eine  Fläche  des  Haupt- 
rhomboeders  und  ebendies  gilt  von  der  linken  Hälfte  der  Pyramiden- 
fläche 3,  während  die  rechte  Hälfte  dieser  letzteren  Fläche  wie 
bereits  zuvor  erwähnt,  dem  Nebenrhomboeder  angehört.  Infolge 
dessen  entsteht  auf  der  Pyramidenfläche  3  die  eigenlhümliche  elek- 
trische Vertheilung,  dass  die  Mitte  der  Fläche  negativ  ist,  der  linke 
und  rechte  Rand  aber  positive  Spannung  zeigen*).     Die  obere  Hälfte 

*)  Dieser  Vertlieilung  gleiclit  genau  die  auf  der  unleren  Pyramidenfläche  5  des 
Kryslalles  Nr.  5  beobachtelo  ;    nur  sind  dir  Polaritäten  die  entgegengesetzten. 
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1er  Prismenkanle  (1,2)  ist,  der  Stellung  dieses  Theiles  entsprechend, 
legativ  (Fig.  14  Ä).  Da  die  Grenze  in  der  Kante  (2,3)  aufwärts 
iteigt,  so  tritt  auf  dieser  Kante  auch  oben  die  normale  negative, 
edoch  nur  in  geringer  Intensität  auf. 

l  Nur  an  dem  einen  Ende  ausgebildete,  an  dem  anderen  verbrochene  Krystalle. 

Die  Stucke,  welche  gegen  die  Hauptmasse  eines  Krystalles  ge- 
Irehl  erscheinen,  sind  bald  kleiner,  bald  grösser  und  können  auch 
D  gelrennten  Theilen  auftreten.  Ich  werde  mit  dem  einfachsten 
ralle  beginnen,  wo  nur  ein  Stuck  von  geringer  Ausdehnung  ein- 
schoben ist. 

Kr y stall  Nr.  15.  Der  linke  Krystall  Nr.  15  (in  den  Figuren  15 
iD  halber  linearer  Grösse  dargestellt)  aus  dem  Maderaner  Thale  trägt 
m  oberen  Ende  die  Trapezoederflächen  auf  den  Kanten  (1 ,  2)  und 
[3,4),  aber  nicht  auf  der  Kante  (5,  6);  dafür  erscheint  jedoch  eine 
Irapezoederlläche  unten  auf  der  Kante  (4,  5)  bei  ß.  Der  Krystall 
SDthält  ein  in  gedrehter  Stellung  befindliches  StUck  von  der  rechten 
Balfle  der  Fläche  4  bis  zum  rechten  Rande  der  Fläche  5,  wie  dies 
ler  Fig.  1 5  A  gezeichnete,  durch  die  Mitte  des  Krystalles  gelegte 
^aerschnitt  nachweist,  wo  das  eingeschobene  Stuck  durch  die  Linie 
bc  angedeutet  ist.  In  diesen  Querschnitt  (Fig.  1 5  A)  sind  auch  die 
iif  den  Kanten  in  der  Mitte  des  Krystalles  beim  Erkalten  beobach- 
ien  elektrischen  Spannungen  eingetragen. 

Die  Verlheilung  auf  den  Prismen-  und  Pyramidenflachen  ist 
tgelmässig  bis  auf  die  Fläche  5,  wo  eben  das  eingeschaltete  StUck 
^;  infolge  dieser  Einschaltung  vermag  auf  Kante  (4,  5)  die  nega- 
^e  Spannung  kaum  aufzutreten  und  auf  Kante  (5,  6)  erscheint  die 
)sitive  sehr  geschwächt.  Unmittelbar  neben  der  Kante  (4,  5)  beginnt 
if  der  Fläche  5  die  positive  Zone.  Infolge  der  Einschaltung  dieses 
^drehten  Stuckes  gehört  auch  die  Pyramidenfläche  oberhalb  5  nicht 
sm  Nebenrhomboeder,  sondern  dem  Hauptrhomboeder  an;  sie  zeigt 
iher  die  elektrische  Vertheilung  der  Fläche  eines  Hauptrhomboeders 
nd  spielt  auch,  wie  aus  der  Zeichnung  ersichtlich,  in  Bezug  auf 
ire  Grösse  die  Rolle  einer  solchen ;  eine  Erscheinung,  die  sich  auch 
anderen  Fällen  wiederholt.  Auf  der  Pyramidenfläche  4  ist  hier- 
irch  die  negative  Polarität  soweit  geschwächt,  dass  sie  am  rechten 
iQde  nicht  mehr  zur  Erscheinung  kommt. 
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Krystall  Nr.  16.  Der  linke  Krystall  Nr.  16  (in  Fig.  16  in  halber 
linearer  Grösse  dargestelU)  vom  Gletscher  »auf  der  Burg«  bei  Visch 
(Wallis)  trägt  Trapezoederflächen  an  den  Kanten  (1 ,  2)  und  (3, 4;, 
aber  dann  nicht  an  der  Kante  (5,  6),  sondern  an  der  Kante  (4,5). 
Er  besitzt,  wie  dies  im  Querschnitt  Fig.  16  A  angedeutet  ist,  ein  ver- 
drehtes Stück,  welches  von  der  linken  Hälfte  der  Prismenflache  4  :d] 
bis  zur  rechten  Hälfte  der  Fläche  6  (6)  reicht,  also  über  die  KaDleo 
(4,  5)  und  (5,  6)  hinweggeht,  sodass  an  diesen  Kanten  eine  gegen 
die  Hauptmasse  entgegengesetzte  Polarität  entsteht.  In  dem  obersteo 
Drittel  der  Prismenfläche  6  tritt  das  Ende  dieses  Stückes  noch  in 
dem  schmalen  positiven  Streifen  auf.  Ebenso  deutlich  ergeben  sich 
die  Grenzen  auf  den  beiden  Pyramidenflächen  4  und  6.  Die  lioke 
Hälfte  der  Pvramidenfläche  4  und  die  rechte  der  Fläche  6  besitzen 
noch  in  ihren  Molekülen  die  Orientirung  der  Hauptmasse,  während 
die  rechte  Hälfte  der  Fläche  4  und  die  linke  der  Fläche  6,  sowie 
die  ganze  Flache  5  dem  verdrehten  Stocke  angehören.  Die  Pynn 
midenfläche  5  ist  also  die  Fläche  eines  Hauptrhomboeders,  wie  ja 
die  direct  unter  ihr  liegende  Trapezoederfläche  schon  andeutet,  und 
dem  entsprechend  zeigt  sich  auch  ihre  elektrische  Vertheilung.  Durch 
das  Zusammentreffen  zweier,  verschiedenen  Rhomboedern  angehörigen 
Hälften  entstehen  auf  den  Pyramidenflächen  4  und  6  die  eigenthüni- 
lichen  elektrischen  Verlheilungen.  Wie  die  elektrische  Vertheilung 
auf  der  Rhomboederfläche  i  andeutet,  muss  sich  in  der  Mitte  der 
Prismenfläche  4  ein  negativer  Streifen  herabziehen,  ähnlich  wie  auf 
der  Prismenfläche  6  ein  positiver.  Bei  den  in  Fig.  16  eingetragenen 
Beobachtungen  erschien  jedoch  auf  dieser  Mitte  nur  eine  gegen  die 
Ränder  verringerte  positive  Spannung;  in  anderen  Versuchsreihen 
trat  aber  dit^ser  negative  Streifen  deutlich  hervor  und  ist  deshalb 
in  den  Querschnitt  Fig.  16  A  aufgenommen  worden. 

Krystall  Nr.  17.  Der  dem  hiesigen  mineralogischen  Museun) 
gehörige  rechte  Krystall  Nr.  17  vom  St.  Gotthardt  trägt  Trapezoeder- 
flächen  an  den  Kanten  (1,  2),  (3,  4)  und  (5,  6),  ausserdem  aber  noch 
an  der  Kante  (6,  I),  ein  Beweis  eines  hier  eingefügten  Stückes. 
welches  von  der  linken  Hälfte  der  Prismenfläche  6  bis  gegen  die 
Mitte  der  Fläche  1  reicht  {abc  in  Fig.  17  A),  Ebendies  zeigt  auch 
die  elektrische  Vertheilung;  in  der  Mitte  der  Fläche  1  tritt  eine 
schmale    negative  Zone  auf,    während   auf  Fläche  6  gegen  die  Mill^ 
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in  Dur  eine  Verringerung  der  Intensität  der  positiven  Spannung 
eobacbtet  wird.  Auf  der  Kante  (6,  1)  und  ihrer  Umgebung  ist  die 
'olarität  die  umgekehrte  von  der  auf  der  übrigen  Hauptmasse  des 
>ystalles  auftretende.  Die  Einschaltung  dieses  verdrehten  Stückes 
[lacht  sich  ausserdem  auch  noch  durch  die  Schwächung  der  elek- 
ri;)cheQ  Spannungen  auf  den  benachbarten  Kanten  (5,  6)  und  (1,  2) 
lemerkbar. 

Krystall  Nr.  18.  Bei  dem  rechten  Krystalle  Nr.  18  (Fig.  18  in 
lalber  Grösse  dargestellt)  von  Tavetsch  liegt  eine  Trapezoederfläche 
an  den  Kanten  (1,  2)  und  (3,  4),  aber  nicht  an  der  Kante  (5,  6); 
dagegen  an  der  Kante  (4,  5),  zum  Anzeichen  eines  hier  eingeschal- 
teten verdrehten  Stuckes.  Dasselbe  beginnt  (Fig.  18^1,  abc)  auf 
der  linken  Hälfte  der  Prismenfläche  4  und  reicht  bis  über  die  Kante 
(t,  5).  Ausserdem  giebt  sich  durch  die  elektrische  Yertheilung 
Doch  ein  zweites  kleines  Stück  auf  der  Kante  (5,  6)  und  auf  der 
Pyramidenfläche  oberhalb  6  kund.  Durch  das  grössere  gedrehte 
Stück  wird  die  elektrische  Yertheilung  auf  der  Prismenfläche  4  und 
der  über  ihr  liegenden  Pyramidenfläche  und  auf  der  Kante  (4,  5) 
abgeändert,  während  das  kleinere  Stück  nur  oben  auf  der  Kante 
(5,  6]  die  positive  Spannung  in  die  negative  verkehrt,  und  dann  noch 
oberhalb  der  Prismenfläche  6  anstatt  einer  Fläche  des  Nebenrhom- 
boeders  die  Fläche  eines  Hauptrhomboeders  auftreten  lässt. 

Krystall  Nr.  19.  Bei  dem  linken  vom  St.  Gotthardl  stam- 
ineDdea  Krystalle  Nr.  19  (Fig.  19  in  halber  Grösse  dargestellt)  bildet 
der  Theil  von  der  rechten  Hälfte  der  Prismenfläche  1  bis  etwas  über 
die  Prismenkante  (3,  4),  sowie  die  Fläche  5  die  Hauptmasse  des 
Krystalles.  Von  der  Pyramidenfläche  1  und  resp.  3  zieht  sich  die 
negative  Zone  über  die  Kanten  (1,  2)  und  resp.  (3,  4)  und  von 
der  Pyramidenfläche  2  die  positive  Zone  über  die  Kante  (2,  3)  hinab; 
eben  dieser  Yertheilung  entspricht  die  elektrische  Yertheilung  auf  der 
Flache  5,  so  dass  auch  noch  die  Polarität  auf  der  Kante  (4,  5)  und  dem 
gröi>seren  Theile  der  Kante  (5,  6)  die  normale  (d.  h.  der  Hauptmasse 
entsprechende)  ist.  Dagegen  findet  sich  auf  der  Fläche  4  ein  schmales 
{ab cd)  und  von  der  Kante  (5,  6)  bis  etwas  über  die  Mitte  der 
Flache  1  ein  grösseres  verdrehtes  Stück  [efgh)  eingeschoben  (Fig.  19-4), 
wodurch  die  Kante  (6,  1)  und  der  obere  Theil  der  Kante  (5,  6)  die 
imgekehrte  Polarität  erhalten. 


496  W.  G.  Hankel,  [40 

Kry stall  Nr.  20.  Der  rechte  Krystall  Nr.  20  stammt  gleich 
dem  vorhergehenden  vom  St.  Gotthardt.  Die  an  ihm  auftretenden 
Trapezoederfldchen  weisen  auf  mannichfachc  Einschiebungen  um  180* 
gedrehter  grösserer  und  kleinerer  Stücke  hin.  Auf  der  Kante  ^6, 1) 
findet  sich  die  matte  Fläche  eines  Unken  Trapezoeders  nebst  Rhom- 
benflache;  letztere  ist  parallel  ihrer  Combinationskante  mit  der  Flache  6 
schwach  gestreift.  Auf  der  Kante  (1 ,  2)  liegen  zwei  matte  Flachen, 
die  eine  einem  linken,  die  andere  einem  rechten  Trapezoeder  an- 
gehörend. Auf  der  Kante  (2,  3)  treten  glatte  Flachen  zweier  linken 
Trapezoeder  auf.  Auf  der  Kante  (3,  4)  zeigt  sich  eine  glatte  Flache 
eines  linken  und  eine  matte  Fläche  eines  rechten  Trapezoeders; 
dagegen  ist  auf  der  Kante  (4,  5)  weder  eine  Trapezoeder-  noch  eine 
Rhombenflächc  wahrzunehmen.  Auf  der  Kante  (5,  6)  endlich  erscheint 
wieder  die  glatte  Flache  eines  linken  Trapezoeders  nebst  einer  sehr 
kleinen  Rhombenflache. 

Fig.  20  stellt  das  Netz  dieses  Krystalles  in  halber  linearer  Grösse 
dar ;  Fig.  20  A  in  derselben  Grösse  den  Querschnitt  durch  die  Mitte 
des  Krystalles.  In  dem  Querschnitte  Fig.  20  A  habe  ich  die  zwei 
grösseren  eingeschobenen  Stücke  durch  punktirte  Linien  aed  uudbfc 
angedeutet.  Betrachten  wir  den  von  a  über  die  Flache  1,  2  bis 
zu  b  auf  der  Flache  3,  und  ebenso  den  von  c  auf  der  Flache  4  bis 
zu  d  auf  der  Flache  5  sich  erstreckenden  Theil  als  dem  Hauptkrystalle 
angehörend,  so  sind  in  ihn  zwei  um  180**  gedrehte  grössere  Stücke 
eingeschoben.  Das  eine  dea  geht  von  d  über  die  Flache  6  bis  a 
auf  der  Flache  1,  und  sein  Verlauf  ist  auf  den  Prismenflachen,  be- 
sonders aber  auch  auf  den  Prvramidenflachen  sichtbar.  Das  andere 
kleinere  Stück  bfc  reicht  von  b  auf  der  Flache  3  bis  c  auf  der  Flache  i. 
Bei  einem  starken  Krhitzen  (über  160^  C.)  waren  in  dem  Kryslaile 
zwei  Sprünge  entstanden,  der  eine  bei  c,  der  andere  bei  J,  welche 
ziemlich  eben  sind  und  nahe  parallel  mit  den  prismatischen  Seiten- 
kanten verlaufen.  Man  darf  ihre  Entstehung  wohl  als  eine  Folge 
des  Aneinanderstossens  der  verschieden  orientirten  Stücke  betrachten. 

xMit  dieser  angegebenen  Zusammensetzung  ist  nun  die  elektrische 
Vertheilung  im  Einklänge.  Ware  der  Hauptkrystall  vollständig  vor- 
handen, so  müssten  die  Kanten  (6,  I),  (2,  3)  und  (4,  5)  negativ, 
und  die  Kanten  (1,2),  (3,  4)  und  (5,  6)  positiv  sein.  In  dem  vor- 
liegenden Krystalle    gehören   aber  nur  die  Kanten    ;1,  2;,  12,  3    und 
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zum  Theil  (4,  5)  diesem  Hauptkrystalle  an,  während  die  Kanten  (3,  4), 
(5,  6)  und  (6,  1 )  auf  den  eingeschobenen  um  1 80"  gedrehten  Stucken 
sich  finden,  und  daher  eine  dem  Hauptkrystalle  entgegengesetzte 
Polarität  zeigen  (Fig.  20  B),  Infolge  der  eingeschobenen  Stücke  wird 
die  positive  Zone  auf  den  rechten  Hälften  der  Fläche  3  bei  b 
(Fig.  20  -4),  der  Fläche  4  bei  c,  und  der  Fläche  5  bei  d  durch  die 
auf  den  rechts  daneben  liegenden  Kanten  erscheinende  negative 
Elektricität  abgebrochen.  Ahnliches  geschieht  mit  der  negativen  Zone 
auf  der  linken  Hälfte  der  Fläche  1  bei  a.  Auf  den  Flächen  3,  4 
und  5  zeigt  sich  infolge  dieser  Bildung  auf  der  rechten  Hälfte  ein 
mehr  oder  weniger  breiter  positiver,  und  in  der  Mitte  der  Fläche  1 
ein  ziemlich  breiter  negativer  Streifen. 

Die  in  Fig.  20  A  eingetragenen  elektrischen  Polaritäten  geben, 
wie  schon  bemerkt,  die  Vertheilung  in  einem  durch  die  Mitte  des 
Krj'stalles  gelegten  Querschnitte.  Wie  die  Beobachtungen  auf  den 
Kanten  Fig.  20  B  zeigen,  weicht  die  Vertheilung  nach  oben  hin 
infolge  der  Änderung  der  Grenzen  der  eingeschobenen  Stücke  etwas 
ab;  die  Kanten  (4,  5)  und  (5,  6)  sind  in  der  Mitte  negativ,  nach 
oben  hin  aber  ganz  oder  zum  Theil  positiv. 

Von  Hauptrhomboederflächen  ist  vollständig  vorhanden  die  Fläche  6 
auf  dem  grösseren  eingeschobenen  Stücke,  und  von  dem  Neben- 
rhoraboeder  die  Fläche  des  Hauptkrystalles  2.  Auf  der  Hauptrhom- 
boederfläche  geht,  wie  es  bei  rechten  Krystallen  sein  muss,  die  Elek- 
tricität in  der  Richtung  von  rechts  nach  links  vom  positiven  zum 
negativen,  auf  dem  Nebenrhomboeder  in  derselben  Richtung  vom 
negativen  zum  positiven.  Auf  den  Pyramidenflächen  1,  3,  4  und  5 
stossen  Haupt-  und  Nebenrhomboeder  an  einander;  infolge  dessen 
liegt  auf  der  Fläche  1  die  negative  Zone,  und  auf  den  Flächen  3 
und  4  das  Maximum    der   positiven   Elektricität   mehr   in    der  Mitte. 


c.   Elektrisches  Verhalten  der  Enden  der  Hauptaxe. 

Zu  der  Zeit,  in  welcher  ich  meine  frühere  Untersuchung  über 
^'ie  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Bergkrystalles  ausführte, 
^^r  ich  noch  in  der  damals  allgemein  geltenden  Ansicht  befangen, 
"3SS  überhaupt    nur    in    der    Richtung    hemimorph    gebildeter   Axen 
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elektrische   Spannungen    auftreten    könnten.      Ich    habe    mich   daher 
damals  auf  die  Prüfung  des  elektrischen  Verhaltens  der  Nebenaxea, 
nach    welchen    eben    eine   hemimorphe   Bildung   vorhanden   ist,  be* 
schränkt,  und  das  Verhalten  der  Hauptaxe,  deren  Enden  nicht  hemi- 
morph  gestaltet  sind,   nicht  specieller   beobachtet.     Es  heisst  in  der 
oben  angeführten  Abhandlung  nur  mit  Bezug  auf  altere,  von  roir  iiu 
Jahre    1839    gemachte    Beobachtungen:     »Bei    einzelnen    Krystalleo 
boten  die  Enden  der  Hauptaxe  allerdings  verschiedene  Elektricitdteo 
dar;   jedoch   habe   ich   daraus    nicht   mit  Bestimmtheit   auf  eine  mit 
der     krystallographischen    Hauptaxe     parallele     elektrische    Axe   zu 
schliessen  gewagt.« 

Durch  meine  späteren  Untersuchungen  über  das  thermoelektrische 
Verhalten  des  Topases,  Schwerspathes  u.  s.  w.  habe  ich  uachgewiesen, 
dass  auch  auf  nicht  hemimorph  gebildeten  Krystallen  thermoelektrische 
Vorgänge  auftreten,  dass  aber  bei  solchen  Krystallen  keine  polaren 
Axen  existiren,  dass  vielmehr  die  beiden  gleichgestalteten  Enden 
einer  Axe  dieselbe  elektrische  Polarität  zeigen.  Es  erschien  daher 
jetzt  nöthig,  die  nicht  hemimorph  gebildete  Axe  des  Bergkrystalles 
auf  ihr  thermoelektrisches  Verhalten  zu  prüfen,  und  das  Interesse  an 
einer  solchen  Untersuchung  wurde  noch  durch  den  Umstand  erhöhl, 
dass,  wenn  auch,  wie  bemerkt,  nach  der  Hauptaxe  dieser  Krystalle 
kein  eigentlicher  Hemimorphismus  auftritt,  doch  sehr  oft  die  beiden 
Enden  der  Hauptaxe  eigenthümliche  Unterschiede  in  der  Ausbildung 
der  an  ihnen  liegenden  Flächen  zeigen,  die  sich  dann  auch  in  der 
elektrischen  Vertheilung  auf  diesen  Flächen  aussprechen. 

Da  bei  den  nicht  hemimorph  gestalteten  Krystallen  des  Topa- 
ses, des  Kalkspathes  u.  s.  w.  die  blosse  Verschiedenheit  der  Axen 
hinreicht,  um  elektrischem  Spannungen  infolge  von  Temperaturän- 
derungen zu  erzeugen,  so  kann  man  allgemein  die  FVage  stellen,  ob 
nicht  bei  hemimorphen  Krystallen,  während  in  der  Richtung  der  henii- 
morpheu  Axe  eine  polarelektrische  Vertheilung  erscheint,  auch  in  der 
Richtung  der  anderen  nicht  hemimorphen  Axen  elektrische  Pole,  al)er 
freilich  an  beiden  Enden  einer  Axe  gleichnamige,  auftreten.  Dieselben 
müssten  sich  durch  eine  Verschiedenheit  in  der  Ausdehnun£;  der 
beiden  von  den  Enden  der  polaren  Axe  ausgehenden  elektrischen 
Spannungen  auf  den  mit  dieser  letzteren  Axe  parallelen  Flächen 
kund  geben. 
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Ein  nach  cUeser  Richtung  hin  an  den  Krystallen  des  Zuckers 
angestellter  Versuch  hat  ein  negatives  Resultat  ergeben.  Die  Krystalle 
des  Zuckers  gehören  zum  monoklinischen  Systeme^).  Nehmen  wir 
die  an  ihren  Enden  ungleich  ausgebildete  Axe  zur  Orthodiagonale, 
so  laufen  die  Flächen  OP  und  oo^oo  mit  dieser  Orthodiagonale 
parallel.  Obwohl  nun  die  verticale  Axe  und  die  Klinodiagonale  in 
ihren  Grössen  verschieden  sind,  so  zeigt  sich  doch  auf  den  genannten 
Flächen  kein  Unterschied  in  der  Ausbreitung  der  von  den  beiden 
Enden  der  Orthodiagonale  ausgehenden  elektrischen  Zonen. 

Bei  dem  Turmalin  kann  man  die  Flächen  des  dreiseitigen  Prismas 
als  zu  dem  einen  Ende  der  Hauptaxe  gehörig  betrachten ;  durch  sein 
Auftreten  entsteht  auch  nach  den  Nebenaxen  eine  hemimorphe  Bil- 
dung. Ich  habe  aber  nicht  vermocht,  auf  den  Flächen  des  sechs- 
seitigen und  des  dreiseitigen  Prismas  bestimmte  Unterschiede  in  der 
Ausbreitung  der  von  den  Enden  der  Hauptaxe  ausgehenden  positiven 
und  negativen  Spannungen  wahrzunehmen. 

Anders  gestalten  sich  nun  aber  die  Verhältnisse  beim  Berg- 
kry  stalle. 

Wir  wollen  zunächst  an  den  ringsum  ausgebildeten  Krystallen 
Nr.  1  bis  7  diejenigen  Enden  der  Hauptaxe  betrachten,  welche  normal 
gestaltet  sind,  d.  h.  abwechselnd  drei  grosse  und  drei  kleine  Rhom- 
boederflächen  tragen,  und  nicht  durch  Anliegen  an  andere  Körper 
in  ihrer  Entwickelung  gehemmt  wurden.  Solche  vollkommen  nor- 
male Bildungen  finden  wir  an  dem  oberen  Ende  der  Krystalle  Nr.  1, 
i,  5,  6  und  7.  Auf  den  Flächen  dieses  Endes  zeigen  sich  keine 
Nähte  oder  sonstige  Andeutungen  von  Verwachsungen,  und  die  Flächen 
des  Nebenrhomboeders  reichen  nicht  bis  zur  Spitze,  die  allein  von 
den  Flächen  des  Hauptrhomboeders  gebildet  wird.  Sämmtliche  zuletzt 
genannten  Krystalle  sind  zuPcillig  linke. 

Wie  die  in  die  Netze  dieser  Krystalle  eingetragenen  elektrischen 
Beobachtungen  nachweisen,  ist  die  Basis  der  Hauptrhomboederflächen 
des  oberen  Endes  vorzugsweise  negativ,  und  zwar  wächst  die  negative 
Spannung  bei  diesen  linken  Krystallen  in  der  Richtung  von  links 
nach  rechts;  in  einzelnen  Fällen  tritt  am  linken  Rande  auch  noch 
die  positive  auf.     In  diesen    letzten  Fällen   (Nr.  6)  nimmt  dann  nach 


')  De  thermoelectricitate  crystallorum^  Halae  1839;  Pogg.  Ann.  Bd.  49,  S.  493. 
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oben  hin  die  positive  Spannung  zu.  Ist  die  Ba^  überall  negativ, 
so  nimmt  die  negative  Spannung  nach  oben  hin  ab  und  gebt  io 
eine  positive  über.  Bei  allen  fünf  Krystallen  zeigt  nun  auch  das 
obere  Ende  der  Hauptaxe,  wenn  der  Krystall  bis  auf  dieses  in 
Kupferfeilicht  eingehüllt  wird,  beim  Erkallen  eine  positive  Spannung, 
welche  bei  den  Krystallen  Nr.  4  und  6,  und  auch  noch  bei  Nr.  5  sehr 
beträchtlich,  bei  Nr.  1    und  7  aber  geringer  ist*). 

Am  unteren  Ende  ist  bei  dem  Krystall  Nr.  1  die  Fläche  6  des 
Nebenrhomboeders  wohl  infolge  eines  hier  stattgehabten  Anliegens 
beträchtlich  vergrössert;  jedoch  zeigt  dieses  Ende  noch  positive 
Spannung.  Bei  dem  Krystall  Nr.  4  besitzt  allerdings  die  Fläche  des 
Hauptrhomboeders  3  am  unteren  Ende  eine  bedeutende  Grösse;  aber 
auch  die  nebenliegenden  Flächen  2,  4  und  6  des  Nebenrhomboeders 
reichen  bis  zum  unteren  Ende,  an  welchem  sich  durch  den  Durch- 
schnitt der  Flächen  3  und  6  eine  kurze  Schneide  bildet.  Diese 
Schneide  zeigt  beim  Erkalten  negative  Elektricität.  Am  unteren  Ende 
des  Krystalles  Nr.  5  und  6  ist  durch  den  Durchschnitt  der  Fläche  5 
des  Hauptrhomboeders  und  der  vergrösserten  Fläche  2  des  Neben- 
rhomboeders eine  Schneide  entstanden ;  dieselbe  wird  beim  Erkalten 
positiv,  jedoch  schwächer  als  das  obere  Ende**).  Bei  Nr.  7  findet 
am  unteren  Ende  eine  ähnliche  Bildung  statt;  der  Krystall  erscheint 
daselbst  gewissermassen  aus  zwei  zusammengewachsenen  zu  be- 
stehen, von  denen  jeder  in  einer  Schneide  endigt.  Dieses  iinlere 
Ende  zeigt  negative  Spannung. 

Bei  dem  Krystall  Nr.  3  reicht  an  beiden  Enden  eine  Fläche 
des  Nebenrhomboeders  bis  zur  Spitze;  beide  Enden  geben  aber  beim 
Erkalten  positive  Elektricität.  Der  Kryslall  Nr.  2  hat  an  seinem 
oberen  Ende  seitlich  angelegen;  es  zeigt  wohl  infolge  dessen  dieses 
Ende  keine  elektrische  Spannung  heim  Erkalten;  dagegen  giebt  das 
untere,  an  welchem  durch  die  Vergrösserung  der  Flache  2  des  Neben- 
rhomboeders eine  kurze  Schneide  entsteht,  noch  positive  Elektricität. 


*)   Es   ist    dies    nicht   blos  eine  Eigenthümlichkeit  der  linken  Krystalle.  DaS' 
selbe  Verhallen  zeigt  auch  das  obere  Ende  eines  rechten  Bergkrysialles  von  Neumar**^ 
in  Schlesien,   der  unter  Fig.  <9  und  20  in  meiner  früheren  Abhandlung  vom  Jahr* 
1866  abgebildet  ist. 

**)    Genau  ebenso  verhall    sich  auch  der  in  der  früheren  Abhandlung  unt  ^ 
Kig.  th  und  26  abgebildete  Krystall,  welcher  mit  Nr.  5  in  seiner  Gestalt  übereinstimim  ^ 
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Unter  den  14  Enden  der  Hauptaxen  der  sieben  ringsum  aus- 
;ebildeten  Krystalle  sind  also  11  (darunter  sämmtliche  normal  ge- 
taltete)  positiv,  ein  Ende  ist  unelektrisch,  und  nur  zwei  nicht  normal 
;ebildete  zeigen  negative  Polarität. 

Bei  den  an  dem  unteren  Ende  verbrochenen  Krystallen  Nr.  8 
md  9  zeigt  das  obere  ausgebildete  Ende  der  Hauptaxe  schwache 
»sitive  Spannung,  während  bei  Nr.  1 2  daselbst  eine  äusserst  geringe 
legative  auftritt.  Bei  diesem  letzteren  Krystalle  breitet  sich  die 
negative  Spannung  auf  den  Hauptrhomboederflächen  allmählig  abneh- 
mend bis  zur  Spitze  aus.  Ähnlich  verhält  sich  auch  das  obere  Ende 
bei  Nr.  13.  Die  oberen  Enden  der  Krystalle  Nr.  10  und  11  sind 
gleichfalls  sehr  schwach  negativ.  Die  Krystalle  Nr.  10,  11  und  13 
slammen  von  demselben  Fundorte  (Maderaner  Thal)  und  sind  mehr 
oder  weniger  nelkenbraun  gefärbt. 

Im  Allgemeinen  tritt  die  positive  Elektricität  auf  den  Enden  der 
Hauptaxe  mit  grösserer  Intensität  auf,  als  die  negative. 

Überblicken  wir  die  vorstehenden  Angaben,  so  dürfte  die  An- 
nahme wohl  gerechtfertigt  sein,  dass  auf  den  Bergkrystallen  bei 
flormaler  und  ungestörter  Ausbildung  auch  in  der  Richtung  der 
Hauptaxe  bei  Temperaturveränderungen  eine  Elektricitätsentwickelung 
eintritt,  die  jedoch  entsprechend  der  gleichen  Ausbildung  beider  Enden, 
an  diesen  beiden  Enden  von  gleicher  Beschaffenheit,  und  zwar  beim 
Erkalten  positiv,  ist. 

Diese  Annahme  tindet  auch  durch  die  folgenden  Beobachtungen 
och  weitere  Bestätigung. 

Drei  in  meiner  früheren  Abhandlung  von  1866  beschriebene 
nd  untersuchte  Bergkrystalle  von  Striegau  oder  Järischau  in  Schlesien 
^aren  durch  zwei  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  geführte  Schnitte 
1  drei  Stücke  zerlegt,  und  die  Schnittflächen  des  mittelsten  Stückes 
«hufs  einer  optischen  Prüfung  polirt  worden.  Ich  habe  diese  drei 
krystalle  jetzt  benutzt,  um  das  elektrische  Verhalten  der  Hauptaxe 
LOch  näher  kennen  zu  lernen. 

Bei  dem  linken  Krystall  Nr.  21  (Nr.  XVllI  der  früheren  Abhand- 
ung) hat  weder  die  thermoelektrische  noch  auch  die  optische  Unter- 
suchung irgend  Anzeichen  von  Zusammensetzung  ergeben.  Fig.- 21 
stellt  die  Netze  der  drei  Stücke  in  natürlicher  Grösse  dar. 

Sein    oberes  Ende   besitzt   drei  grosse  Hauptrhomboederflächen, 
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die  sich  genau  so  verhalten,  wie  ich  oben  S.  485  angegeben  habe. 
Das  obere  Ende  selbst  zeigt  daher  positive  Spannung.  Die  Schnitt- 
flache A  an  dem  unteren  Ende  des  oberen  Stückes  ist  (Fig.  %{  k] 
in  ihrer  Mitte  und  nach  den  drei  positiven  Kanten  hin  positiv.  Äbo- 
lieh  verhält  sich  die  obere  Schnittfläche  B  des  mittleren  Stückes, 
nur  zieht  sich  die  positive  Elektricität  mehr  auf  die  Mitte  zurück. 
Ihr  gleicht  die  untere  Schnittfläche  C  an  diesem  Stücke,  und  auoh 
die  obere  Schnittfläche  D  am  unteren  Stücke ;  jedoch  hat  die  positive 
Spannung  an  Intensität  abgenommen.  Diese  in  der  Mitte  der  Schnitt- 
flächen auftretende  positive  Spannung  kommt  endlich  am  unteren  Stücke 
in  der  Mitte  der  unteren  grossen  Rhomboederfläche  2  ebenfalls  zur 
Erscheinung"^),  während  die  am  untersten  Ende  befindliche  stark  zur 
Seite  geschobene  Schneide  schwach  negativ  ist.  Es  durchzieht  also 
den  Krystall  in  der  Mitte  von  oben  bis  unten  eine  an  ihren  Enden 
positive  Axe. 

Der  gleichfalls  linke  Krystall  Nr.  22  (Nr.  XIX  der  früheren  Ab- 
handlung) trägt  oben  auf  den  Kanten  (6,  1)  und  (3,  4)  sehr  schmale 
Rhombenflächen.  Er  ist  nicht  durchaus  einfach.  Die  optisch«  Unter- 
suchung des  mittleren  Stückes  ergab  dicht  am  Rande  der  Fläche  i 
nach  3  hin  im  convergenten  polarisirten  Lichte  Airy'sche  Spiralen, 
ein  Beweis  von  eingeschalteten  kleineren  rechtsdrehenden  Partien. 
Ich  beschränke  mich  aber  hier  auf  das  elektrische  Verhalten  der 
Hauplaxe.  Das  von  den  drei  Flächen  des  Hauptrhomboeders  gebil- 
dete obere  Ende  ist  positiv.  Die  untere  Schnittfläche  (Fig.  fi  ^^! 
am  oberen  Stücke  zeigt  in  der  Mitte  und  nach  den  Flächen  6  und  I 
hin  positive  Spannung.  Auch  auf  den  beiden  Schnitten  (Fig.  22  Ä  und tl 
am  mittleren  Stücke  sind  die  Mitten  positiv,  und  es  erstreckt  sich 
diese  positive  Spannung  von  hier  aus  nach  den  Flächen  1  und  3. 
Dagegen  fehlt  die  positive  Zone  auf  der  oberen  Schnittfläche  (Fig.  22fll 
des  unteren  Stückes;  dieselbe  ist  durchweg,  ebenso  wie  die  unteren 
beiden  Spitzen,  in  welche  der  Krystall  endigt,  negativ. 

Der  Krystall  Nr.  23  (Nr.  VII  der  früheren  Abhandlung)  ist  ein 
rechter.     Er  ist  jedoch  nicht  völlig  einfach ;  in  dem  mittleren  Stücke 


,  *)  Genau  derselbe  Vorgang  wiederholt  sich  bei  dem  Krystalle  Nr.  i,  ^^ 
auf  dem  unteren  Ende  die  positive  Polarität  ebenfalls  in  der  Mitte  der  grossen 
Fläche  \\  des  Hauptrhomboeders  hervortrill.  während  die  unlere  Schneide  iieKUt'^ 
erscheint. 
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zeigen  sich  im  Polarisationsapparate  mit  convergentem  Lichte  am 
Rande  der  Fläche  3  Airy'sche  Spiralen.  Das  obere  Ende  der  Haupt- 
axe  besitzt  positive  Spannung;  dieselbe  tritt  auf  den  Flächen  1  und  5 
des  Hauptrhomboeders  erst  nahe  an  der  Spitze  auf.  Die  untere 
Schnittfläche  (Fig.  23  A)  am  oberen  Stücke  trägt  nur  nach  der  Kante 
(3,  4)  hin  positive  Elektricität,  während  der  übrige  Theil  negativ  ist. 
Die  positive  Zone  hat  auf  den  Schnittflächen  des  mittleren  Stückes 
(Fig.  23  B  und  C)  eine  grössere  Ausdehnung;  sie  erstreckt  sich  von 
der  Kante  (2,  3)  über  die  den  Flächen  3,  4  und  5  anliegenden 
Theile  bis  zur  Kante  (5,  6).  Die  obere  Schnittfläche  (Fig.  23  D) 
am  unteren  Stücke  zeigt  dagegen  keine  Spur  einer  positiven  Span- 
nung; sie  ist  überall,  ebenso  wie  das  unlere  eine  Schneide  dar- 
stellende Ende,  negativ. 

Bei  allen  drei  Krystallen  beginnt  also  am  oberen  Ende  der 
Hauptaxe  eine  positive  Spannung,  die  sich  bei  Nr.  21  und  22  in  der 
Mitte  des  Krystalles,  bei  Nr.  23  nähei*  an  der  Fläche  4  herabzieht, 
und  bei  Nr.  22  selbst  auf  einer  grossen  Rhomboederfläche  des  unteren 
Endes  noch  hervortritt,  während  sie  bei  den  Krystallen  Nr.  22  und  23 
das  untere  Ende  nicht  erreicht,  sondern  infolge  der  Bildungsverhält- 
nisse ungefJihr  J  vom  unteren  Ende  aufhört  und  ins  Negative  übergeht. 


Hl.  AktiBoelektricität. 

Da  bereits  im  Vorworte  die  Entstehung  der  Aktinoelektricität 
im  Allgemeinen  erläutert  ist,  so  lassen  sich,  bevor  ich  zu  den 
Resultaten  der  Untersuchung  der  einzelnen  Krystalle  übergehe,  die 
verschiedenen  Verfahren,  mittelst  welcher  die  Bestimmungen  und 
Messungen  der  aktinoelektrischen  Spannungen  ausgeführt  worden  sind, 
gleich  hier  im  Zusammenhange  beschreiben. 

A.  Verfahren  bei  den  Beobaohtongen. 

Ein  anfangs  fast  ausschliesslich  angewandtes  Verfahren  bestand 
in  Folgendem:  Auf  eine  quadratische  Messingplatte  war  ein  starker 
Cylinder  von  Siegellack  aufgeschmolzen;  auf  dem  oberen  Ende  des- 
selben sass  ein  Kupferdraht,  dessen  eines  Ende  eine  kupferne  Kugel 
von  17""  Durchmesser  trug,  während  mit  dem  anderen  Ende,  nachdem 
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die  Messingplatte  auf  den  kleinen  neben  dem  Elektrometer  befind- 
lichen eisernen  Ofen  B  (Taf.  III  Fig.  IV)  gelegt  war,  der  dünne  zum 
Goldblättchen  des  Elektrometers  führende  Platindraht  W  verbunden 
wurde.  Um  die  Bergkrystalle  bequem  zu  stellen,  und  überhaupt 
handhaben  zu  können,  waren  sie  auf  kleinen  runden  Metallscheiben 
mittelst  Siegellack  in  verlicaler  Stellung  ihrer  Hauptaxe  befestigt.  An 
die  zuvor  genannte  Kugel  wurde  nun,  während  das  Goldblätlchen 
des  Elektrometers  zur  Erde  abgeleitet  war,  die  zu  prüfende  Stelle 
des  Bergkrystalles  (z.  B.  eine  Stelle  der  Prismenkante)  bis  zur  Be- 
rührung herangerückt  und  einige  Zeit  stehen  gelassen,  um  jede  etwa 
durch  Reibung  erregte  Elektricität  zum  Verschwinden  zu  bringen. 

Wurde  die  Ableitung  des  Goldblättchens  zur  Erde  aufgehobeo, 
so  genügte  es  schon,  vor  den  Krystall,  d.  h.  auf  die  von  der  Kugel 
abgewandte  Seite  desselben,  ein  brennendes  Streichhölzchen  oder 
die  Flamme  eines  Wachsstockes  zu  halten,  um  bei  stark  erregbaren 
Krystallen  einen  sehr  beträchtlichen  Ausschlag  im  Elektrometer  her- 
vorzurufen. Da  jedoch  durch  die  hierbei  nothwendigen  BeweguogeD 
der  Hand  und  des  Armes,  sowie  durch  die  Flamme  selbst  Störungen 
entstanden,  so  wurde  folgende  Einrichtung  getroffen. 

Hinter  einem  doppelten  Metallschirme  brannte  eine  Gasflamme. 
Der  Schirm  sollte  die  Strahlung  vom  Gehäuse  des  Elektrometers 
abhalten,  weil  sonst  die  Erwärmung  desselben  fortwährend  nicht 
unbeträchtliche  Änderungen  in  der  Ruhelage  des  Goldblättchens  her- 
vorgerufen hätte.  Die  Strahlen  der  Flamme  fielen  auf  einen  Hohl- 
spiegel von  120""  Brennweite  und  205""  Öffnung.  Das  durch  ihn 
eizeugte  Bild  der  Flamme  entstand  ungefähi*  an  der  hinteren  Kante 
des  Krystalles,  an  welche  die  kupferne  Kugel  angelegt  war. 

Um  ferner  grössere  Bewegungen  der  Hand  und  des  Armes  zu 
vermeiden,  war  in  die  Leitung  des  Gases  zur  Lampe  ein  Hahn 
(Hauptbahn)  eingeschaltet,  der  von  dem  vor  dem  Elektrometer  sitzen- 
den Beobachter  geöflFnel  und  geschlossen  werden  konnte.  Neben 
diesem  Haupthahne  lag  eine  ebenfalls  mit  einem  Hahne  versehene 
Nebenleitung,  welche  das  Gas  noch  zur  Lampe  gelangen  lies,  wenn 
auch  der  Hauptbahn  geschlossen  war.  Der  Hahn  in  der  Neben- 
leitung wurde  jedoch  so  gestellt,  dass  nur  eine  ausserordentlich  geringe 
Gasmenge  hindurch  strömte;   auf  dem  Gasbrenner  erhielt  sich  daher 
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och  ein  sehr  \Vinziges,  kaum  sichtbares  Flämmchen,  wenn  der  Haupt- 
lahn  geschlossen  war.  Um  nun  die  Wirkung  der  Bestrahlung  ein- 
Wien zu   lassen,   genügte  die  geringe  Bewegung  der  rechten  Hand 

• 

rar  Drehung  des  Haupthahnes,  und  ebenso,  wenn  der  Erfolg  des 
Verschwindens  der  Strahlung  gemessen  werden  sollte,  das  Zurück- 
drehen des  Hahnes.  Zum  Schutze  gegen  die  selbst  durch  diese 
geriogen  Bewegungen  möglicherweise  erzeugte  Reibungselektricität 
var  vor  die  Hand  noch  ein  grösseres  zur  Erde  abgeleitetes  Blech 
gestellt.  Überhaupt  war  das  Elektrometer  und  der  zuleitende  Draht 
möglichst  mit  Metallschirmen  verdeckt,  um  die  durch  die  Flamme 
erzeugten  elektrischen  Störungen  abzuhalten.  Die  Flamme  der  Lampe 
war  ebenfalls  zur  Erde  abgeleitet,  indem  ein  mit  letzterer  verbun- 
dener Platindraht  den  unteren  Rand  der  Flamme  berührte. 

Vor  jeder  Beobachtung  wurde  das  Goldblättchen  mittelst  eines 
langen  mit  der  Erde  in  Verbindung  stehenden  Kupferdrahtes,  welcher 
an  den  dünnen  Platindraht  W  angelegt  wurde,  zur  Erde  abgeleitet; 
die  linke  Hand,  welche  den  Kupferdraht  bewegte,  befand  sich  weit 
QQterhalb  und  war  durch  abgeleitete  Metallschirme  möglichst  ver- 
teckl.  Sofort  nach  der  Isolirung  des  Goldblättchens  durch  Weg- 
:iehen  des  Kupferdrahtes  wurde  der  Haupthahn  durch  die  bereits  in 
fassender  Lage  befindliche  rechte  Hand  geöflftiet  und  der  im  Elek- 
rometer  entstehende  Ausschlag  gemessen. 

Sollte  die  Wirkung  der  Bestrahlung  eine  oder  mehrere  Secunden 
ach  ihrem  Beginne  untersucht  werden,  so  wurde  der  Kupferdraht 
•u  den  dünnen  Platindraht  W  angelegt,  der  Haupthahn  mit  einem 
gestimmten  Secundenschlage  geöffnet  und  dann  erst  nach  einer  oder 
Hehreren  Secunden  der  Kupferdraht  vom  Platindrahte  entfernt. 

War  beabsichtigt,  nicht  die  Wirkung  des  Eintritts  der  Strahlung, 
•ondem  die  durch  das  Aufhören  derselben  entstehenden  elektrischen 
i^oi^änge  zu  beobachten,  so  wurde,  wenn  der  durch  den  Eintritt  der 
Strahlung  entstandene  Ausschlag  sein  in  30  bis  40  Secunden  aus- 
jebildetes  Maximum  erreicht  hatte,  das  Goldblättchen  durch  Anlegen  des 
i^upferdrahtes  an  den  Platindraht  entladen,  und  dann  nach  Entfernung 
äes  Kupferdrahtes  durch  Drehen  des  Haupthahnes  die  Flamme  aus- 
gelöscht. Sollten  dagegen  die  Vorgänge,  welche  eine  oder  mehrere  Se- 
cnnden  nach  dem  Auslöschen  der  Flamme  eintreten,  untersucht  werden, 
^  blieb  der  Kupferdraht  nach  dem  Auslöschen  der  Flamme  noch  eine 
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oder    mehrere    Secunden    mit    dem   Platindrahte   in    Berührung  und 
wurde  erst  in  dem  gewünschten  Zeitpunkte  entfernt. 

Die  mit  der  Oberfläche  des  Krystalles  in  Berührung  gebrachte 
Kugel  ermöglichte  eine  starke  Bindung  der  Elektricitüt  und  es  wurde 
dadurch  allerdings  ein  erheblicher  Ausschlag  im  Elektrometer  erzielt. 
Dagegen  konnte  dieselbe,  eben  wegen  ihrer  Grösse,  zur  genaueren 
Untersuchung  über  die  elektrische  Vertheilung  der  aktinoelektrischen 
Spannungen  auf  den  einzelnen  Punkten  einer  Prismenflache  nicht  ver- 
wandt werden.  Besser  eignete  sich  für  diesen  Fall  ein  gerader 
Kupferdraht,  dessen  Ende  an  Stelle  der  Kugel  an  die  verschiedenen 
Theile  der  Fläche  herangeschoben  wurde.  Doch  gilt  auch  hier  das- 
selbe, was  oben  S.  480  über  die  auf  den  Platindrstht  V  seitens  der 
umliegenden  Flachenstücke  ausgeübten  Yertheilungswirkungen  gesagt 
worden.  Der  Ausschlag  des  Goldblättchens  war,  wenn  die  Kugelau 
der  Kante  stand,  etwas  mehr  als  dreimal  so  gross,  als  wenn  das  Ende 
des  Drahtes  die  Kante  berührte. 

Bei    dem   zuvor   beschriebenen   Verfahren   wurden    die    aktino- 
elektrischen Spannungen  stets  auf  der  Seite  bestimmt,   welche  dem 
Eintritte  der  Strahlung  entgegengesetzt  war.    Es  Hess  sich  aber  auch 
leicht   eine  Einrichtung   treffen,    bei   welcher  diese  Spannungen  auf 
derselben  Seite  gemessen  werden  konnten,  auf  welche  die  Strahlung 
auffiel.    Anstatt  eines  geraden,  wurde  ein,  wie  Fig.  V  (Taf.  IV)  in  halber 
Grösse  zeigt,  mehrfach  gebogener  Kupferdraht  abcde  angewandt;  der- 
selbe ging  auf  der  hinleren  Seite  des  Krystalles  K  aufwärts,  dann  über 
das  obere  Ende  desselben  hinweg  und  wurde  mit  dem  horizonlaien, 
rückwärts  gebogenen  Ende  seines  vorderen  Schenkels  rfe  an  die  ver- 
schiedenen Punkte  der  Kante  K  (oder  Fläche),  welche  die  Strahlung 
empfing,    angelegt.      Zwischen    die    hintere   Kante    oder  Fläche  des 
Kryslalles  und  den  daselbst  aufsteigenden  Schenkel  des  Drahtes  Nvar 
zur  Verhütung  von  Vertheilungswirkungen  seitens  der  hinteren  Theile 
des  Krystalles  auf  dieses  Drahtslück  ein  kleines  zur  Erde  abgeleileles 
Metall  blech  iS  gestellt. 

Ein  anderes  Verfahren,  bei  welchem  ebenfalls  die  elektrischen 
Spannungen  auf  der  Seite  gemessen  wurden,  auf  welche  die  Strahlet 
einfielen,  schloss  sich  eng  an  das  bei  der  Messung  der  thermoelek 
trischon  Spannungc^n  benutzte  an.  Gerade  wie  bei  den  thermoelel 
Irischen  Versuchen    wurde»   der  üergkrystall    in   Kupferfeilicht    sowc 
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eingesetzt,   dass,    wenn  z.  B.  eine  Kante  geprüft  werden  sollte,    nur 
die  beiden   in    ihr   zum  Durchschnitt   kommenden  Prismenflächen  je 
nach  den  Umständen   ganz    oder    nur  zum  Theil  hervorragten.     Auf 
diese  Weise  erhielt  der  Krystall  trotz  seiner  oft  sehr  unregelmässigen 
Begi*enzung   eine  bestimmte   feste  Lage   und   war   an   allen   Theilen, 
welche  nicht  geprüft  werden  sollten,  mit  der  Erde  in  leitender  Ver- 
bindung.     Nachdem    der    Krystall    durch    Anhauchen^)    unelektrisch 
gemacht  und  in  seiner  kupfernen  Schale  (oder  Kustchen)  neben  dem 
Elektrometer  aufgestellt  worden,  wurde  der  zu  prüfenden  Stelle  das 
untere  Ende  des  S.  477  beschriebenen  und  von  der  Hebelvorrichtung 
LL'  getragenen  Platindrahtes  V,  ebenso   wie   bei  den  thermoelektri- 
schen  Beobachtungen,   bis   fast   zur  Berührung  genähert   oder   auch 
aufgelegt.      Sodann   wurden    die   Strahlen    einer  Gasflamme    mittelst 
eines  oberhalb   des  Krystalles    angebrachten   Spiegels  auf  die    freie 
Oberfläche   desselben   geworfen.     Der   1""  dicke   Platindraht  V  und 
die  sein   oberes  Ende   tragende   dünne  Glasröhre  TA  hinderten   die 
Bestrahlung  des  Krystalles  nur  sehr  unbedeutend.    Um  bei  Krystallen 
von  grösseren  Dimensionen   eine  ausgedehntere  Fläche  bestrahlen  zu 
können,    wurden   zwei  Gasbrenner   mit  ihren  Schnitten  parallel  nahe 
bei  einander  aufgestellt;    es  konnte  übrigens  nach  Belieben  der  eine 
oder   der   andere   Brenner  allein    oder    beide    zusammen    entzündet 
werden.      Durch    Verschiebung    der    Spitze    des    Platindrahtes    über 
die  verschiedenen  Punkte  des  Krystalles  Hess  sich  die  Verthcilung  auf 
der  freien  Oberfläche  näher  bestimmen. 

Ward  das  kupferne  Kästchen  isolirt  und  mit  dem  Goldblättchen 
des  Elektrometers  verbunden,  so  konnte  auch  sehr  bequem  die  beim 
Bestrahlen  in  dem  Kästchen  durch  Vertheilung  erregte  freie  Elektri- 
cität,  welche  der  auf  der  aus  dem  Kupferfeilicht  hervorragenden 
Kante  auftretenden  entgegengesetzt  ist,  beobachtet  werden. 

Die  Anordnung  eines  oberhalb  des  Krystalles  aufgestellten  Spiegels 
gestattet  bei  einiger  Abänderung  auch  sehr  leicht,  die  durch  eine 
Bestrahlung  in  der  Richtung  der  Hauptaxe  auf  den  Kanten  und 
Flächen  des  Prismas  entstehenden  aktinoelektrischen   Spannungen    zu 


*)  Das  Abblasen  mit  einer  Alkoholflamme  reicht,  wie  ich  späterhin  S.  527 
zeigen  werde  ^  nicht  hin,  oder  führt  allein  angewendet  nicht  zum  gewünschten 
Ziele ;  es  bedarf  nach  dem  Abblasen  mit  der  Alkoholflamme  stets  schliesslich  noch 
eines  Anhaucheas. 

35*  • 
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beobachten.  Man  stellt  den  Bergkrystall ,  welcher  wie  bei  dem 
früheren  Verfahren  in  verticaler  Stellung  seiner  Hauptaxe  auf  eine 
Metallscheibe  aufgekittet  ist,  unterhalb  des  Spiegels  und  rückt  die 
früher  beschriebene  mit  dem  Elektrometer  verbundene  kupferne  Kugel 
(oder  Draht)  an  die  betreffende  Stelle  der  Kante  oder  Fläche. 

Da  sich  bei  den  Versuchen  mit  der  Flamme  sehr  bald  ergab, 
dass  nicht  die  leuchtenden  Strahlen,  sondern  besonders  die  Wärme- 
strahlen  die  ElektricitUt  im  Bergkrystalle  hervorrufen,  so  schien  es 
auch  nöthig,  dunkle  WUrmestrahlen  auf  den  Krystall  einwirken  zu 
lassen,  und  zwar  konnte  auch  jetzt  wieder  die  elektrische  Spannung 
auf  der  der  Wärmequelle  entgegengesetzten  Seite  des  Kryslalles  oder 
auf  derjenigen,  auf  welche  die  Strahlung  direct  auffiel,  beobachtet 
werden. 

Um  die  auf  der  von  der,  Wärmequelle  abgewandten  (hinteren) 
Seite  des  Krvstalles  entstehende  Elektricität  zu  bestimmen,  wurde 
die  kupferne  Kugel  an  eine  Kante  gebracht,  und  ein  hohler  mit 
heissem  Wasser  gefüllter  Messingwürfel  in  geringem  Abstände  der 
vorderen  Kante  gegenüber  aufgestellt.  Je  nachdem  die  Seile  des 
Würfels  blank  oder  berusst  war,  wurde  auch  der  Unterschied  in 
der  Ausstrahlung  gemessen. 

Sollte  dagegen  die  Elektricität  auf  derselben  Seite,  auf  welche 
die  Strahlung  einfiel,  gemessen  werden,  so  Hess  sich  dies  leicht  in 
folgender  Weise  ausführen. 

Eine  Messing-  oder  Kupfer-  oder  Zinkkugel  trug  einen  kurzen 
Stiel;  in  diesem  befand  sich  eine  Durchbohrung,  in  welche  mittelst 
einer  Schraube  das  untere  Ende  des  an  der  S.  477  erwähnten  Hebel- 
vorrichtung sitzenden  dickeren  Platindrahtes  V  eingeklemmt  werden 
konnte.  Die  Kugel  wurde  in  heissem  Wasser  bis  zu  der  gewünschten 
Temperatur  erhitzt,  mittelst  einer  Zange  mit  ihrem  Stiele  über  den 
Platindraht  geschoben  und  festgeklenmil.  Der  Platindraht  V  berührte 
dabei  den  Draht  nw  und  war  durch  ihn  zur  Erde  abceleitel.  Durch 
Niederlassen  des  Hebels  L  L'  wurde  der  Platindraht  V  und  mit  ihm 
die  Kugel,  sowie  der  zum  Elektrometer  führende  dünne  Platindraht  W 
isoliit.  Unterhalb  der  Kugel  stand  der  zu  untersuchende  Krystall 
bis  auf  die  zu  prüfende  Kante  oder  Fläche  in  Kupferfeilicht  einge- 
setzt. Durch  die  llebelvorrichtung  liess  sich  mittelst  Umdrehung  der 
Schraube  iV  die  heisse  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  in 
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Verbindung  stehende  Kugel  der  Kante  oder  Fläche  des  Krystalles 
beliebig  nähern  und  auch  ohne  erhebliche  Reibung  mit  ihr  zur  Be- 
rührung bringen.  Die  Strahlung  der  Kugel  bewirkte  das  Hervor- 
treten der  Aktinoelektricität,  und  die  von  dieser  auf  die  Kugel  aus- 
geübte Vertheilungswirkung  konnte  durch  den  Ausschlag  des  Gold- 
blättchens gemessen  werden. 

Wenn  nun  bei  der  Annäherung  der  heissen  Kugel  oder  der 
Berührung  mit  ihr  an  der  aus  dem  Kupferfeilicht  hervorstehenden 
Kante  die  eine  Elektricität  erregt  wird,  so  muss  die  entgegengesetzte 
auf  das  Metallfeilicht  wirken.  Man  kann  auch  diese  letztere  nach- 
weisen, wenn  man  das  Kästchen  mit  Kupferfeilicht,  in  welches  der 
Krystall  eingesetzt  ist,  mittelst  Schellack  oder  Siegellack  isolirt  und 
durch  den  dünnen  Platindraht  W  mit  dem  Elektrometer  verbindet. 
Wird  die  erhitzte,  mit  der  Erde  in  Verbindung  bleibende  Kugel  der 
aus  dem  Metallfeilicht  hervorragenden  Kante  durch  Niederlassen  des 
Hebels  LL'  z.  B.  bis  zur  Berührung  genähert,  so  zeigt  das  Elektro- 
meter die  entgegengesetzte  Elektricität  von  derjenigen,  welche  auf 
der  hervorragenden  Kante  zuvor  mittelst  der  Kugel  beobachtet 
worden  war. 

Durch  die  im  Vorstehenden  beschriebenen  Verfahren  konnten  nun 
die  Gesetze  über  die  Entstehung  der  aktinoelektrischen  Spannungen 
festgestellt  werden. 


B.  Gesetze  der  aktinoelektrisohen  Vorgänge  auf  Bergkrystallen. 

a.    Einfache  Krystall e. 

Wenn  die  Strahlung  der  Sonne,  einer  Flamme  oder  eines  er- 
hitzten Körpers  einen  einfachen  Bergkrystall  durchdringt,  so  erscheinen 
gleichzeitig  auf  allen  sechs  Kanten  des  verticalen  Prismas  elektrische 
Pole;  und  es  ist  für  die  Entstehung  derselben  überhaupt  gleichgültig, 
in  welcher  Richtung  die  Strahlen  durch  den  Krystall  gehen;  sie  können 
selbst  parallel  mit  der  Hauptaxe,  also  senkrecht  zu  den  Nebenaxen 
des  Krystalles  gerichtet  sein.  Diese  sechs  elektrischen  Pole  sind 
abwechselnd  positiv  und  negativ,  so  dass  jede  Nebenaxe  an  dem 
einen  ihrer  Enden  einen  positiven,  an  dem  anderen  einen  negativen 
Pol  trägt,  und  zwar  stimmen  dieselben  in  Bezug  auf  die  Art  der  in 
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ihnen  auftretenden  ElektricitUt  mit  der  bei  der  Abkühlung  auf  den- 
selben Krystallen  entstehenden  thernioelektrischen  Spannung  übereio. 
Es  zeigen  also  beim  Eintritt  der  Strahlung  und  während  der  Dauer  der- 
selben diejenigen  drei  Kanten,  an  welchen  die  Rhomben-  oder  Trape- 
zocderflächen  auftreten,  oder  wenn  sie  vollständig  vorhanden  waren, 
auftreten  würden,  positive,  die  drei  anderen  aber  negative  Spannungen. 

Die  Intensität  der  elektrischen  Spannungen  erreicht  in  sehr  kurzer 
Zeit,   gewöhnlich   schon  in  30  bis  40  Secunden,    ihr  Maximum  und 
bleibt  auf  diesem  Maximum,    so   lange   die  Bestrahlung   in  gleicher 
Stiirke  anhält,  und  soweit  nicht  eine  andere  Erregung  von  entgegen- 
gesetzter  Polarität  eine   Schwächung   hervorbringt.     Man  kann  sich 
am  leichtesten  hiervon  überzeugen,  wenn   man  30  bis  40  Secunden  | 
nach  dem  Beginne  der  Bestrahlung  die  an  der  Kante  des  Krystalles  | 
stehende   und   mit   dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  verbundene  i 
kupferne  Kugel  zur  Erde  ableitet  und  darauf  wieder  isolirt.    Es  zeigt  | 
sich  bei  ungeänderter  Fortdauer  der  Strahlung  kein  neuer  Ausschlag   i 
nach  derselben  Seite  wie  zuvor;  es  tritt  vielmehr  aus  einer  sogleich 
zu  erörternden  Ursache  eine  sehr  langsame  Bewegung  des  Goldblatl-  ; 
chens  nach  der  entgegengesetzten  Seite  ein. 

Durch  die  Bestrahlung  wird   nämlich  auch  eine  geringe  Erwär- 
mung der  Masse  des  Krystalles   hervorgerufen.     Als  bei  Anwendung 
der  mittelst  des  Spiegels  concentrirten  Strahlung  zweier  dicht  hinter- 
einander befindlichen  Gasflammen  an  die  Stelle  der  kupfernen  Kugel 
die  1 0"'"'  im  Durchmesser  haltende  blanke  Kugel  eines  Thermometers 
gebracht  wurde,  stieg  das  Quecksilber  dieses  Instrumentes  in  35  Se- 
cunden   um  3^  C.     Nun    habe   ich    zuvor   erwähnt,    dass  die  aktino- 
elektrischc  Polarität,    welche    bei    der  Bestrahlung  auf  den  einzelnen 
Kanten    auftritt,    mit    derjenigen    thermoelektrischen     übereinstimmt, 
welche   eben    diese    Kanten   bei   der  Abkühlung    einnehmen;   sie  isl 
also  derjenigen,  welche  bei  der  Erwärmung  erzeugt  wird,  entgegen- 
gesetzt.    Durch   die   eben    erwähnte  Steigerung   der  Temperatur  de^ 
Krystalles   wird    folglich    eine   der  Aktinoelektricität   enlgegengeselzle 
Thermoelektricität  entwickell,  welche  entweder  den  Maximalausschlag, 
wenn  man  ihn  hat  fortbestehen  lassen,  etwas  vermindert,  oder  wenn 
man  durch  Ableitung  das  Goldblättchen  in  die  ursprüngliche  Ruhelage 
zurückgeführt    hat,    eine    langsame    Bewegung    desselben    nach   der 
entgeg(Migesetzten  Seite  veranlasst. 
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Es  möge  die  iMittheilung  einer  Beobachtung  genügen.    Die  Kante 
(1,2)  des  Krystalles  Nr.  1 2,  an  welcher  oben  und  unten  eine  Trape- 
2oederfl^che  liegt,  stand  an  der  kupfernen  Kugel  und  die  Strahlung  traf 
auf  die  Kante  (4,  5)  und  deren  Umgebung.    Die  Wirkung  der  Strahlung 
rief  eine  so  starke  positive  Aktinoelektricität  hervor,   dass  das  Gold- 
blättchen  schon    nach  wenigen  Secunden  aus  dem  Gesichtsfelde  des 
Mikroskopes  verschwand.     40  Secunden   nach  Beginn  der  Strahlung 
wurde   nun    die  kupferne  Kugel   abgeleitet.     Bei   ungeänderter  Fort- 
dauer der  Strahlung   bewegte   sich   das  Goldblättchen   in   negativem 
Sinoe,  jedoch  in  45  Secunden  nur  um  7  Skth.;  nach  einigen  Minuten 
betrug  der   negative  Ausschlag   erst  18  Skth.  u.  s.  w.     Als  nun  die 
Strahlung  aufgehoben  und  die  auf  der  Kugel  vorhandene  ElektricitUt 
abgeleitet   wurde,   ging   das   Goldblättchen    noch    ungefclhr  1   Minute 
lang  ein   wenig   nach   der   negativen  Seite   und   fing  dann  mit  dem 
Eintritt  der  Erkaltung  an,  sich  wieder  nach  der  positiven  zu  bewegen. 

Dieser  Gegensatz  zwischen  der  durch  die  Bestrahlung  erzeugten 
Aktinoelektricität  und  der  durch  Steigerung  der  Temperatur  entstan- 
denen Thermoelektricität  zeigt  sich  auch  sehr  deutlich  in  folgendem 
Vorgange:  Wenn  man  in  die  obere  Schale  des  kleinen,  neben  dem 
Elektrometer  befindlichen  eisernen  Ofens  B  Kupferfeilicht  bringt  und 
einen  Bergkrystall  gerade  so  in  dasselbe  einsetzt,  als  ob  man  eine 
Kante  auf  ihre  thermoelektrischen  Spannungen  untersuchen  wollte,  d.  h. 
nur  diese  Kante  und  die  sie  bildenden  Flächen  unbedeckt  lässt, 
so  treten  im  Anfange  der  Erhitzung  aktinoelektrische  Spannungen 
auf.  Ich  will  den  Vorgang  an  einem  speciellen  Falle  erläutern  und 
bemerke  nur  noch  zuvor,  dass,  um  die  elektrische  Spannung  der 
Milte  der  Kante  zu  messen,  das  untere  Ende  des  dickeren  Platin- 
clrahles  V,  welcher  diirch  den  Draht  W  mit  dem  Goldblättchen  des 
Elektrometers  verbunden  war,  dieser  Mitte  mittelst  der  Hebelvor- 
richlung  LU  genähert  wurde. 

Der  Krystall  Nr.  4  wurde  so  in  das  auf  dem  Ofen  befindliche 
Kupferfeilicht  eingesetzt,  dass  nur  die  Kante  (6,  1),  welche  keine 
Rhombenfläche  trägt,  nebst  dem  grössten  Theile  der  Flächen  6  und  1 
frei  blieb.  In  den  Ofen  wurde  eine  Alkohollampe  mit  kleiner  Flamme 
{gestellt  und  die  elektrische  Beschaffenheit  der  Mitte  der  Kante  in 
»ehr  kurzen  Zwischenzeiten  mittelst  Annäherung  des  Platindrahtes, 
vie  bei  den  thermoelektrischen  Untersuchungen  geprüft.    Sobald  nach 
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dem  Anzünden  der  Lampe  die  Erhöhung  der  Temperatur  bis  zu  den 
an  den  unteren  Theilen  des  Krystalles  anliegenden  Kupferfeilspahnen 
hindurch  gedrungen  war,  entstand  infolge  der  von  diesen  erhitzten 
Kupfertheilchen  in  den  Krystall  dringenden  Strahlung  eine  aktino- 
elektrische  Erregung;  bereits  eine  Minute  nach  dem  Anzünden  der 
Lampe  wurde  ein  Ausschlag  von  —  6  Skth.  beobachtet,  der  ziemlich 
rasch  bis  — 33  Skth.  stieg  und  dann  abnahm,  um  nach  und  nach 
in  den  dieser  Kante  bei  steigender  Teajperatur  entsprechenden  thermo- 
elektrischen  positiven  Ausschlag  überzugehen*). 


*)  Bei  meinen  früheren  im  i3.  Bd.  dieser  Abhandlungen  veröflenüicbten 
Untersuchungen  über  die  tliermoelektrischen  Eigenschaften  des  BergkryslaUes  habe 
ich  sämmtliche  Kryst^ilie  auf  dem  zuvor  bezeichneten  kleinen  Ofen  erhitzt  und  ihr 
elektrisches  Verhalten  auch  während  des  Stcigens  der  Temperatur  beobachtet.  Es 
könnte  daher  seltsam  erscheinen,  dass  von  mir  damals  die  aktinoelektrischen  Span- 
nungen auf  den  Bergkrystallco  nicht  bemerkt  worden  sind.  Dieselben  sind  nun 
aber  allerdings  von  mir  wahrgenommen  worden ;  ich  habe  indess  damals  die  beim 
Beginne  des  Erhitzens  auftretende  Polarität,  welche  der  bei  steigender  Temperatnr 
des  Krystalles  entstehenden  entgegengesetzt  ist,  also  mit  der  beim  Erkalten  sich 
zeigenden  übereinstimmt,  durch  das  Versuchsverfahren  veranlasst,  als  eine  Wirkung 
der  Erkaltung  betrachtet. 

Die  Oberfläche  mancher  Bergkrystalle  isolirt  nämlich  Öfter  sehr  mangelhaft 
infolge  der  Condensalion  von  Wasserdämpfen.  Ich  habe  daher  bei  den  früheren 
Beobachtungen  den  Bergkryslall  vor  dem  zur  genaueren  Ermittelung  seines  Ihermo- 
elektrischeii  Verhallens  beslinmiten  Versuche  stets  vorläuHg  auf  dem  kleinen  eisernen 
Ofen  in  Eisenfeilicht  eingehüllt  etwas  erhitzt  und  wieder  erkalten  lassen.  Beim 
Beginn  der  neuen  Erhitzung  trat  nun  eine  Polarität  auf,  wie  sie  der  vorhergehendeo 
Abkühlung  entsprach  und  ich  habe  daher  diese,  wie  zuvor  nachgewiesen,  altino- 
eleklrische  Erregung  noch  als  einen  Rest  der  von  jener  Abkühlung  herrührenden 
Thermoeleklricität  angesehen. 

Wie  wenig  bisweilen  die  Oberfläche  der  Bergkrystalle  isolirt,  möge  folgende 
Thatsache  beweisen.  Behufs  der  Untersuchung  der  Aktinoelektricität  hatte  ich  einen 
an  seinem  unteren  Ende  ziemlich  ebenen  Bergkrystall  in  verticaler  Stellung  mittelst 
arabischen  Gummis  auf  eine  Zinkplatte  aufgeklebt  und  die  eine  Kante  desselben 
an  die  mit  dem  Elektrometer  verbundene  kupferne  Kugel  herangerückt.  Sobald 
die  Kugel  isolirt  wurde,  zeigte  sich  im  Elektrometer  ein  langsam  wachsender 
positiver  Ausschlag,  dessen  Maximalwerlh  sogleich  auf  ein  vorhandenes  Element 
Kupfer-Zink-Wasser  schliesscn  Hess.  Es  blieb  jener  Ausschlag  aus,  wenn  die 
Kupferkugel  durch  eine  Zinkkugel  ersetzt  wurde,  oder  auch  wenn  der  Bergknstall 
einige  Grade  über  die  Temperatur  des  Zimmers  erwärmt  und  hierdurch  die  leitende 
Feuchtigkeitsschicht  von  seiner  Oberfläche  entfernt  wurde. 

Durch    die    mangelhafte    Isolation    der  Oberfläche    erklärt    es    sich,    wenn  bei 
Krystallen    von   der   Temperatur   des  Zimmers   je    nach    dem  Feuchtigkeitszustande 
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Beim  Beginn  der  Bestrahlung  eines  Bergkrystalles  mittelst  einer 
Gasflamme  bewegt  sich  das  Goldblättchen  rasch  vorwärts,  später 
langsamer,  um  in  30 — 40  Secunden  ein  Maximum  zu  erreichen.  Als 
z.  B.  die  Kante  (1,  2)  des  Krystalles  Nr.  12  an  der  kupfernen  Kugel 
stand  und  die  freie  Strahlung  einer  in  270""  von  der  genannten 
Kante  abstehenden  Gasflamme  (Schnittbrenner)  auf  die  gegenüber- 
liegende Seite  des  Krystalles  fiel,  wurden  nach  Verlauf  der  in  der 
ersten  Golumne  der  nachstehenden  Tabelle  verzeichneten  Anzahl  von 
Secunden  die  in  der  zweiten  Golumne  stehenden  Ausschläge  beobachtet. 


Beobachtete  Reducirte  Zuwachs 

Aussclil'cige  Ausschlage  in  5  Secunden 


< 

18,7 

Skth. 

+ 

9,8 

- 

+ 

6,0 

— 

+ 

3,0 

— 

+ 

2,0 

— 

+ 

1,5 

- 

Nach  Beginn  der 
Strahhmg  ver- 
flossen 

0  Secunden                0  Skth.                0      Skth. 

5  -  +19  -  +18,7  - 

10  -  +30  -  +28,5  - 

15  -  +36,5  -  +34,5  - 

20  -  +40,5  -  +37,5  - 

25  -  +43,5  -  +39,5  - 

30  -  +45,5  -  +41,0  - 

Die  Ausschläge  des  Goldblättchens  wachsen,  wenn  sie  etwas 
grösser  werden,  nicht  mehr  den  elektrischen  Spannungen  genau 
proportional.  Es  wurde  durch  besondere  Versuche  die  Abweichung 
von  der  Proportionalität  ermittelt,  und  die  dritte  Golumne  enthält 
die  Werthe,   welche  den  elektrischen  Spannungen  proportional  sind. 

Dass  die  Zuwachse  in  gleichem  Zeiträume  mit  der  Dauer  der 
Bestrahlung  abnehmen,  lässt  sich  auch  auf  die  Weise  zeigen,  dass 
man  die  kupferne  Kugel  erst  5,  10,  15  See.  u.  s.  f.  nach  Beginn  der 
Bestrahlung  isolirt.  In  einem  solchen  Versuche;  wo  die  Kante  (1 ,  2) 
des  Krystalles  Nr.  12  von  einer  in  270""  Abstände  befindlichen  Gas- 
flamme bestrahlt  wurde,  entstanden  die  in  der  zweiten  Golumne 
aufgeführten  Ausschläge,  wenn  nach  dem  Beginn  der  Bestrahlung  die 


der  Luft  gleiche  Bestrahlungen  derselben  Kanten  zu  verschiedenen  Zeilen  etwas 
verschiedene  aklinoelektrischc  Spannungen  hervorrufen ;  durch  geringe  Erwärmungen 
wird  infolge  besserer  Isolirung  der  Oberfläche  eine  grössere  Spannung  ermöglicht. 
Ebenso  erklärt  sich  hierdurch  die  Beobachtung,  dass  sehr  häufig  eine  zweite 
Bestrahlung  einen  etwas  höheren  Werth  giebt  als  die"  erste,  infolge  deren  eben  der 
Krystall  etwas  erwärmt  worden. 


514  W.  G.  Hankkl,  [58 

Isolirung   der   kupfernen  Kugel    erst   nach  Verlauf  der  in  der  ersten 
Golumne  angegebenem  Zahl  von  Secunden  eintrat. 

Isolirung  Beobachlele  Corrigirte 

trat  ein  nach  Ausschlägo  Ausschläge 

0  Secunden        +44      Skth.        +40      Skth. 
5  -  +30         -  +28,5      - 

10  -  +14,5      -  +14,5      - 

15         -  +11  -  +11 

etc.  etc.  etc. 

Erhält  man  die  Intensität  der  Strahlung  unverändert,  so  bleibt, 
wie  schon  hervorgehoben,  die  Aktinoelcktricität  auf  ihrem  Maximum. 
Wird  dabei  die  an  der  Kante  des  Krystallcs  stehende  kupferne  Kugel 
abgeleitet,  so  kehrt  das  Goldblättchen  in  seine  Ruhelage  zurück  und 
geht  nach  wiederhergestellter  Isolirung  infolge  der  entstehenden 
Thermoelektricität  langsam  in  geringem  Grade  nach  der  entgegen- 
gesetzten Seite.  Hebt  man  unmittelbar  nach  wiedererfolgter  Isolirung 
der  Kugel  die  Strahlung  auf,  so  verschwindet  die  im  Krystall  erregle 
Aklinoelektricität ;  es  wird  die  durch  ihre  Einwirkung  auf  der  kupfernen 
Kugel  gebundene  Elektricität  frei  und  treibt  das  Goldblättchen  nach 
der  entgegengesetzten  Seite. 

Ebenso  wie  die  Intensität  der  Aktinoelektricität  innerhalb  eines 
Zeilraumes  von  30 — 40  Secunden  nach  dem  Anzünden  der  Flamme 
ein  Maximum  erreichte,  ebenso  steigt  auch  nach  dem  Auslöschen 
der  Flamme  innerhalb  eines  gleichen  Zeitintervalles  der  Ausschlag 
nach  der  cnlgegengcsetzten  Seile  auf  ein  Maximum,  d.  h.  inner- 
halb dieses  Zeitintervalles  sind  die  aktinoelektrischen  Schwingungen 
wieder  verschwunden.  Leitet  man  die  Kugel,  wenn  die  durch  die 
Strahlung  erzeugte  elektrische  Spannung  ihr  Maximum  erreicht  hat, 
nicht  ab,  so  kehrl,  abgesehen  von  der  schwachen  thermoelektrischen 
Erregung,  nach  dem  Auslöschen  der  F'lamme  das  Goldblättchen  inner- 
halb des  obigen  Zeitintervalles  zur  Ruhelage  zurück. 

Der  Vorgang  beim  Verschwinden  der  Aktinoelektricität  entspricht 
in  seinem  Verlaufe  dem  beim  Entstehen.  Das  Anwachsen  der  elek- 
trischen Spannung  ist  gleich  nach  dem  Beginn  der  Bestrahlung 
stärker,  später  mit  der  Annäherung  an  das  Maximum  immer  geringer; 
ebenso  erfolgt  das  Verschwinden  erst  rascher,  dann  gegen  das  Ende 
inmier  langsamer.     Beide  Vorgänge  folgen  demselben  Gesetze. 
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Als  die  kupferne  Kugel  an  der  Kante  (1,  2)  des  Krystalles  Nr.  12 
id  und  die  durch  eine  in  270"""  Entfernung  stehende  Flamme  erzeugte 
inoelektricität  ihr  Maximum  erreicht  hatte,  wurde  die  Kugel  abge- 
bt, wieder  isolirt  und  dann  die  Flamme  ausgelöscht.  Die  Beobachtung 
ab  zu  den  in  der  ersten  Columne  stehenden  Zeiten  die  in  der 
üilen  verzeichneten  Ausschläge.  Die  dritte  Columne  enthält  die 
ucirten  Ausschläge,  wie  sie  eintreten  würden,  wenn  dieselben  den 
ktrischen  Spannungen  genau  proportional  wären.  Die  vierte  Columne 
bl  den  Zuwachs  in  je  5  Secunden. 

Nach  dem 


uslöschen  der 
mtne  verflossen 

Beobachtete 
Ausschläge 

Reducirte 
Ausschläge 

Zuwaclis 
in  je   5  Secunden 

0  Secunden 
5 

0 
19,0 

Skth. 

0 

18,5 

Skth. 

18,5  Skth. 

10 

27,0 

— 

26,0 

— 

—    7,0      - 

n 

a 

33,0 

— 

31,0 

- 

—    o,ü      - 

!0 

—  39,0 

— 

36,0 

— 

—    0,0      - 

!5 

41,0 

— 

38,0 

- 

—    2,0      - 

(0 

15'      - 

44,0 
—  45,0 

- 

40,0 
41,0 

— 

—  2,0      - 

-  1,0      - 

Ebenso  wie  beim  Anwachsen  lässt  sich  auch  beim  Verschwinden 
r  zuerst  raschere,  späler  langsamere  Verlauf  nachweisen,  wenn 
in  die  kupferne  Kugel  nicht  bereits  im  Momente  des  Auslöschens 
r  Flamme  isolirt,  sondern  diese  Isolirung  erst  5,  1 0  u.  s.  f.  Secunden 
äler  bewirkt. 

Die  zuvor  beschriebene  Form  des  Anwachsens  der  Aktinoelek- 
cilät  infolge  einer  eingetretenen  Bestrahlung  weist  auf  einen  zu 
erwindenden  Widerstand  hin,  welcher  durch  die  erforderliche  Be- 
3iligung  der  materiellen  Moleküle  an  den  elektrischen  Schwingungen 
ranlasst  wird.  Dieser  Widersland  wird  um  so  grösser,  je  schneller 
i  Schwingungen  werden  und  kann  durch  eine  gegebene  Bestrah- 
igsintensität  nur  bis  zu  einer  gewissen  Höhe  überwunden  werden, 
uert  die  Strahlung  fort,  so  bleibt  die  aktinoelektrische  Spannung 
r  gleicher  Höhe,  und  die  fortwährend  zur  Erhaltung  der  elektrischen 
bwingungen  in  unveränderter  Stärke  verwendete  Arbeit  der  Wärme- 
ahlung  setzt  sich  in  eine  Erhöhung  der  Temperatur  der  Moleküle  um. 

Dieser  Widerstand  der  materiellen  Moleküle  folgt  auch  aus  dem 
ort  nach  dem  Aufhören  der  Strahlung  beginnenden  Abnehmen  der 
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aktinociektrischen  Schwingungen;  der  Verlauf  dieser  Abnahme  bewekl 
ebenfalls  wieder,  dass  der  Widerstand  bei  grösserer  Geschwindigkeit 
der   kreisförmigen    Schwingungsbewegungen   stärker    ist,    indem  die 
Schwingungen,  wie  oben  gezeigt,  nach  dem  Auslöschen  der  FlamiDe 
anfangs  rascher,  später  langsamer  abnehmen. 

Da  das  Maximum  der  Aktinoelektricität  von  der  Stärke  der 
Bestrahlung  abhängt,  so  muss  jedes  Schwanken  in  der  Intensität  der 
letzteren  eine  entsprechende  Veränderung  in  dem  Ausschlage  des 
Goldblättchens  zur  Folge  haben. 

Das  Maximum  der  aktinoelektrischen  Spannung  ist  nun,  wenigstens 
bei  schwachen  Einwirkungen,  der  Intensität  der  Bestrahlung  direct 
proportional,  wie  sich  aus  folgenden  Beobachtungen  ergiebt.  j 

Die  Kante  (1,  2)  des  Krystalles  Nr.  12  stand  an  der  mit  dem  { 
Goldblättchen  verbundenen  kupfernen  Kugel;  der  Kante  (4,  5)  gegen- 
über war  eine  Gasflamme  aufgestellt.  Als  sich  die  Flamme  in 
1 1 8""  Abstand  von  der  kupfernen  Kugel  befand ,  zeigte  sich  ein 
Ausschlag  von  +i1  Skth.*);  wurde  die  Flamme  auf  166™  entfernt, 
so  betrug  der  Ausschlag  -f-  ^0,3  Skth.,  und  als  ihre  Entfernung  aof 
214""  vergrössert  war,  nur  noch  12  Skth.     Nun  verhält  sich 

166':  118'  =  41  :20,7 
und  21 4^  118'  =  41  :  12,5. 

Die  aktinoelektrischen  Spannungen  verhalten  sich  also  umgekehrt 
wie  die  Quadrate  der  Abstände  der  Flammen  oder  wie  die  auf  den 
Krystall  fallende  Intensität  der  Strahlung. 

Es  wurden  ferner  anstatt  eines,  zwei  Gasbrenner  in  gleichen 
Abständen  von  der  Kante  des  Krystalles  nebeneinander  gestellt,  so 
dass  nach  Belieben  nur  der  eine  oder  der  andere  oder  beide  ange- 
zündet werden  konnten.  Die  eine  Flamme  erzeugte  einen  Ausschlag 
von  11,5  Skth.,  die  andere  von  10  Skth.;  beide  zusammen  gaben 
dagegen  22,5  Skth. 

Bei  den  vorstehenden  Versuchen  berührte  die  kupferne  Kugel 
mit  ihrem  vordersten  Punkte  die  Kante  des  Krystalles.  Wird  die 
Kugel  von  der  Kante  mehr  und  mehr  entfernt,  so  nehmen  die  Aus- 
schläge ah.  In  der  folgenden  Beobachtungsreihe  berührte  die  kupferne 
Kugel  zuerst  die  Kante  (1,  2)  des  Krystalles  Nr.  12  und  wurde  dann 


*)   Das  Elektrometer  war  absichtlich  weniger  empfiDdlich  gemacht  als  sonst. 


Abstand  der  Kugel  von 
der  Kante 
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allm^hlig  von  dieser  entfernt.  Der  Abstand  zwischen  dem  vordersten 
Punkte  der  Kugel  und  der  Kante  (1,  2)  Hess  sich  aber  nur  angenähert 
messen.  Die  zur  Bestrahlung  dienende  Flamme  blieb  unverändert 
in  200™"  Abstand  von  der  Kante  (1,2);  die  Empfindlichkeit  des 
Elektrometers  war  höher  als  gewöhnlich  gewählt. 

Ausschlag  des  Gold- 

bläUchens  im  Eleklro- 

meter 

0  +83,0 

2  +44,5 

4  +27,5 

6  +19,5 

8  +17,0 

10  +14,5 

13  +10,0 

32  +    4,7 

Der  Ausschlag  des  BlUttchens  wird  durch  Entfernen  der  kupfernen 
Kugel  nicht  blos  geringer,  weil  ihr  Abstand  von  der  positiven  Kante 
(1,  2)  sich  vergrössert,  sondern  auch  durch  den  Umstand,  dass  dabei 
ihr  Abstand  von  den  benachbarten  negativen  Kanten  (6,  1)  und  (2,  3) 
in  geringerem  Verhältnisse  wächst  als  von  der  Kante  (1,  2). 

Im  Allgemeinen  hUngt  bei  sonst  gleicher  BeschaiTenheit  der  ein- 
fachen Bergkrystalle  die  Stärke  der  auf  den  Kanten  auftretenden 
Aktinoelektricität  ausser  von  der  Intensität  der  Strahlung  auch  von 
der  Grösse  der  Krystalle  ab,  so  dass  Krystalle  mit  grösserem  Quer- 
schnitte eine  höhere  elektrische  Spannung  zeigen,  als  kleinere  Krystalle. 
Es  wirken  ja  dann  eine  grössere  Anzahl  Schwingungen  oder  polar- 
elektrisch gewordener  Moleküle  auf  die  kupferne  Kugel  ein  und 
ausserdem  ist  die  Vertheilungswirkung  der  entgegengesetzten  Polarität 
auf  den  beiden  seitlich  liegenden  Kanten  durch  die  grössere  Ent- 
fernung derselben  von  der  Kugel  geschwächt. 

Es  liegt  wohl  die  Frage  nahe,  ob  die  Erregung  der  Aklino- 
elektricität  von  der  Temperatur  des  bestrahlten  Bergkrystalles  al)- 
hängig  ist.  Entscheidende  Versuche  hierüber  waren  durch  die  mannig- 
fachen Störungen,  welche  die  auf  das  Gehäuse  des  Thermometers 
wirkenden  und  die  Ruhelage  des  Goldblättchens  verändernden  Wärme- 
einflüsse  hervorriefen,  mit  unüberwindlichen  Schwierigkeiten  verbunden. 
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Es  schien  jedoch,  als  ob  eine  Temperaturerhöhung  des  Krystalles 
bis  70^  die  Erregung  der  Aktinoelektricität  durch  die  Strahhing  der 
Flamme  in  erheblicher  Weise  nicht  veränderte. 

Es  ist  schon  früher  erwähnt  worden,  dass  die  Erregung  der 
AktinoelektricitiU  durch  die  Wärmestrahlen,  namentlich  durch  die 
rothen  und  jenseits  des  Roth  gelegenen  Strahlen  mit  grossen  Wellen- 
längen erfolgt.  Zum  Nachweise  dieses  Ausspruches  mögen  folgende 
Angaben  dienen. 

Von  der  Wärmestrahlung  einer  Gasflamme  gingen,  wenn  der 
Betrag  derselben  durch  die  von  ihr  hervorgerufene  aktinoelektrische 
Spannung  gemessen  wird,  durch  ein  tiefdunkelviolettes  Glas  und 
ebenso  durch  ein  mit  Kupferoxydul  gefärbtes  rothes  Glas  34  pCl., 
durch  eine  farblose  Glasplatte  25  pCt.,  durch  ein  nicht  sehr  tief  ge- 
färbtes grünes  Glas  23  pGt.  und  durch  ein  dunkelblaues  Kobalt- 
glas 1 6  pCt. 

Als  die  Strahlung  einer  solchen  Gasflamme  mittelst  der  Melloni- 
sehen  Säule  untersucht  wurde,  liessen  die  zuvor  bezeichneten  GlJI>er 
folgende  procentische  Mengen  durch: 

Tiefdunkelviolettes  Glas  53  pCt. 
Rothes  Glas  53  pCt. 

Farbloses  Glas  36  pCt. 

Dunkelgrünes  Glas  31  pCt. 

Dunkelblaues  Kobaltglas  27  pCt. 

Die  Reihenfolge  der  verschiedenen  Gläser  in  Betrefl"  ihrer  Fähig- 
keit, die  wirksamen  Strahlen  durchzulassen,  ist  für  die  aktinoelek- 
trischen  Strahlen  dieselbe  wie  für  die  auf  die  Thermosäule  wirken- 
den; merkwürdig  ist  aber,  dass  die  aktinoelektrische  Wirkung  diircli 
die  Einschaltung  der  Gläser  in  stärkerem  Maasse  geschwächt  wunle. 
als  die  vom  Russ  der  Thermosäule  aufgenommene.  Die  aklinoelek- 
trischen  Wirkungen  sind  nur  ungefähr  l  so  gross,  als  die  auf  di^ 
l'hcrmosäulc  ausgeübten. 

Als  eine  parallelepipedischc  mit  Schwefelkohlenstofl"  gefüllte  Glas- 
flasche, deren  äussere  breitere  Seiten  io™""  von  einander  abstanden, 
in  den  Weg  der  Strahlen  des  Gaslichtes  gestellt  wurde,  betrug  di^ 
aktinoelektrische  Spannung  20  pCt.  von  der  dun^h  die  freie  Slraldunii 
bewirkten.     Eben  so  gross    war   die  Wirkung,   wenn   ein  durcb  loA 
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tiefdunkelroth  gefärbter  Schwefelkohlenstoff  angewandt  wurde.  Durch 
Wasser  und  Alaunlösung  gingen  ungefähr  8  pCt.  hindurch. 

Bei  Messung  der  von  der  Gasflamme  ausgehenden  Strahlung 
durch  die  Thermosäule  liess  der  farblose  und  der  mit  JckI  gi^Hirbte 
ScbNvefelkohlenstoff  37  pCt.,  Wasser  1 4  pCt.  und  Alaunl(>sung  1 3  plU. 
hindurch. 

Die  Flamme  des  Wasserstoffes  zeigte  ungeßihr  dieselben  Wir- 
kungen wie  die  Gasflamme.  Eine  genaue  Messung  sowohl  der  freien 
Strahlung  als  auch  der  durch  farbige  Glaser  und  Flüssigkeiten  hin- 
durch gelassenen  war  jedoch  nicht  möglich,  da  sich  die  Wassersloff- 
flamme  nicht  constant  erhalten  liess. 

Das  elektrische  Kohlenlicht  erzeugte  nicht  so  starke  aktinoolek- 
Irische  Spannungen,  als  man  wohl  erwarten  möchte.  Dasselbe  wurde 
durch  eine  dynamoelektrische  Maschine  (System  Hefener  von  Alteneck) 
erzeugt  und  besass  eine  Helligkeit  von  4000  Normalkerzen,  oder  die 
mehr  als  200  fache  Intensität  einer  Gasflamme.  Als  dasselbe  in 
400"™  Abstand  den  Krystall  Nr.  1 2  bestrahlte  und  die  kupferne  Kugel 
in  der  Mitte  der  Kante  (1,  2)  stand,  gab  das  in  seiner  Emplind- 
lichkeit  absichtlich  geschwächte  Elektrometer  einen  Ausschlaft  von 
27  Skalentheilen.  Wurde  dann  an  die  Stelle  der  Kohlenspitzen  eine 
Gasflamme  (Schnittbrenner)  gebracht,  so  rief  dieselbe  einen  Aus- 
schlag von  4  Skth.  hervor.  Es  war  also  die  Wirkung  des  Kohlen- 
lichtes nur  ungefähr  7  Mal  stärker  als  die  der  einfachen  Gasflamme. 
Als  die  obengenannten  Gläser  eingeschaltet  wurden,  erschien  die 
Schwächung  der  Strahlung  aber  geringer  als  bei  der  Gasflamme. 

Wie  schon  oben  S.  461  erwähnt,  wurden  die  ersten  Versuche 
über  die  Erregung  der  Aktinoelektricität  in  den  Bergkrystallen  mittelst 
des  durch  einen  Spiegel  concentrirten  Sonnenlichtes  ausgeführt;  es 
soll  daher  jetzt  die  Wirkung  der  direkten  Strahlen  der  Sonne  mit 
der  einer  gewöhnlichen  Gasflamme  verglichen  werden.  Als  die 
Flamme  eines  einfachen  Schnittbrenners  270™"  von  der  Kante  (1,  2) 
des  Krystalles  Nr.  12  entfernt  stand,  erzeugte  sie  bei  einer  bestimmten 
Empfindlichkeit  des  Elektrometers  einen  Ausschlag  von  19,5  Skth. 
IVurde  nun  der  Krystall,  während  die  Kugel  wieder  an  derselben 
Stelle  der  Kante  (1,  2)  stand,  der  freien  Strahlung  der  Sonne  aus- 
gesetzt :30.  Mai  Mittags),   so  entstand  ein  Ausschlag  von  23,8  Skth. 

Da  die  aktinoelektrische  Spannung  vorzugsweise  durch  die  dunklen 
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Wärmesirahlen    erzeugt    wird,    so    Hess   sich    eine   solche    Wirkung 
auch,  wie   schon   oben  S.  508   angedeutet,   von   einem  mit  heissem 
Wasser  gefüllten   Würfel    erwarten.     Als    die    berusste    Seile   eines 
Würfels  von  100""  Seile  von  der  Kante  (4,  5)  des  Krystalles  Nr.12 
um  20""  abstand  und  die  kupferne  Kugel  die  Mitte  der  gegenüber- 
liegenden Kante  (1,  2)  berührte*),  so  gab  bei  einer  Temperatur  des 
Wassers  im   Würfel   von    50^  C.   das  Elektrometer   einen  Ausschlag    ] 
von  26  Skth.;  derselbe  sank  auf  4  Skth.,  wenn  anstatt  der  berussten    | 
eine  blanke  Seite  derselben  Kante  gegenübergestellt  wurde. 

Schliesslich  mögen  hier  noch  einige  nach  dem  letzten  S.  508 
beschriebenen  Verfahren  ausgeführte  Beobachtungen  eine  Stelle  finden, 
um  zu  zeigen,  welche  geringen  Strahlungen  erforderlich  sind,  um 
schon  merkbare  aktinoelektrische  Spannungen  auf  den  Bergkrystallen 
hervorzurufen. 

Der  Krystall  Nr.  12  war  so  in  Kupferfei  licht  eingehüllt,  dass 
nur  die  Kante  (1,  2)  und  die  sie  umgebenden  Flächenstücke  aus 
demselben  hervorragten.  Das  kupferne  Kästchen,  welches  den  Kry- 
stall enthielt,  wurde  neben  das  Elektrometer  auf  den  kleinen  Ofen  B 
gestellt,  eine  Messingkugel  von  22,5""  Durchmesser  an  den  dickeren 
Platindraht  V  des  Hebelarmes  LL'  befestigt  und  mittelst  des  Hebels 
der  Kante  (1,  2)  dieses  Krystalles  genähert  oder  ohne  erhebliche 
Reibung  auf  dieselbe  aufgelegt. 

Hatte  die  Kugel  nahe  dieselbe  Temperatur  wie  der  Krystall  (20*^0), 
so  entstand  beim  Annähern  ein  Ausschlag  von  -|-  1  Skth.,  beim  Auf- 
leimen ging  derselbe  in  —  1  über.  Als  dagegen  die  Kugel  eine 
Temperatur  von  ungeRihr  80^  besass,  erzeugte  das  Annähern  einen 
Ausschlag,  der  innerhalb  20  bis  30  Secunden  sein  Maximum  -}-  ^2  Sklh. 
erreichte  und  bis  -f-  23  stieg,  als  die  Kugel  bis  zur  Berührung  mit 
der  Kante  niedergelassen  wurde. 

Nun  wurde  die  Kugel  mit  der  Erde  in  Verbindung  gesetzt  und 
sofort  wieder  isolirt.  Während  die  Kugel  ruhig  auf  der  Kante  lag, 
entstand  jetzt  ein  negativer  Ausschlag,  der  nach  4  Minuten  —  3,  nach 
1  Minute  — 6,  nach  1 J  Minute  — 9  Skth.  u.  s.  w.  betrug;  er  war  di^ 
Folge   der   durch   die   Erwärmung   der  Kante   entstehenden  Thermo- 


*)    Der  Abstand  der  berussten  WürfellVache  von  der  Kugel  betrug  61°"°,  «i^ 
der  Durchmesser  des  Krvstalles   44™"*  niass. 
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e\ektriciiät.  Am  Ende  des  Versuches  betrug  die  Temperatur  der 
Kugel  höchstens  noch  40®  C.*). 

In  einer  anderen  Versuchsreihe  war  die  Temperatur  des  Krystalles 
2f  C.  Als  die  Temperatur  der  Kugel  ungefähr  50®  C.  betrug,  ent- 
stand beim  Annähern  an  die  zuvor  benutzte  Kante  ein  Ausschlag 
von  4"  5»  der  beim  Auflegen  auf  die  Kante  bis  -f- 1 6  stieg.  Hatte  die 
Kugel  nur  die  Temperatur  von  ungefähr  34®,  so  entstand  beim  Annähern 
ein  Ausschlag  von  2,5  Skth.,  und  beim  Auflegen  auf  die  Kante  von 
4-9  Skth.  War  die  Temperatur  der  Kugel  auf  28®  C.  gesunken,  so 
betrug  der  Ausschlag  beim  Annähern  -|-  ^ »  beim  Auflegen  -|"  ^  Skth. 
In  diesem  letzten  Falle  zeigte  also  die  Kugel  nur  eine  7®  C.  höhere 
Temperatur  als  die  Kante  des  Krystalles. 

Nach   der  im  Vorstehenden   gegebenen   allgemeinen  Darstellung 


*)  Im  Jahre  4  880  halle  Herr  Ch.  Friedel  (siehe  die  Anmerkung  auf  S.  483) 
\ersuche  über  die  Thermoelektriciläl  der  Krystalle  in  der  Welse  angestelll,  dass 
er  eine  roelallenc  Halbkugel,  welche  durch  einen  Draht  mit  der  Nadel  eines 
durch  Branly  etwas  abgeänderten  T h o m s o n'schen  Elektrometers  verbunden 
war,  in  heissem  Wasser  erwärmte  und  auf  den  Krystall  legte.  Wird  dieses  Ver- 
fahren z.  B.  auf  den  Turmalin  angewandt,  so  zeigt  das  Ende  der  Hauptaxe,  auf 
welches  die  heisse  Halbkugel  gelegt  wird,  eine  elektrische  Spannung,  welche  der 
Erwärmung  der  Masse  des  Turmallns  entspricht. 

Ganz  anderes  gestaltet  sich  nun  aber  der  Vorgang,  wenn  die  heisse  Kugel 
auf  die  Kante  eines  Bergkrystalles  gelegt  wird.  Hier  tritt,  wie  wir  oben  gesehen 
haben,  zuerst  eine  andere  Erscheinung,  die  Aktinoelektricität,  und  zwar  in  erheb- 
licher und  ziemlich  rasch  ein  Maximum  erreichender  Stärke  auf.  Erst  später  beginnt 
der  Einfluss  der  Erwärmung  sich  geltend  zu  machen  und  bewirkt  eine  langsame 
Bewegung  des  Goldblättchens  nach  der  entgegengesetzten  Seite,  oder,  wenn  die 
^noelektrische  Spannung  nicht  abgeleitet  ist,  ein  Abnehmen  dos  Ausschlages. 
Wahrend  in  dem  oben  angeführten  Versuche  infolge  der  entstandenen  Aktinoelek- 
tricität das  Goldblättchen  in  höchstens  30  Seounden  eine  Ablenkung  von  4-23  SkUi. 
aus  der  Ruhelage  zeigte,  betrug  infolge  der  Thermoelektricität  der  negative  Aus- 
schlag in  ^  Minute  nur  —  3  Skth. 

Herr  Friedel  hat  bei  seinen  Versuchen  nur  den  ersten  starken  Ausschlag, 
welcher  von  der  Aktinoelektricität  herrührt,  beobachtet,  die  bei  fortdauernder  Be- 
rührung der  Kante  durch  die  heisse  Kugel  aber  entstehende  Abnahme  desselben, 
(>der  den  entgegengesetzten  Ausschlag,  welcher  nach  einer  Entladung  der  Kugel 
sich  zeigt  und  allein  der  Thermoelektricität  angehört,  nicht  wahrgenommen.  Indem 
DunHerr  Friedel  die  aktinoelektrische  Spannung  für  die  bei  steigender  Temperatur 
entstehende  thermoelektrischc  nahm ,  mussten  seine  Angaben  über  die  Lage  der 
positiven  und  negativen  thermoelektrischen  Pole  gerade  der  thatsächlich  auftretenden 
Ihermoelektnschen  Polarität  entgegengesetzt  lauten. 

^t»1uQdl.  d.  K.  S.  Oesellsch.  d.  Wissensch.  XX.  3$ 
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der   aktinoelektrischen   Vorgänge   bleibt   in   Bezug   auf  die  einzelnen 
einfachen  Krystalle   nur  wenig  hinzuzufügen.     Von   allen  Krystalleo, 
mit  Ausnahme    von    Ni*.  2,    3    und  5,    welche   infolge  der   geringen 
Lunge    ihrer    Nebenaxe    zu    aktinoelektrischen    Untersuchungen   sich 
nicht  eigneten,  sind  neben  den  auf  die  Thermoelektricität  bezüglichen 
Abbildungen  unter  dem  Buchstaben  C  die  durch  die  Mitte  derselben 
gelegten  Querschnitte  gezeichnet  und  in  die  Eckpunkte  der  Sechsecke 
die  ungcPcihr  in  der  Mitte  der  betrefl'enden  Kante  gemachten  aktino- 
elektrischen Messungen   eingetragen   worden.     Bei  diesen  Messungen 
wurden  die  Strahlen  zweier  dicht  hintereinander  gestellten  Gasflammen 
(gewöhnliche  Schnittbrenner)  durch    den   oben  S.  504  beschriebenen 
Hohlspiegel  auf  den  Krystall  geworfen,  während  die  mit  dem  Elektro- 
meter verbundene  kupferne  Kugel    nahe  in   der  Mitte  der  Höhe  die 
zu    prüfende  Kante   berührte.     Es  sind  indess  die  auf  den  verschie- 
denen Krystallen  gefundenen  Werthe  nicht  streng  vergleichbar.    Wenn 
auch  die  EmpGudlichkeit  des  Elektrometers  auf  ziemlich  gleicher  Höhe 
erhalten  wurde,  so  änderte  sich  mit  dem  im  Laufe  des  Tages  wech- 
selnden Gasdrucke  die  Grösse  der  Flamme  und  ausserdem  hatte  der 
Spiegel    für    die   verschiedenen  Krystalle  nicht  völlig  genau  dieselbe 
Stellung.     Dagegen   sind  die  auf  demselben  Individuum  ausgeführten 
Messungen    in  Bezug   auf  die  vorher  erwähnten  Umstände  im  Allge- 
meinen  vergleichbar;    es  können   aber  auch  auf  einem  durchaus  ho- 
mogenen   Krystalle    an    einzelnen    Kanten    Abw^eichungen    eintreten, 
wenn  die  Grössen  der  Nebenaxen  ungleich  sind  und  wenn  die  Lungen 
der  Kanten    durch    ungleiche  Ausbildung   der   Pyramidenflächen  sehr 
von  einander  verschieden  sind.     Auch    durch   die  Beschaffenheit  dor 
Oberflächen  der  Prismenflächen  können  Abweichungen  hervorgenifon 
werden.    Wenn  z.  B.  die  direct  von  der  Strahlung  getroflenen  Flächen 
matt  oder  mit  feinem  Staube  bedeckt  sind,  so  wird  die  in  den  Kry- 
stall   eindringende    und    auf  die   hintere   an   die   kupferne  Kugel  an- 
liegende Kante  gelangende  Wärmestrahlung  geschwächt  werden  und 
also  die  Aktinoolektricität   in  geringerer  Stärke  erscheinen.    Schliess- 
lich   können   auch    kleine    um    180"  gedrehte,    sonst  nicht  weiter  er- 
kennbare Theile  in  manchen  Krystallen  vorhanden  sein,  die  zwar  die 
regelmässige  Vertheilung  der  Polaritäten  unter  die  sechs  Kanten  noch 
nicht   stören,    wohl    aber    schwächend  auf  die  Elektricität  der  ihnen 
benachbarten  Kanten  einwirken. 
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Auf  dem  Krystalle  Nr.  1  ist  an  der  Kante  (1,  2)  die  beim  Er- 
kalten auftretende  thermoelektrische  Zone  etwas  verschoben,  so  dass 
diese  Kante  (Taf.  1,  Fig.  1  ß,)  eine  schwache  negative  Spannung  an- 
statt der  positiven  zeigt.  Bei  der  Bestrahlung  erscheint  aber  auf 
dieser  Kante  nicht  die  negative,  sondern  die  normale  positive  Elek- 
tricit^t;  (eben  so  tritt  daselbst  beim  Druck  S.  542  die  normale 
aegative  auf).  Auch  die  Mitte  der  Kante  (2,  3)  des  Krystalles 
Nr.  6  giebt  bei  der  Bestrahlung  noch  die  normale  negative  Spannung 
(Fig.  6  C),  während  bei  der  Abkühlung  dieselbe  an  dieser  Stelle 
bereits  durch  die  positive  verdrängt  wird. 

Nachdem    im    Vorstehenden    die    auf  den    Kauten    auftretenden 

Vorgänge  beschrieben  sind,  will  ich  für  die  einfachen  Krystalle  auch 

Wenigstens   ein  Beispiel    der   aktinoelektrischen   Spannungen  auf  den 

'^ismenflächen  mittheilen.     Die  Fläche  1  des  Krystalles  Nr.  12  stand 

"^m   Spiegel  gegenüber,  die  auf  ihr  durch  die  Strahlung  zweier  Gas- 

"äiDnien   erzeugte   Elektricität   wurde    in    der  S.  506    beschriebenen 

*^eise   mittelst   des  Taf.  IV,  Fig.  V  abgebildeten  Drahtes  abcde  ge- 

ö^essen.      Die    beobachteten   Werthe   sind   auf  der   neben   Fig.  12  C 

gezeichneten  Linie  a/5,    welche   den  Durchschnitt   einer   horizontaleii 

Ebeiae  durch  die  Mitte  der  Fläche  1   darstellt,  aufgeführt. 

Ahnlich    verhielt   sich   auch    die    über  dieser  Fläche  1    liegende 

grcisse  Pyramidenlläche ;  die  nach  der  Kante  (6,  1)  hinliegenden  Theile 

z^^gten  negative,  die  der  Kante  (1,2)  benachbarten  positive  Elektricitäl. 

ßi^  beobachteten  Ausschläge  waren  schwächer  als  auf  der  Prismenfläche. 


b.    Zusammengetzte  Krystalle. 

Krystall  Nr.  14.  Dieser  Krystall  (vergl.  S.  491)  enthält  in 
seiner  oberen  Hälfte  ein  um  180^  gedrehtes  Stück,  infolge  dessen 
die  obere  Hälfte  der  Kante  (1,  2)  thermoelektrisch  negativ  erscheint 
(Fig.  14  D),  Genau  in  gleicher  Weise  wie  die  thermoelektrischen 
sind  nun  die  aktinoelektrischen  Spannungen  vertheilt. 

Fig.  1 4  C  stellt  einen  Querschnitt  durch  diesen  Krystall  ^  vom 
oberen  und  Fig.  14  6"  einen  solchen  ^  vom  unteren  Ende  dar.  In 
diese  beiden  Zeichnungen  sind  die  aktinoelektrischen  Spannungen 
eingetragen,  welche  beobachtet  wurden,  als  bei  Anwendung  des 
S.  504  beschriebenen  Verfahrens   die   kupferne  Kugel    an   den    Eck- 
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punkten  dieser  Querschnitte  stand.  Während  nun  der  Querschnill 
durch  die  untere  Hälfte  (Fig.  14  C)  die  normale  elektrische  Verlhei- 
lung  zeigt,  erscheint  in  der  oberen  Hülfte  Fig.  14  C  auf  der  Kante 
(1,  2)  anstatt  der  positiven  die  negative  Polarität,  und  auf  der  Kante 
(2,  3)  ist  ebenso  wie  auch  bei  der  Thermoelektricität  (vergl.  S.  493) 
infolge  des  anliegenden  eingewachsenen  Stückes  die  der  Hauptmasse 
des  Krystalles  entsprechende  negative  Spannung  geschwächt,  während 
sie  in  der  unteren  Hälfte,   wo  jene  Störung  fehlt,  kräftig  hervortritt. 

Kry  stall  Nr.  15.  Da  bei  den  grossen  Bergkry stallen  Nr.  15— 20 
auch  die  Vertheilung  auf  den  Prismensflächen  genauer  verfolgt  werden 
sollte,  so  wurde  ausser  dem  bisher  gewöhnlich  angewandten  Ver- 
fahren, wobei  die  kupferne  Kugel  an  einer  Kante  stand,  auch  das 
S.  506  erläuterte  benutzt.  Der  Taf.  IV,  Fig.  5  abgebildete,  mehrmals 
rechtwinklig  gebogene  Kupferdraht  abcde  berührte  dabei  mit  dem 
freien  Ende  e  seines  kurzen  horizontalen  Theiles  die  betreffende  Stelle 
der  Kante  oder  Fläche  des  Krystalles,  und  die  durch  den  Spiegel  reflec- 
tirte  Strahlung  zweier  Flammen  fiel  direct  auf  die  zu  prüfende  Kante 
oder  Fläche.  Da  infolge  des  geringen  Querschnittes  des  Drahtes  die 
elektrische  Vertheilung  seitens  des  Krystalles  auf  diesen  Draht  schwächer 
wirkt  und  der  Leiter  ausserdem  eine  grössere  Länge  besitzt,  so  muss 
bei  diesem  Verfahren  der  Ausschlag  im  Elektrometer  geringer  aus- 
fallen als  bei  Anwendung  der  Kugel.  Es  sind  daher  die  nach  beiden 
Verfahren  gemachten  Beobachtungen  in  Bezug  auf  die  Intensität  nicht 
mit  einander  vergleichbar. 

Der  Krystall  Nr.  15  enthält  ein  um  180®  gedrehtes  Stück,  welches 
von  der  rechten  Hälfte  der  Fläche  4  bis  zur  rechten  Hälfte  der 
Fläche  5  reicht  (vergl.  S.  493).  Die  in  einem  Querschnitte  durch 
die  Mitte  auf  den  Kanten  und  Flächen  mittelst  der  Kugel  beobach- 
teten aktinoelektrischen  Spannungen  sind  in  die  Zeichnung  Fig.  15  (^ 
eingetragen.  Die  Vertheilung  der  positiven  und  negativen  Eleklricitüt 
auf  den  Kanten  stimmt,  wie  eine  Vergleichung  von  Fig.  15  C  mit 
Fig.  1  o  H  zeigt,  mit  den  beim  Erkalten  auftretenden  thermoelektrisclien 
Spannungen  im  Allgemeinen  überein;  nur  tritt  bei  der  Bestrahlung 
auf  der  Kante  (4,  5)  bereits  die  dem  eingeschobenen  Stücke  enl- 
sprcchende  positive  Spannung  auf,  während  beim  Erkalten  die  Kante 
(4,  ö)  selbst  noch  eine  sehr  schwache  negative  Spannung  erhielt- 
und    erst    dicht   daneben    auf  der  Fläche  l)  die   positive    sich  zeigte. 
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li\  Fig.  15  C  sind  die  Beobachtungen  eingetragen,  welche  mittelst 
des  gebogenen  Drahtes  abcde  auf  verschiedenen  Punkten  der  Flächen  4, 
5  und  6  in  eben  diesem  Querschnitte  ausgeführt  wurden. 

Kry stall  Nr.  16.  Das  in  diesem  Krystalle  vorhandene  um 
180^  gedrehte  Stück  reicht,  wie  bereits  S.  494  nachgewiesen,  von 
der  linken  Hälfte  der  Fläche  4  bis  zur  rechten  Hälfte  der  Fläche  6. 
Fig.  16  C  stellt  den  durch  die  Mitte  des  Krystalles  geführten  Quer- 
schnitt dar  und  in  diesen  sind  die  an  den  einzelnen  Punkten  des- 
selben mittelst  der  Kugel  ausgeführten  Messungen  eingetragen  worden. 
Wie  bei  der  Thermoelektricität  zeigen  auch  hier  die  Kanten  (4,  5) 
and  (3,  6)  eine  in  Bezug  auf  die  elektrische  Vertheilung  am  grösseren 
Stücke  umgekehrte  Polarität.  In  den  Querschnitt  Fig.  16  C  sind 
die  mittelst  des  Drahtes  abcde  auf  den  verschiedenen  Punkten  des- 
selben gemachten  Beobachtungen  eingeschrieben.  Die  beim  Erkalten 
auf  der  Fläche  4  (Fig.  \Q  A)  erscheinende  schwache  negative ,  und 
ebenso  die  auf  der  Fläche  6  sich  zeigende  schwache  positive  treten 
bei  der  Bestrahlung  (Fig.  16  C)  nicht  hervor,  sondern  geben  sich 
nur  durch  eine  Schwächung  der  positiven  Spannung  auf  der  Fläche  4 
und  der  negativen  auf  der  Fläche  6  kund.  Diese  Abweichung  zwi- 
schen den  aktinoelektrischen  und  den  beim  Erkalten  auftretenden 
Ihermoelektrischen  Spannungen  hat  ihren  Grund  in  den  verschiedenen 
Verhältnissen,  unter  welchen  die  Beobachtungen  ausgeführt  worden 
sind.  Bei  den  thermoelektrischen  Untersuchungen  war  der  Krystall 
bis  auf  die  zu  prüfenden  Flächen  4  und  resp.  6  in  Kupferfeilicht 
eingehüllt  und  daher  an  dem  grössten  Theile  seiner  Oberfläche  ab- 
geleitet, während  bei  den  aktinoelektrischen  Beobachtungen  der  Kry- 
stall völlig  frei  stand  und  auf  allen  Theilen  seiner  Oberfläche  die 
daselbst  erregte  Elektricität  behielt.  Es  liegen  mir  auch  thermo- 
eleklrische  Beobachtungen  vor,  bei  welchen  die  Einhüllung  nicht  so 
vollständig  war,  als  zuvor  angegeben,  was  zur  Folge  hatte,  dass  bei 
der  Abkühlung  die  negative  Zone  auf  der  Fläche  4  nicht  erschien, 
sondern  sich  nur  durch  die  Schwächung  der  positiven  Spannung  zu 
erkennen  gab,  und  dass  auf  der  Fläche  6  die  positive  Spannung 
ßnr  auf  einer  sehr  kurzen  Strecke  in  der  rechten  oberen  Hälfte 
auftrat. 

Krystall  Nr.  17.    Das  eingeschobene,  um  180^  gedrehte  Stück 
reicht  von  der  Kante  (5,  6)  bis  nahe  zur  Mitte  der  Fläche  1    (vergl. 
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oben  S.  494).  Fig.  MC  stellt  die  in  dem  mittleren  QuerschDiUe 
mittelst  der  Kugel  ausgeführten  aktinoelektrischen  Beobachtungen  dar. 
In  Fig.  17  C  sind  die  mit  dem  Drahte  abcde  auf  den  verschiedeDen 
Punkten  dieses  Querschnittes  beobachteten  aktinoelektrischen  Span- 
nungen eingetragen.  Bei  der  thermoelektrischen  Untersuchung  er- 
schien auf  der  Kante  (5,  6)  Fig.  M  A  noch  die  dem  Uauptkrjstalle 
entsprechende  positive  Spannung;  und  ebendiese  wurde  auch  bei 
der  Bestrahlung  unter  Anwendung  der  Kugel  beobachtet  (Fig.  17Cj; 
bei  den  Versuchen  mit  dem  Drahte  abcde  dagegen  trat  bei  der 
Bestrahlung  auf  dieser  Kante  schon  die  dem  eingeschobenen  Stücke 
angehörende  negative  auf. 

Krystall  Nr.  18.  Die  Zusammensetzung  dieses  Krystalies  ist 
S.  495  speciell  erläutert.  Fig.  18  C  enthält  die  im  mittleren  Quer- 
schnitte mittelst  der  Kugel  und  Fig.  18  C  die  mittelst  des  Drahtes 
abcde  gemachten  aktinoelektrischen  Beobachtungen.  Die  Kante  (5,6J 
gab  mittelst  des  Drahtes  oben  eine  Spannung  — 12,  in  der  Mitte 
—  7  und  unten  +  5.  Sie  stimmt  also  in  ihrem  Verhalten  im  All- 
gemeinen mit  dem  bei  der  Erkaltung  beobachteten  überein,  nur  reichte 
die  negative  Polarität  bei  der  Erkaltung  nicht  bis  zur  Mitte,  wahrend 
diese  Mitte  bei  der  Bestrahlung  noch  negativ  gefunden  wurde.  Die 
Kante  (3,  4)  zeigt  ein  eigenthünilichos  Verhalten;  beim  Beginne  der 
Bestrahlung  giebt  das  GoldbliUtchen  einen  schwachen  positiven  Aus- 
schlag, der  aber  sehr  bald  abnimmt  und  in  einen  schwachen  nega- 
tiven übergeht. 

Krystall  Nr.  19.  Auf  S.  495  ist  die  Lage  der  beiden  in  diesen 
Krystall  eingeschobenen  Stücke  genauer  angegeben;  die  aktinoelek- 
trischen Spannungen  stimmen  mit  den  bei  der  Erkaltung  auftretenden 
überein;  selbst  auf  der  Kante  (3,  6)  zeigt  sich  bei  der  thermoelek- 
trischen Prüfung  während  der  Abkühlung  ebenso  wie  bei  der  Be- 
strahlung der  obere  kleinere  Theil  positiv,  die  Mitte  und  der  unlert 
Theil  aber  negativ. 

Krystall  Nr.  20.  Die  Zusammensetzung  dieses  Kryslalles  isl 
S.  496  crUUiliTt.  Fig.  20  C  stellt  die  in  dem  Querschnitte  durch  die 
Mitte  mittelst  des  Drahtes  abcde  ausgeführten  aktinoelektrischen 
Beobachtungen  dar.  Dieselben  stimmen  mit  den  thermoelektrischen 
bei  der  Erkaltung  überein,  nur  ist  infolge  der  schon  mehrfach  er- 
wähnten   verschiedenen    Verhältnisse   die  Ausbreitung   der   einzelnen 
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len  etwas  abweichend  und  auf  der  Fläche  3  wird  bei  der  Be- 
ihlung  die  schwache  positive  Spannung  nicht  sichtbar,  sondern  giebt 
b  blos  durch  eine  beträchtliche  Schwächung   der  negativen  kund. 


Über  die  Wirkung  des  Überstreichens  eines  Bergkrystalles  mit  einer 

Alkoholflajnme. 

Ein  ira  Allgemeinen  sehr  brauchbares  Verfahren,  um  einen  an 
ncr  Oberfläche  elektrisch  geladenen  Nichtleiter  unelektrisch  zu 
chen,  besteht  in  dem  Überstreichen  dieser  Oberfläche  mit  einer 
[oholflamme.  Am  bequemsten  wendet  man  die  Flamme  eines  an 
n  unteren  Ende  eines  massig  starken  Kupferdrahtes  befestigten 
1  in  Alkohol    getauchten   kleinen  Baumwollenbausches  an.     Liegt 

zu  bestreichende  Fläche  horizontal,  so  treibt  man  beim  Cber- 
ren  durch  schwaches  Blasen  die  Flamme  gegen  die  Fläche.  Dabei 
rd  die  an  der  Oberfläche  selbst  befindliche  Elektricität  von  der 
imme  hinweg  genommen,  die  an  den  unterhalb  der  Oberfläche 
^nden  Theilchen  haftende  aber  in  ihrer  Wirkung  nach  aussen 
durch  aufgehoben,  dass  die  Flamme  eine  für  die  Neutralisirung 
forderliche  Menge  entgegengesetzter  Elektricität  auf  die  Oberfläche 
art,  welche  dann  durch  die  in  den  unterhalb  liegenden  Schichten 
iindliche  gebunden  wird. 

Ich  habe  dieses  Verfahren  bei  meinen  thermoelektrischen  Unter- 
chungen  vielfach  benutzt,  um  die  Oberflächen  der  Krystalle  un- 
jktrisch  zu  machen.  Bei  Krystallen,  welche  durch  Temperatur- 
derungen  nur  schwach  elektrisch  werden,  wirkt  nach  kurzem 
(blasen  mit  der  Flamme  die  Oberfläche  derselben  nicht  mehr  auf 
n  mittelst  des  Hebels  genäherten  Platindralit;  dagegen  tritt  bei 
yslallcn,  welche  schon  durch  sehr  schwache  Temperaturänderungen 
irke  elektrische  Spannungen  erlangen,  unmittelbar  nach  dem  An- 
isen, wenn  solches  nicht  sehr  kurz  gewesen,  eine  der  Abkühlung  der 
treffenden  Stelle  entsprechende  Elektricität  auf.  Wird  der  mit  dem 
ektrometer  in  Verbindung  stehende  Platindraht  V  entladen,  und  die 
verflache  des  Krystalles  durch  Anhauchen  (Beschlag  mit  Wasser)  für 
n  Augenblick  uneleklrisch  gemacht,  so  zeigt  sich,  wenn  man  den 
alindraht  wieder  nähert,  nochmals  eine,  wenngleich  schwächere  Span- 
mg  in  demselben  Sinne,  weil  eben  die  Abkühlung  noch  fortdauert. 
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In  der  beschriebenen  Weise  treten  z.  B.  die  Erscheinungen  beim 
Turmalin  und  brasilianischen  Topas  ein.  Die  nach  dem  Anblasen 
mit  der  Flamme  wahrnehmbare  Elektricität  entspricht  also  der  Ab- 
kühlung, die  durch  die  Erwärmung  erzeugte  wurde  bereits  durch 
die  Flamme  selbst  hinweggenommen  oder  neutralisirt. 

Ganz  anders  gestalten  sich  nun  die  Vorgänge  beim  Bergkrjstalie, 
wenn  seine  Oberfläche  mit  einer  Alkoholflamme  überstrichen  wird. 
Die  von  der  Alkoholflamme  ausgehende  Strahlung  erregt  in  dem 
Krystalle  eine  aktinoelektrische  Spannung;  dieselbe  wird  aber  durch 
die  mittelst  der  Flamme  auf  die  Oberfläche  übertragene  entgegengesetzte 
Elektricität  neutralisirt.  Würde  die  Strahlung  unverändert  fortbe- 
stehen, so  würde  also  der  Krystall  uneloktrisch  erscheinen.  Mit  dem 
Zurückziehen  der  Flamme  hört  aber  die  Strahlung  auf  und  zugleich 
verliert  die  Oberfläche  ihre  Ableitung.  Sofort  verschwindet  nuu  die 
im  Krystall  entstandene  aktinoelektrische  Spannung,  während  die  ihr 
entgegengesetzte  auf  der  isolirenden  Oberfläche  haftende  nicht  eot-  4 
weichen  kann,  und  nach  aussen  hin  wirksam  wird.  Die  Oberfläche 
des  Krystalles  muss  also  nach  dem  Bestreichen  mit  der  Alkohol- 
flamme eine  elektrische  Spannung  zeigen,  welche  mit  der  beim  Er- 
wärmen  auftretenden  übereinstimmt ;  denn  die  aktinoelektrische  Spn- 
nung  hat  dasselbe  Vorzeichen,  wie  die  beim  Erkalten  erscheinende, 
die  durch  sie  auf  der  Oberfläche  gebunden  gewesene  und  jetzt  frei 
gewordene  daher  dasselbe,  wie  die  beim  Erwärmen  entstehende, 
und  diese  letztere  ist  es  eben,  welche  auf  den  genäherten  Plalin- 
draht  vertheilend  wirkt.  Auch  erreicht  der  im  Elektrometer  ent- 
stehende Ausschlag  sehr  schnell  sein  Maximum,  weil  die  Aktino- 
elektrieität  rasch  verschwindet,  während  beim  Turmalin  der  nach 
dem  Bestreichen  mit  der  Alkoholflamme  sich  zeigende  Ausschlag 
nur   mit   sehr   massiger  Geschwindigkeit   auf  sein  Maximum  ansteigt. 

Auf  warmen  Bergkrystallen  tritt  derselbe  Vorgang  beim  Über- 
streichen mit  der  Alkoholflamme  auf,  wie  bei  Krystallen  von  gewöhn- 
licher Temperatur. 

Auf  Krystallen,  welche  durch  Strahlung  stark  aktinoelektrisch 
erregt  werden,  lässt  sich  durch  Überstreichen  mit  der  Alkoholflamme 
leicht  eine  so  starke  elektrische  Spannung  erzeugen,  dass  das  (Jold- 
blättchen  des  Elektrometers  ganz  aus  dem  Felde  des  Mikroskope? 
getrieben  wird. 
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Besitzt  ein  Bergkrystall  die  Temperatur  des  Zimmers,  so  ist  es 
[•ht,  denselben  durch  Anhauchen,  also  durch  Erzeugung  eines  lei- 
iden  Beschlages,  unelektrisch  zu  machen.  Dagegen  giebt  es  kein 
heres  Mittel,  die  Oberfläche  eines  heissen  Bergkrystalles  in  un- 
iklrischen  Zustand  zu  versetzen.  Bisweilen  gelingt  es  wohl,  durch 
i  ausserordentlich  kurzes  Anblasen  der  Oberfläche  mit  der  Alkohol- 
mme  den  grössten  Theil  der  vorhandenen  Elektricität  zu  beseitigen, 
wohnlich  aber  häuft  man  auf  den  überstrichenen  Kanten  eine  in 
em  Vorzeichen  mit  der  beim  Erwärmen  entstehenden  überein- 
mmende  Elektricität  an.  Dass  diese  Elektricität  nicht  durch  die 
ringe  Erwärmung  der  Masse  des  Bergkrystalles  hervorgerufen  wird, 
^iebt  sich  mit  voller  Bestimmtheit  aus  dem  Umstände,  dass  solche 
bwachen  Temperaturerhöhungen  unfähig  sind,  so  starke  elektrische 
irkungen  hervorzurufen;  ferner  mUsste  ja,  wenn  die  Erwärmung 
r  Grund  wäre,  wie  beim  Turmalin,  infolge  der  nach  dem  ZurUck- 
ihen  der  Flamme  eintretenden  Abkühlung  eine  dieser  entsprechende 
iktrische  Spannung  sich  zeigen. 


ümkehrung  der  im  Vorhergehenden  beschriebenen  aktinoelektrischen 

Erscheinungen. 

Die  durch  Wärmoänderungen  hervorgerufenen  Erscheinungen 
ben  meistens  die  Eigenschaft,  dass  bei  entgegengesetzt  gerichteter 
ärmebewegung  auch  ein  in  bestimmter  Weise  entgegengesetzter 
folg  resultirt.  Wir  haben  im  Vorhergehenden  eine  warme  Kugel 
r  Kante  eines  auf  gewöhnlicher  Temperatur  befindlichen  Berg- 
ystalles  genähert,  und  wollen  nun  die  Frage  stellen,  welcher 
irgang  eintritt,  wenn  eine  kalte  Kugel  an  die  Kante  eines  heissen 
rgkrystalles  gebracht  wird. 

Wenn  die  warme  Kugel  der  Kante  eines  kälteren  Bergkrystalles 
nähert  wird,  so  entsteht,  wie  wir  sahen,  diejenige  Elektricität  auf 
eser  Kante,  welche  dieselbe  bei  sinkender  Temperatur  annimmt. 
'  dieser  Vorgang  umkehrbar,  so  steht  zu  erwarten,  dass  durch 
ADäherung  einer  kalten  Kugel  an  die  Kante  eines  erhitzten  Berg- 
ystalles  eine  Polarität  auf  derselben  erzeugt  wird,  wie  sie  daselbst 
'i  der  Erwärmung  auftritt. 
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Im   Folgenden    werde   ich   nachweisen,   dass   der  zuletzt  ange- 
deutete Vorgang  in  der  That  erzeugt  wird.    Leider  ist  es  aber  nichl 
möglich,  denselben  so  rein  darzustellen,  wie  die  Elektricitätserreguog 
im   kalten    Krystalle   durch    den  Eintritt  einer  Wärmestrahlung.    Bei 
dem    umgekehrten  Versuche    wirkt  fortwährend  die  durch  Änderung 
der   Temperatur   in    der   Masse   des    Krystalles  entstehende  Thermo- 
elektricität   in  hohem  Grade  störend  ein,    und  dies  um  so  mehr,  als 
sich   nicht   der  Bergkrystall,    wie  andere  thermoelektrische  Krystalle, 
durch  Überstreiciien   mit  der  Alkoholflamme   für  einige   Augenblicke 
unelektrisch  machen  lässt. 

Ich  will  zunächst  die  Vorgänge,  wie  sie  sich  der  Beobachtung 
darbieten,  an  zwei  speciellen  Fällen  erläutern. 

Der  Krystall  Nr.  8  wurde  so  in  das  in  einem  passenden  kupfernen 
Kästchen  befindliche  Kupferfeilicht  eingehüllt,  dass  die  Kante  (3,6) 
nebst  den  anliegenden  Flächenstücken  aus  demselben  hervorragte, 
und  eine  halbe  Stunde  in  den  1 50^  C.  heissen  Ofen  gestellt.  Sofort 
nach  dem  Herausnehmen  aus  dem  Ofen  wurde  das  Kästchen  auf 
den  Ofen  B  neben  das  Elektrometer  gestellt,  und  eine  an  dem  Platin- 
drahte y  des  Hebels  LL'  befestigte  messingene  Kugel  von  21" 
Durchmesser,  welche  die  Temperatur  des  Zimmers  besass,  der  Mitte 
der  Kante  genähert  und  dann  durch  Drehung  der  Schraube  N'  Fig.  IV 
ohne  Reibung  auf  dieselbe  aufgelegt. 

Die  Kante  (5,  6)  wird  beim  Erhitzen  negativ;  unmittelbar  nadi 
dem  Herausnehmen  aus  dem  Ofen  zeigte  das  Elektrometer  beim 
Annähern  der  Kugel  bis  zu  0,5""'  Abstand  einen  Ausschlag  von 
—  100  Skth.;  dieser  Ausschlag  stieg  beträchtlich,  als  die  kalte  Kugel 
auf  die  Kante  gelegt  wurde. 

Durch  die  eintretende  Abkühlung   nahm  die  negative  Spannung 
ab.     Nach   vier   Minuten    erzeugte    die   Annäherung    der    Kugel  auf 
0,5™""   einen  Ausschlag   von   — 9  Skth.,    der   beim  Auflegen   auf  die 
Kante  bis  —  52  stieg.    Nach  Verlauf  von  noch  drei  Minuten  erzeugte 
dieselbe  Annäherung  schon  einen  positiven  Ausschlag  -f-  4,  der  beim 
Auflegen  in  — 41  überging;    bald  darauf  betrug  der  Ausschlag  beim 
Annähern  -}"8,   beim  Auflegen  — 26.     Wurde  die  Kugel   ohne  Rei- 
bung von  der  Kante  abgehoben  und  in  isolirtem  Zustande,  aber  lai^ 
dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  in  Verbindung  bleibend,  entfenit^ 
so  ging  das  Goldblättchen  in  die  Ruhelage  zurück,  ein  Beweis,  das^ 
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die  Metallkugel  keine  Elektricitäi  übergegaDgen  war,  sondern  nur 
rtheiiungswirkungen  stattgefunden  hatten. 

Nach  weiterer  Abkühlung  entstand  bei  Annäherung  auf  0,5"° 
i  Ausschlag  von  +31  Skth.,  der  durch  Auflegen  der  Kugel  sich 
f  -f-  2  verminderte.  Als  die  Kugel  mit  der  Kante  in  Berührung 
eb,  wuchs  der  Ausschlag  wieder  im  positiven  Sinne,  eine  Folge 
r  Abkühlung  der  Masse  des  Krystalles  durch  die  kalte  Kugel. 
Id  darauf  gab  dieselbe  Annäherung  einen  Ausschlag  von  -f-  43, 
r  beim  Auflegen  der  Kugel  auf  -f-  26  zurück  ging,  aber  beim  ruhigen 
3gen  der  Kugel  auf  der  Kante  bald  über  -|-50  Skth.  stieg. 

Es  mögen  noch  die  Beobachtungen  auf  einer  beim  Erwärmen 
sitiven  Kante  folgen. 

Der  Krystall  Nr.  13  wurde  so  in  Kupferfeilicht  eingesetzt,  dass 
r  die  Kante  (4,  5)  nebst  den  anliegenden  Flächenstücken  frei  blieb; 
wurde  eine  Stunde  auf  1 25^  C.  erhitzt.  Nach  dem  Herausnehmen 
jab  sich  bei  Annäherung  der  Kugel  ein  starker  positiver  Ausschlag, 
r  beim  Auflegen  der  kalten  Kugel  sich  noch  vergrösserte.  Sieben 
nuten  später  erzeugte  die  Annäherung  einen  Ausschlag  -}-20,  der 
im  Auflegen  bis  zu  -|-35  stieg.  Nach  Verlauf  von  noch  einer 
inate  brachte  die  Annäherung  bis  auf  3  oder  4"™  Abstand  einen 
isschlag  —  4  hervor,  der  bei  weiterer  Annäherung  bis  auf  0,5"" 
-f-7  überging,  und  beim  Auflegen  der  Kugel  bis  +20  stieg. 

Drei  Minuten  später  wurde  der  Krystall  mit  einer  Alkoholflamme 
lerblasen,  was,  wie  im  Vorhergehenden  (S.  528)  nachgewiesen,  den 
•yslall  wieder  stark  positiv  machte.  Nach  einiger  Zeit  betrug  der 
isschlag  beim  Annähern  -f-  20  und  stieg  beim  Auflegen  der  Kugel 
if  +  45.  Nach  einigen  Minuten  wurde  beim  Annähern  bis  3"" 
II  Ausschlag  —  3  beobachtet,  der  bei  weiterer  Annäherung  bis 
5°"  in  -|-6  überging,  und  beim  Auflegen  der  Kugel  bis  +19  stieg. 

Aus  den  vorstehenden  Versuchen  ergiebt  sich,  dass  die  An- 
iherung  der  kalten  Kugel  an  die  Kante  eines  heissen  Bergkrystallos 
id  noch  mehr  das  Auflegen  der  kalten  Kugel  auf  die  Kante  eine 
lektricität  hervorruft,  welche  in  ihrem  Vorzeichen  nicht  mit  der 
irch  Abkühlung,  sondern  vielmehr  mit  der  durch  Steigerung  der 
emperatur  auf  derselben  Kante  erzeugten  thermoelektrischen  Spannung 
bereinst immt.  Die  Wirkung  der  infolge  der  Berührung  der  heissen 
ante  mit  der  kalten  Kugel   eintretenden  Abkühlung  der  Masse   des 
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Bergkrystalles  beginai  erst  mehrere  Secunden  später  sich  bemerkbar 
zu  Diachen.    Die  beim  Annähern  und  beim  Auflegen  der  kalten  Kugel 
auftretende   elektrische  Erregung   kann   also  nicht  thermoelektrisclieo 
Ursprunges   sein,   sondern   hat   ihren   Grund    in    den   zwischen  (Jem 
heissen  Krystalle  und  der  kalten  Kugel  eintretenden  Wärmestrahlungen. 

Ich   wende    mich    nun  schliesslich  zur  Erklärung  der  zuvor  be- 
schriebenen Erscheinungen. 

Wir  haben  gesehen,  dass  jede  Wännestrahlung  aktinoelektrische  . 
Spannungen  in  den  Bergkrystallen  hervorruft,  welche  Richtung  die- 
selbe auch  haben  möge.  So  entstanden  solche  (S.  511)  auch  beim  ; 
Erhitzen  der  Krystalle  in  Kupferfeilicht,  und  konnten  beim  Beginnen 
des  Erhitzens  an  der  freiliegenden  Kante  nachgewiesen  werden;  bei 
weiterem  Fortschreiten  der  Tomperatursteigerung  in  der  Masse  des 
Krystalles  wurden  sie  jedoch  durch  die  stärker  hervortretende  enl- 
gegengesetzte  thermoelektrische  Erregung  verdeckt.  Ebenso  entstehen 
sie,  wenn  als  Wärmequelle  ein  erhitzter  Bcrgkrystall  genommen  wird. 
Es  dauern  ferner  bei  constanter  Strahlung  die  aktinoelektrischen 
Spannungen  in  gleicher  Stärke  fort;  der  Wärme  ausstrahlende  Körper 
kommt  dabei  nur  insofern  in  Betracht,  als  er  eben  Wärme  ausstrahlt. 
Es  werden  daher  bei  einem  Bergkrystalle  alle  erhitzten  Moleküle 
durch  ihre  allseitige  Strahlung  in  demselben  aktinoelektrische  Span- 
nungen hervorrufen;  dieselben  können  aber  nicht  in  ihrer  Polariläl 
auftreten,  weil  sie  durch  die  stärkeren  entgegengesetzten  therrao- 
elektrischen  verdeckt  werden.  Je  höher  die  Temperatur  eines  Berg- 
krystalles  ist,  desto  stärker  müssen  auch  die  aktinoelektrischen 
Schwingungen  oder  Spannungen  werden. 

In  einem  Bergkrystalle,  der  erhitzt  wird  und  eben  z.  B.  die 
Temperatur  1 30'^  erreicht  hat,  fmden  sich  also  gleichzeitig  zwei  enl- 
gegengesetzte  elektrische  Erregungen,  eine  thermoelektrische  und  eine 
aktinoelektrische;  in  der  Wirkung  nach  aussen  überwiegen  jedoch 
die  crstercn.  Trägt  eine  Kante  die  Rhomben-  oder  Trapezoederflüclien, 
so  erscheint  sie  also  jetzt  negativ  elektrisch;  diese  Polarität  giebl 
sich  auch  kund,  wenn  ihr  die  kalte  Kugel  langsam  genähert  wird. 
Durch  weitere  Annäherung  und  besonders  durch  Auflegen  der  Kugel 
auf  die  Kante  steigt  der  negative  Ausschlag  des  Goldblättchens, 
erstens  infolge  der  Annäherung,  dann  aber  auch  zweitens,  weil  in- 
folge  der  Strahlung   aus  dem  Innern  des  Krystalles  gegen  die  kalte 
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le]  die  positive  Aktinoelektricität  geschwächt  wird,  während  die 
;ative   Thermoelektricität   nicht   so   schnell    abnimiut,    d.  h.    durch 

infolge  einer  Abkühlung  entstehende  positive  Thermoelektricität 
ht  so  stark  geschwächt  wird,  da  die  Abkühlung  in  den  materiellen 
lekülen  langsamer  vor  sich  geht. 

Durch  die  Erhitzung  ist  ein  Quantum  negativer  Elektricität  auf 
'  Oberfläche  jener  Kante  und  ihrer  Umgebungen  angehäuft,  das 
gen  der  isolirenden  Eigenschaft  des  Bergkryslalles  nicht  sofort  von 
ist  verschwinden  kann ;  dasselbe  wird  iheils  durch  die  Berührung 

den  Lufltheilchen,  iheils  auch  durch  vielleicht  nicht  vollkommene 
lation  etwas  vermindert  werden,  aber  im  Beginne  der  Abkühlung 
1  in  den  nächstfolgenden  Minuten  immer  noch  so  beträchtlich 
n,  dass  es  nach  aussen  hin  stärker  wirkt,  als  die  durch  die  all- 
hlige  Abkühlung  entstehende  positive  Elektricität  und  die  auf  dieser 
nte  vorhandene  positive  Aktinoelektricität,  welche  letztere  sich 
Erdings  mit  dem  Sinken  der  Temperatur  auch  vermindert. 

Nehmen  wir  den  Zeitpunkt,  wo  beim  Erkalten  die  Kante  nach 
«en  keine  elektrische  Wirkung  ausübt,  also  z.  B.  auf  dem  ge- 
lerlen  Platindrahte  V  keine  elektrische  Vertheilung  erzeugt,  so 
ben  sich  die  thermoelektrischen  und  aktinoelektrischen  Spannungen 

ihrer  Wirkung  nach  aussen  auf.  Da  nun  die  aktinoelektrischen 
sinnungen  auf  der  gewählten  Kante  positiv  sind,  so  muss  die  von 
■  Erhitzung  herrührende  negative  Spannung  noch  gerade  um  den 
trag  der  aktinoelektrischen   grösser   sein,   als   die   bis  jetzt  durch 

Erkaltung  erzeugte  positive.  Wird  nun  die  kalte  Kugel  genähert 
I  aufgelegt,  so  nimnjt  die  Aktinoelektricität  sehr  schnell  ab,  wäh- 
1(1  die  Thermoelektricität  sich  in  den  ersten  Secunden  fast  nicht 
lerl;  es  ent^stoht  also  ein  negativer  Ausschlag,  weil  jetzt  die  nega- 
J  noch  von  der  Erwärmung  herrührende  überwiegt. 

Ist  die  Temperatur  dann  so  weit  gesunken,  dass  die  Resultirende 
umllicher  elektrischer  Erregungen  nach  aussen  schwach  positiv 
rkt,  so  ist  die  Summe  der  durch  die  Erkaltung  erzeugten  positiven 
ermoelektricität  und  der  positiven  Aktinoelektricität  um  ein  Geringes 
rker,  als  der  Rest  der  von  der  Erwärmung  herrührenden  negativen 
ermoelektricität.  Die  kalte  Kugel  wird  also  bei  Annäherimg  bis 
f  3  oder  4™"'  einen  schwach  positiven  Ausschlag  geben,  der  aber 
i  weiterer   Annäherung   und    namentlich    beim   Auflegen    auf    die 
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Kante  in  einen  negativen  übergeht.  Die  Schwächung  der  positive 
aktinoelektrischen  Spannungen  lUsst  dann  die  noch  vorhandenen  ue 
gativen  thermoelektrischen  wieder  überwiegen. 

Wenn  nun  schliesslich  die  von  der  Erhitzung  herrührende  negative 
Elektricität  von  der  infolge  der  Abkühlung  entstandenen  positiven 
überwunden  ist,  so  wirken  nach  aussen  die  aktinoelektrischen  und 
die  thermoelektrischen  Spannungen  in  gleichem  Sinne;  die  kalte  Kugel, 
bis  auf  4"*™  genähert,  theilt  dem  Goldblättchen  starke  positive  Span- 
nung mit.  Wird  die  kalte  Kugel  weiter  genähert,  oder  noch  besser 
aufgelegt,  so  wird  die  Aktinoelektricität  sofort  geschwächt,  die  Summe 
der  positiven  Elektricitäten  also  kleiner,  und  der  positive  Ausschlag 
des  Goldblättchens  vermindert  sich.  Lässt  man  die  Kugel  auf  der 
Kante  liegen,  so  sinkt  auch  die  Temperatur  der  Masse  des  Krystallas 
und  es  steigert  sich  dadurch  die  positive  Therraoelektricität,  so  dass 
also  der  positive  Ausschlag  des  Goldblättchens  wieder  zu  wachsen 
beginnt. 

Da  durch  die  Strahlung  des  heissen  Krystalles  gegen  die  kalte 
Kugel  stets  sofort  die  positiven  aktinoelektrischen  Spannungen  der 
in  Rede  stehenden  Kante  geschwächt  werden,  so  muss  der  Aus- 
schlag, welcher  bei  Annäherung  der  Kugel  auf  massigen  Abstand 
entsteht,  durch  weitere  Annäherung  und  besonders  durch  Auflegen 
auf  die  Kante  in  der  Weise  sich  ändern,  dass  das  Goldblättchen  sich 
in  der  Richtung  der  negativen  Elektricität  bewegt. 

Hiernach  sieht  man  leicht,  dass  der  Vorgang  beim  Auflegen  der 
kalten  Kugel  auf  die  Kante  des  Krystalles  genau  derselbe  bleibt, 
wenn  auch  der  Kante  auf  irgend  eine  Weise  noch  Elektricitlit  von 
aussen  her  zugeführt  worden  ist. 

Gesetzt,  es  gelänge,  wenn  der  auf  130'*  erhitzte  Kryslall  aus 
dem  Ofen  gcnoiiunen  ist,  die  Kante  durch  kurzes  Abblasen  mit  einer 
Alkoholflammc  unelektrisch  zu  machen,  so  dass  sie  also  nach  aussen 
nicht  wirkt.  Soll,  wie  angenommen,  die  Kante  nach  aussen  unelek- 
Irisch  erscheinen,  so  muss  die  Flamme  der  Oberfläche  so  viel  positive 
zuführen  oder  von  der  auf  ihr  durch  die  thcrmoelektrische  Erregung 
entstandenen  negativen  so  viel  übrig  lassen,  dass  die  Wirkung  der 
positiven  Aktinoelektricität  und  der  auf  der  Oberfläche  vorhandenen 
negativen  sich  im  äusseren  Räume  aufheben.  Wird  nun  die  kalte  Kugel 
dei'  Kante  genähert  oder  aufgelegt,  so  nimmt  sofort  die  positive  Aktino- 
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ktricitüt  ab,  die  in  ihrer  Stärke  fast  unverändert  gebliebene  negative 
^ktricität  überwiegt  also  in  der  Wirkung  nach  aussen  und  das 
^ktrometer  zeigt  negative  Spannung  an,  d.  h.  dieselbe  Polarität, 
e  sie  beim  Erhitzen  der  Kante  auftritt. 

Wird  die  kalte  Kugel  der  Kanle  eines  erhitzten  Bergkrystalles 
nähert,  auf  welcher  keine  Rhomben-  und  Trapezoederflächen  er- 
iieinen  können,  so  treten  genau  dieselben  Vorgänge,  nur  mit  ent- 
gengesetzten  Vorzeichen  auf. 

Die  Einwirkungen  der  kalten  Kugel  auf  den  erhitzten  Kry stall 
d  um  so  stärker,  je  höher  die  Temperatur  der  Kante  und  je  nie- 
ger  die  Temperatur  der  Kugel  ist. 


IV.  Piezoelektricitöt 

A.  Verfahren  bei  den  Beobachtungen. 

Bei  den  oben  S.  462  erwähnten  Versuchen,  polare  ElektricilUt 
hemimorphen  Krystallen  durch  Druck  zu  erzeugen,  brachten  die 
jrren  J.  und  P.  Curie  die  Krystalle,  an  welche  senkrecht  gegen 
B  hemimorph  gebildete  Axe  ebene  Flächen  angeschliffen  waren, 
risehen  die  Backen  eines  Schraubstockes,  welche  inwendig  behufs 
T  Isolirung  mit  .parallelepipedischen  Stücken  von  Hartgummi  be- 
eidet waren.  Die  inneren  Seiten  dieser  Parallelepipeda  waren  mit 
anniol  belegt  und  an  diese  ^tanniolflächen  wurden  dann  die  senk- 
chl  gegen  die  hemimorph  gestaltete  Axe  angeschlitTenen  Flächen 
gelegt.  Die  eine  Stanniolbelegung  stand  mit  dem  Elektrometer, 
3  andere  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung. 

Es  lag  mir  daran,  die  Krystalle  auch  in  ihrer  natürlichen  Be- 
enzung,  also  ohne  Anschleifen  von  Flächen,  zu  untersuchen  und 
gelang  dies  in  vollständigster  Weise.  Es  genügte  z.  B.  einen 
ufachen  Bergkrystall  mit  zwei  gegenüberstehenden  Prismenkanlen 
vischen  die  zuvor  beschriebenen  Backen  des  Schraubstockes  zu 
ingen,  um  durch  Druck  und  Nachlassen  des  Druckes  sehr  starke 
eklrische  Spannungen  zu  erzeugen. 

Bei  diesem  Verfahren  Hess  sich  jedoch  die  Stärke  des  Druckes 
icht  wohl  abmessen;  ferner  trat  bei  manchen  Krystallen  eine  eigen- 
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thümliche  Nachwirkung  ein,  welche  durch  die  mangelhafte  Elasticiüit 
des  Hartgummis  veranlasst  sein  konnte. 

Ich  wählte  daher  ein  anderes  Verfahren,  bei  welchem  der  Druck 
in  völlig  constanter  Weise  unterhalten  und  seiner  Grösse  nach  genau 
gemessen  werden  konnte. 

An  einen  einarmigen,  SSi""™  langen,  aus  einem  auf  die  hohe  Kante, 
gestellten    Eisenstreifen    gebildeten    Hebel,    dessen    Axe    von   zw^i 
auf  einem  starken  Zinkbleche  befestigten  Eisenstäben  gehalten  wurde, 
war  1 2*"™  von  dem  Drehpunkte  entfernt  auf  seiner  unteren  Seile  ein 
würfelförmiges   Stück   Hartgummi    angeschraubt    und    dessen   untere 
Flache    mit   einer  2""™  dicken  Zinnplatte   belegt.     Ein   gleiches  Stück 
Hartgummi,  aber  auf  seiner  oberen  Fläche  mit  einer  Zinnplatte  belegt, 
konnte  in  verschiedenen  Höhen  unterhalb  des  ersten  aufgestellt  werden. 
Diese  Höhe  wurde  der  Dicke  des  zu  prüfenden  Krystalles  angemessen 
stets  so  gewählt,  dass,  wenn  der  Krystall  sich  in  der  richtigen  La^ 
zwischen   den   beiden   mit  Zinn   belegten   Hartgummistücken  befand, 
der  Hebel  möglichst  horizontal  stand.    Das  zur  Erzeugung  des  Druckes 
bestimmte  Gewicht  befand    sich   am  Ende   des  Hebels.     Das  blosse 
Aufheben    und  Niederlassen    desselben,   wozu   nur   eine  geringe  Be- 
wegung  der  Hand    erforderlich    war,   genügte   somit  zur   Aufhebung 
und  Wiederherstellung  des  Druckes. 

Dieser  kleine  Aj)parat  li(\ss  sich  sehr  bequem  gleich  neben  dem 
öfter  erwähnten  Hcbelwerk  LI/  (S.  477)  auf  einem  niedrigen  SlaliNC 
befestigen;  die  eine  der  auf  den  HartgunimistUcken  sitzenden  Zinn- 
platten  wurde  sodann  mit  dem  dicken  Platindraht  V  jenes  Hebelwerkes 
verbunden,  die  andere  aber  zur  Erde  abgeleitet.  Durch  eine  geringe 
AbwUrtsbovvegung  des  Platindrahtes  V,  welcher  den  Draht  uw  l)e- 
rührtc,  mittelst  des  Hebels  LI/  konnte  die  mit  dem  Goldblättchen 
des  Elektrometers  in  Verbindung  stehende  Zinnplatte  isolirt  und  durcti 
eine  Aufwiirtsbcwegung  des  Hebels  (bis  zum  Anlegen  an  den  Dralil 
uw)  wieder  zur  Erde  abgeleitet  werden. 

An  demselben  Hebel  sass  neben  dem  erwähnten  Hartgummislikk 
ein  zweites  gleiches,  aus  dessen  unterer  Flüche  aber  ein  ungefähr 
2'"'"  dicker  schmaler  Zinnstreifen  hervorragte.  Derselbe  war  in  einen 
Einschnitt  des  Hartgumniistückes  eingeschoben.  Seine  untere  hervor- 
st(*hende  Kanle    war   zu    einer   stumpfen    Schneide    zugeschürfl,  und 
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Wurde   benutzl,    wenn   der  Druck   auf  eine   bestimmte   linienförmige 
Stelle  einer  Krystallfläche  ausgeübt  werden  sollte. 

Der  Faden,  an  welchem  das  zur  Ausübung  des  Druckes  bestimmte 
Gewicht  hing,  ging  durch  einen  Schlitz  in  der  Zinkplatte;  die  Hand 
zum  Heben  und  Niederlassen  des  Gewichtes  befand  sich  also  unter- 
halb der  mit  der  Erde  leitend  verbundenen  Zinkplatte.  Ausserdem 
liing  zum  weiteren  Schutze  gegen  möglicherweise  durch  die  Be- 
legung der  Hand  entstehende  ElektricitUt  ein  breiter  Staniolstreifen 
^on  der  Zinkplatte  herab  und  schützte  die  Leitung  zum  Elektrometer 
«vollständig  gegen  jeden  störenden  Einfluss. 

Sollte  die  Elektricität  beim  Eintritt  und  beim  Aufhören  des 
öruckes  gemessen  werden,  so  wurde  das  Goldblättchen  kurz  vor 
dem  Niederlassen  und  Auflieben  des  Gewichtes  durch  Abwärtsbe- 
wegen des  Hebels  LU  isolirt.  Handeltees  sich  um  die  elektrischen 
Erregungen,  welche  eine  oder  mehrere  Secunden  nach  dem  Eintritte 
oder  dem  Aufhören  des  Druckes  auftreten,  so  blieb  beim  Nieder- 
lassen oder  resp.  Aufheben  des  Gew  ichtes  das  Goldblättchen  noch  zur 
Erde  abgeleitet  und  wurde  erst  eine  oder  mehrere  Secunden  später 
isolirt. 

Bei  der  Prüfung  der  prismatischen  Seitenflächen  erhielt  der 
Krystall  durch  das  blosse  Auflegen  einer  Seitenfläche  auf  eine  Zinn- 
platte infolge  der  nicht  völlig  ebenen  Beschaffenheit  dieser  Fläche 
öfter  eine  unsichere  Lage;  eben  dies  trat  auch  bei  der  Untersuchung 
der  Kanten  ein,  wenn  dieselben  nicht  geradlinig  ausgebildet  waren, 
oder  wenn  der  Querschnitt  des  Krystalles  ein  Sechseck  von  sehr 
ungleichen  Seiten  darstellte.  Um  diesen  Übelstand  zu  beseitigen,  wurden 
die  betreffenden  Kry stalle  gerade  wie  bei  den  thermoelektrischen 
Versuchen  in  Kupferfeilicht  eingehüllt,  so  dass  nur  die  zu  prüfenden 
Flächen  oder  Kanten  frei  blieben.  Durch  mehrmaliges  Aufstauchen 
des  Kästchens,  welches  das  Kupferfeilicht  enthielt,  legten  sich  die 
Feilspähne  so  dicht  an  den  Krystall,  dass  bei  der  nicht  unbedeutenden 
Grösse  desselben  eine  feste  Lage  erzielt  wurde,  und  ein  Druck  von 
1  Kilogr.  keine  Verschiebung  bewirkte.  Dies  Verfahren  hatte  ausser- 
dem noch  den  Vortheil,  dass  ausser  der  Kante  oder  Fläche,  auf 
welche  der  Druck  ausgeübt  werden  sollte,  alle  übrigen  Theile  des 
Krystalles  zur  Erde  abgeleitet  waren.  Wurde  das  Kästchen  mit  dem 
Krystall  selbst  isolirt,   und  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers 
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durch  den  Draht  W  verbunden,  so  Hess  sieh  auch  die  der  Spannung 
der  gedrückten  Kante  entgegengesetzte  Elektricität  beobachten. 


B.  Gesetze  der  piezoelektrischen  Vorgänge  auf  Bergkrystallen. 

a.    Einfache  Krystalle. 

Die  auf  den  Kanten  der  einfachen  Krystalle  Nr.  1  bis  13  darch 
einen   Druck  von    1   Kilogramm    erzeugten    elektrischen   Spaunungea  j 
habe  ich  in  die  bei  jedem  Krystalle  mit  D  bezeichnete  Figur,  welche  \ 
den  Querschnitt  durch  die  Mitte  desselben  darstellt,  eingetragen.    Beim    ; 
Nachlassen    dieses   Druckes    tritt  ein    gleich   grosser  Ausschlag  des 
Goldblättchens  nach   der   entgegengesetzten    Seite   ein.     Da   die  Be- 
schreibung  der   einzelnen  Krystalle   früher  gegeben  und  ihr  Netz  in 
den  mit  A  bezeichneten  Figuren  dargestellt  ist,  so  lässt  sich  leicht 
die  Beziehung  der  piezoelektrischen  Spannungen  zu  der  Krystallform 
erkennen. 

Für  alle  Kanten  sämmtlicher  einfachen  Bergkrystalle  gilt  aus- 
nahmelos das  Gesetz :  Auf  denjenigen  Kanten,  welche  Rhomben-  oder 
Trapezoederflächen  tragen,  oder  wo  sie  bei  vollzähliger  Ausbildung 
liegen  wtirden,  tritt  bei  Vermehrung  des  Druckes  negative,  bei  Ver- 
minderung desselben  positive  Spannung  auf;  die  anderen  drei  Kanten 
verhalten  sich  gerade  umgekehrt;  beim  Druck  erscheint  auf  ihnen 
positive,  beim  Nachlassen  desselben  negative  Polarität. 

Auch  auf  den  Kanten  (1 ,  2)  der  Krystalle  Nr.  1  und  3  (Fig.  1  D 
und  3  D),  sowie  auf  der  Kante  (5,  6)  des  Krystalles  Nr.  5  (Fig.  5  Dl 
und    in    der  Mitte   der  Kante  (2,  3)  des   Krystalles  Nr.  6  (Fig.  6  D) 
treten  die  dem  soeben  aufgestellten  Gesetze  entsprechenden  elektrischen 
Spannungen  auf.    Die  bezeichneten  Kanten  der  Krystalle  Nr.  1  und  6 
gaben  auch  bei  der  Bestrahlung  die  normalen  aktinoelektrischen  Pola- 
ritäten (S.  523),  während  sich  in  dem  bei  der  Erkaltung  auflrelendea 
thermoelektrischen  Spannungen  Störungen  zeigten. 

Aus  den  vorhergehenden  Angaben  folgt,  dass  sämmtliche  Kanten 
bei  Vermehrung  des  Druckes  dieselbe  Polarität  zeigen,  wie  sie  thermo- 
elektrisch  bei  steigender  Temperatur  beobachtet  wird,  und  ebenso 
andererseits  bei  Verminderung  des  Druckes  in  ihrer  elektrisclien 
Spannung  mit  der  beim  Erkalten  entstehenden  übereinstimmen. 
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Schon  oben  S.  462  habe  ich  erwähnt,  dass  die  Herren  J.  und 
Curie  zufolge  ihrer  Versuche  die  allgemeine  Regel  glaubten  auf- 
!llen  zu  können,  dass  jede  Annäherung  der  Moleküle,  möge  sie 
roh  Druck  oder  Abkühlung  erzeugt  werden,  und  ebenso  anderer- 
es jede  Entfernung  der  Moleküle,  möge  sie  eine  Folge  des  Nach- 
>sen  eines  Druckes  oder  einer  Erwärmung  sein,  dieselbe  elektrische 
ilarilät  hervorbringe.  Wie  man  sieht,  widersprechen  die  obigen 
lobachtungen  an  den  Bergkrystallen  diesem  Gesetze.  J.  und  P.  Curie 
ben  für  die  piezoelektrischen  Spannungen  die  richtige  Polarität  für 
3  einzelnen  Kanten  an,  dagegen  sind  ihre  Ansichten  über  die 
3rmoelektrischen  irrthümlich ;  die  wirklich  auftretenden  thermoelek- 
sehen  Spannungen  sind  nämlich  auf  den  Kanten  den  von  ihnen 
genommenen  gerade  entgegengesetzt*). 

Die  Herren  J.  und  P.  Curie  erwähnen,  dass  sich  ihre  Unter- 
chungen  erstreckt  haben  auf  die  Krystalle  der  Blende,  des  chlor- 
uren  Natrons,  des  Boracits,  des  Turmalins,  des  Bergkrystalles,  des 
eselzinkerzes,  des  Topases,  der  gewöhnlichen  Weinsäure,  des  Zuckers 
id  des  Seignettesalzes. 

In  dieser  Aufzählung  findet  sich  ein  Mineral,  der  Topas, 
elches,  wie  ich  gezeigt  habe,  nicht  hemimorph  ist**).  Ferner. sind 
B  thermoelektrischen  Vorgänge  bei  der  Blende,  dem  chlorsauren 
itron  und  dem  Seignettesalze  noch  nicht  hinreichend  festgestellt. 
;  bleiben  also  von  den  zuvorgenannten  Substanzen  nur  sechs  übrig, 
eiche  in  ihrem  thermoelektrischen  Verhalten  vollständig  bekannt  sind. 

Es  existiren  nun  aber  noch  drei  ausgezeichnet  hemimorphe  Sub- 
anzen:  das  neutrale  weinsaure  Kali,  der  Milchzucker  und  der  Struvit. 
Js  thermoelektrische  Verhalten  des  neutralen  weinsauren  Kalis  habe 


*j  Die  Herren  J.  und  P  Curie  sind  zu  ihrer  Annahme  durch  die  Angabe 
s  Herrn  Friedel  (s.  oben  S.  483  und  S.  521)  veranlasst  worden.  Ich  habe 
en  S.  521  bereits  gezeigt,  dass  Herr  Friedel  bei  seinen  Versuchen  mittelst 
flegens  einer  hcissen  Kugel  gar  nicht  die  infolge  der  Erwärmung  eintretende 
irmoelektrische  Spannung,  sondern  die  aktinoelektrische  beobachtet  hat.  Da 
1  diese  letztere  mit  der  beim  Erkalten  entstehenden  übereinstimmt,  Herr 
iedel  aber  glaubte  die  bei  der  Erwärmung  entstehende  Thermoelektricität 
bachtet  zu  haben,  so  musste,  wie  schon  hervorgehoben,  seine  Angabe  gerade 
umgekehrte  Polarität  enthalten. 

**)    Diese  Abhandlungen  Bd.  XIV,  S.  359  ff. 
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ich     bereits    1841"^)    dargelegt;     meine     Beobachtungen    über    den  i 
Milchzucker    werde    ich    in    einer    späteren    Abhandlung    erläulen, 
während   die    elektrische    Vertheilung    am   Struvit    schon    1846  vod 
Hausmann**)  angegeben  worden  ist. 

In  einer  kurzen  Mittheilung  in  den  Berichten  dieser  Gesell- 
schaft***) habe  ich  ausgesprochen,  dass  die  von  J.  und  P.  Curie 
aufgestellte  Regel  nicht  blos  beim  Bergkrystalle,  sondern  auch  bri 
zwei  der  zuletztgenannten  hemimorphen  Substanzen,  dem  neotralei 
weinsauren  Kali  und  dem  Struvit,  nicht  zutrifft. 

Nehmen  wir  beim  neutralen  weinsauren  Kali  die  hemimorplie 
Axe  als  Hauptaxe,  so  zeigt  dasjenige  Ende,  welches  durch  die  Flächee 
eines  horizontalen  Prismas  zugeschärft  wird,  beim  Erwärmen  negative 
und  beim  Erkalten  positive  Spannung,  während  die  entgegengesetzte 
an  dem  gegenüberliegenden  Ende,  welches  ausser  anderen  FMeo 
die  gegen  die  Hauptaxe  senkrechte  Endfläche  trägt,  erscheint.  Beim 
Druck  wird  nun  das  orstere  (beim  Erkalten  positive)  Ende  negativ 
und  das  zweite  (beim  Erkalten  negative)  Ende  positiv.  Beim  Nach-, 
lassen  des  Druckes  treten  die  entgegengesetzten  Elektricitäten  auf. 

Der  Struvit  trägt  an  dem  einen  Ende  grosse  Flächen  eines 
horizontalen  Prismas,  an  dem  anderen  die  gerade  Endfläche.  Das 
ersiere  Ende  wird  beim  Erkalten  positiv,  durch  Druck  aber  negaliv, 
das  zweite  beim  Erkalten  negativ  und  beim  Druck  positiv.  Beiui 
Erwärmen,  ebenso  wie  beim  Nachlassen  des  Druckes  sind  die  Polari- 
täten den  zuvor  angegebenen  entgegengesetzt. 

Die  Herren  J.  und  P.  Curie  fügen  ihrer  allgemeinen  Regeiden 
Zusatz  bei,  dass,  wenn  ihre  Auffassung  richtig  wäre,  ein  Krystall 
welcher  nach  seiner  hemimorphen  Axe  einen  negativen  Ausdehnungs- 
coefticienten  besitzt,  durch  Druck  dieselbe  Polarität  zeigen  müssle, 
wie  durch  Erwärmung. 

Beim  neutralen  vvcinsauren  Kali  und  beim  Struvit  sind  die  Aus- 
dehnungscoefticienten  durch  die  Wärme  unbekannt;  für  den  Berg- 
krystall  folgt  aber  aus  Fizeau's  Bestimmungen  ein  positiver  Aur 
dehnungscoefficient    nach    den    hemimorphen    Nebenaxen,   der  sog^^ 


*)    Poggeiidorirs  Aiiualen,   Bd.  53,  S.  620. 

**)   Nachrichten  von  der  G.-A. -Universität  zu  Göltingen.    ^846.  S.  IJI. 
^'**j   Berichte  der  matii.-phys.  Klasse  d.  K.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.    1880.  S.  li*- 
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ist  als  nach  der  Hauptaxe,  so  dass  also  die  Abweichung  von 
ch  J.  und  P.  Curie  aufgestellten  Regel  nicht  durch  diesen 
l  erklart  werden  kann. 

erblicken  wir  die  in  den  Figuren  Nr.  1  bis  13  unter  D  bei 
ifachen    Bergkrystallen    eingetragenen   Zahlen,    so   zeigen   die 

derselben  sich  nahe  gleich.  Wo  einzelne  Kanten,  z.  B. 
5,  6)  von  Nr.  ö  einen  von  den  auf  den  übrigen  Kanten 
iteten  merklich  verschiedenen  Werth  geben,  liegt  wohl  der 
n  einer  sonst  nicht  erkennbaren  Einschaltung  eines  um  180^ 
30  kleinen  Stückes;  für  eben  diese  Kante  giebt  auch  die  Be- 
g   den    geringsten  Werth    und   bei    der   Abkühlung   erscheint 

schwache  negative  Spannung  anstatt  der  positiven,  wie  sie 
theilung  auf  den  übrigen  Kanten  entsprechen  würde, 
^rend  also  die  einfachen  Bergkrystalle  durch  einen  gleichen 
nahe  dieselbe  elektrische  Spannung  zeigen,  treten  in  den 
elektrischen  Spannungen  sehr  beträchtliche  Unterschiede  auf. 
fstalle  Nr.  4  und  12  erhalten  durch  gleichen  Druck  nahe  die- 
elektrischen  Spannungen;  bei  der  Abkühlung  sind  dieselben 
Q  Krystall  Nr.  4  viel  grösser  als  bei  dem  Krystall  Nr.  12. 
r  Erklärung  dieses  Unterschiedes  zwischen  den  Intensitäten 
ch  Druck  und  Erkaltung  erzeugten  Elektricitäten  könnte  man 
it  die  Ansicht  aufstellen  wollen,  dass  derselbe  durch  eine 
3denheit  in  der  isolirenden  Eigenschaft  der  Oberfläche  der 
tn  Krystalle  bedingt  sei.  Für  die  Grösse  der  piezoelektrischen 
Igen  würde  nämlich  eine  etwas  weniger  isolirende  Ober- 
)eschaffenheit  ohne  wesentlichen  Einfluss  sein,  weil  die  Elek- 
plötzUch  eintritt  und  unmittelbar  daraufgemessen  wird,  während 

thermoelektrischen  Prüfung  die  Entwickelung  der  elektrischen 
Igen  erst  allmählig  in  längerer  Zeit  erfolgt.  Eine  Vergleichung 
ersuchten  Krystalle  bestätigt  die  Ansicht  aber  nicht.  So  hat 
stall  Nr.  1  nahe  denselben  Querschnitt  wie  der  Krystall  Nr.  6; 
i  nun  der  erstere  eine  vollkommen  glatte  Oberfläche  zeigt, 
it  dieselbe  bei  Nr.  6  matter,  noch  viel  matter  ist  dieselbe 
rystall  Nr.  5,  und  dessenungeachtet  geben  die  Krystalle  Nr.  5 

6  viel  stärkere  thermoelektrische  Spannungen  als  der  Krystall 
übrigens  ist  auch  eine  grosse  Verschiedenheit  in  der  isolirenden 
Fenheit  der  Oberfläche   bei   den  thermoelektrischen  Versuchen 
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um  so  weniger  wahrscheinlich,  als  während  ihrer  Ausfilhrung  die 
Temperatur  des  Krystalles  über  der  des  Zimmers  liegt,  also  ein  Nieder- 
schlag von  Wasserdampf  nicht  wohl  eintreten  kann. 

Die  Herren  J.  und  P.  Curie  haben  angegeben,  dass  die  elektrische 
Spannung  proportional  mit  dem  Drucke  weichst.  Es  möge  hier  ehe 
Versuchsreihe  zur  Bestätigung  dieses  Gesetzes  folgen,  die  zugl^ 
zeigen  soll,  welche  geringen  Drucke  überhaupt  erforderlich  siod, 
um  noch  merkbare  piezoelektrische  Spannungen  zu  erhalten.  Da  beii 
Nachlassen  des  Druckes  stets  gleich  grosse  Ausschldge  nach  der  ent- 
gegengesetzten Seite  erfolgen,  so  beschränke  ich  mich  auf  die  Angake 
der   beim  Eintritt  des  Druckes   entstehenden   elektrischen  Spanning. 

Auf  der  Kante  (5,  6)  des  Krystalles  Nr.  12  entstand  durch  im 
Druck  von  1000  gr.  ein  Ausschlag  von  +  48  Skth.;  bei  500  gr.  be- 
trug er  +23,5;  bei  200  gr.  +9;  bei  100  gr.  +4,5;  bei  50gr. 
+  2,2;  bei  20  gr.  +  1  und  bei  10  gr.  +0,5  Skth.  Da  sich  die  bei 
diesen  Messungen  benutzte  Empfindlichkeit  meines  Elektrooieters  nock 
mehr  als  verdoppeln  lässt,  so  würde  selbst  eine  Veränderung  des 
Druckes  auf  der  Kante  eines  Bergkrystalles  um  I  gr.  hinreicheD, 
um  eine  merkbare  piezoelektrische  Spannung  zu  erzeugen. 

Bisher  waren  nur  die  elektrischen  Spannungen  in  Betracht  ge- 
zogen, welche  an  den  Endpunkten  derjenigen  Nebenaxen  auftreten, 
in  deren  Richtung  der  Druck  stattfand.  Es  entsteht  nun  aber  die 
Frage,  wie  sich  bei  dem  Drucke  in  der  Richtung  einer  bestimmlen 
Nebenaxe  die  beiden  anderen  Nebenaxen  verhalten.  Durch  die 
Pressungen  in  der  Richtung  einer  Nebenaxe  wird  nach  dieser  Dimen- 
sion eine  Zusammendrückung,  dagegen  nach  der  Richtung  der  beiden 
anderen  Nebenaxen  eine  Ausdehnung  eintreten  und  einer  solchen 
entsprechen  in  der  That  die  Beobachtungen. 

Die  beiden  Zinnstücke,  an  welchen  die  obere  und  untere  Kante 
des  Bergkrystalles  anlagen,  wurden  mit  der  Erde  leitend  verbunden, 
so  dass  die  in  den  gedrückten  Kanten  selbst  entwickelte  Elektriciläl 
abgeleitet  ward,  und  an  die  Mitte  einer  der  seitlichen  Kanten  wurde 
eine  kleine  messingene  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  in 
Verbindung  stehende  Kugel  bis  zur  Berührung  herangerückt.  Diese 
Ausschläge  sind  übrigens  ihrer  Grösse  nach  nicht  mit  denen  ver- 
gleichbar, welche  bei  gleichem  Drucke  durch  die  YertheilungswirkuDg 
der  gedrückten  Kante  auf  die  ihnen  anliegenden  ZinnstUcke  ausgeüht 
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rden.     Als  z.  B.  beim  Krystall   Nr«  13  die   Zusammeadrückung  in 

•  Richtung  von  der  Kante  (1,  2)  zur  Kante  (4,  5)  stattfand,  zeigte 
Mitte  der  Kante  (5,  6)  bei  einem  Drucke  von  2  Kilogr.  -|-  5  Skth. 

i  die  Mitte  der  Kante  (6,1)  — 16  Skth.,  während  die  erstere 
Dte  (Fig.  1 3  D) ,  wenn  der  Druck  von  1  Kilogr.  auf  sie  direct  aus- 
ibt  wird,  —  45,  die  zweite  aber  bei  gleichem  Verfahren  +  44  ergab. 
Ein  gleicher  Erfolg,  wie  zuvor,  stand  auch  zu  erwarten,  wenn 
'  Krystall  in  der  Richtung  einer  sogenannten  Zwischenaxe,  d.  h.  der 
*bindungslinien  der  Mittelpunkte  zweier  parallelen  Prismenflüchen, 
Irückt  und  die  um  90®  von  dieser  Richtung  abstehende  Kante  geprüft 
•d.  Der  Druck  auf  die  Fläche  kann  durch  ein  ebenes  Zinnstück 
3r  durch  eine  aus  Zinn  bestehende  Schneide  (siehe  S.  536)  erfolgen. 
1  z.  B.  ein  Druck  von  1,6  Kilogr.  mittelst  einer  Schneide  auf  die 
tellinie  der  einzelnen  nach  oben  gewandten  Flächen  des  Krystalles 
.  13  ausgeübt  wurde,  gaben  die  um  90"  abstehenden  Kanten  die 
genden  Ausschläge: 

Druck  auf  die  Kugel  an 

Fläche  Kante  "^^    ^^ 

1  (5,  6)  +11 

2  (6,  1)  —21 

3  (1,  2)  +21 

4  (2,  3)  —14 

5  (3,  4)  +19 

6  (4,  5)  —14 

Die  Polaritäten  sind  also  auch  hier  gerade  die  entgegengesetzten 
m  den  in  Fig.  13  1)  eingetragenen.  Die  Intensitäten  gestatten  wegen 
ar  verschiedenen  Verhältnisse  keine  Vergleichung. 

Als  bei  einem  Bergkrystalle,  an  welchem  zwei  gegen  die  Haupt- 
je  senkrechte  Ebenen  angeschliffen  waren,  ein  Druck  parallel  mit 
r  Hauptaxe  ausgeübt  wurde,  traten  auf  den  Seitenkanten  auch 
bwache  elektrische  Spannungen  ein;  dieselben  liessen  sich  aber 
;ht  mit  Sicherheit  deuten,  weil  die  beiden  angeschliffenen  Flächen 
iht  völlig  parallel  waren,  und  nicht  ermittelt  werden  konnte,  welche 
er  Punkte  eigentlich  aufgelegen  hatten. 

Wird  ein  Krystall  mit  einer  Prismenfläche  auf  eine  Zinnplatte 
egt,    und   auf  die   obere  Fläche  an  verschiedenen  Stellen  mittelst 

•  S.  536  beschriebenen  und  durch  den  dünnen  Draht  W  mit  dem 
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Goldblättcheu  des  Eleklroineters  verbundenen  Zinnscbneide  ein  E 
ausgeübt,  so  treten  daselbst  ebenfalls  elektrische  Spannungen 
sie  nehmen  von  den  Randern  der  Fläche  nach  der  Mitte  hin 
jedoch  ohne  dass  der  Übergangspunkt  der  einen  Elektricität  ir 
andere  genau  in  die  Mitte  fällt.  Als  Beispiel  mögen  die  Beot 
tungen  auf  den  Flächen  3  und  6  des  Krystalles  Nr.  12  dienen; 
an  den  einzelnen  Punkten  gemessenen  Intensitäten  der  durch  e 
mittelst  der  Schneide  ausgeübten  Druck  von  0,8  Kilogr.  sin< 
Fig.  12  D'  und  D"  an  den  betrefifenden  Stellen   eingetragen  woi 


b.    Zusammengesetzte  Krystalle. 

Wie  die  in  die  mit  D  bezeichneten  Querschnitte  Nr.  1  bis  1 3 
getragenen  Polaritäten  lehren,  entsprechen  bei  den  einfachen  B 
krystallen  die  piezoelektrischen  Spannungen  den  thermo-  und  aki 
elektrischen,  d.  h.  an  den  Kanten,  wo  bei  der  Abkühlung  oder 
Bestrahlung  positive  Polarität  auftritt,  erscheint  beim  Zusammenpre 
negative,  und  ebenso  umgehrt  für  die  anderen  Kanten.  Es  ist  fe 
beim  Druck  und  ebenso  beim  Nachlassen  des  Druckes  die  Pola 
auf  der  ganzen  Kante  dieselbe. 

In  diesem  Verhalten  entstehen  nun  Abweichungen,  wenn 
Krystall  um  180"  gedrehte  Stücke  enthält,  in  der  Nähe  dieser 
wachsungen.  Es  zeigt  oft  eine  Kante  beim  Druck  nicht  in  il 
ganzen  Verlaufe  dieselbe  Polarität,  sondern  wird  an  einem  1 
negativ,  am  anderen  positiv;  oder  es  findet  sich  auf  einer  z.  B 
Allgemeinen   positiven  Kante    eine   kleine  Stelle,   welche   negati\ 

Ferner    tritt  in   der  Nähe   dieser  Einschiebungen    sehr  oft 
eigenthumliche  Erscheinung   auf   und   zwar  ebenso  beim  Zusanii 
pressen,  als  beim  Nachlassen  des  Druckes.    Beim  Eintritt  des  Dru 
wird   z.  B.    eine   Kante   erst   positiv;   das   Goldblättchen    bleibt 
nicht  in  dieser  Ablenkung  stehen,  sondern  kehrt  langsam  zurück 
geht  nach    der   negativen   Seite.     Beim  Nachlassen   des  Drucken 
scheint  an  derselben  Stelle  des  Krystalles  zuerst  negative  Spam 
die   aber  allmählig   abnimmt   und    in   eine    positive   übergeht, 
in  diesem  Falle  die  Ableitimg  des  Goldblättchens  erst  zwei  Seen 
nach   dem  Wegnehmen  des  Druckes  aufgehoben,    so  geht  das  < 
blättchen    langsam   nach    der  positiven  Seite.     Eine   derartige  P 
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Wirkung  findet  bei  einfachen  Krystallen  nicht  statt;  meistens  bleibt, 
>  wenn  bei  ihnen  erst  eine  Secunde  nach  Eintritt  oder  nach  Weg- 
nahme des  Druckes  die  Ableitung  zur  Erde  aufgehoben  wird,  das 
Goldblättchen  ruhig  stehen;  erfolgt  aber  noch  eine  sehr  geringe 
Bewegung,  so  geschieht  sie  in  demselben  Sinne,  wie  sie  der  Eintritt 
oder  die  Wegnahme  des  Druckes  erzeugte. 

In  welcher  Reihenfolge  die  beiden  Elektricitäten  beim  Druck 
(and  ebenso  beim  Nachlassen  desselben)  bei  zusammengesetzten 
Krystallen  in  der  Nähe  der  Einwachsungen  auftreten,  lässt  sich,  da 
die  genauen  Grenzen  der  Verwachsungen  im  Innern  der  Krystalle 
nicht  bekannt  sind,  zuvor  nicht  bestimmen.  Wenn  in  manchen  Fällen 
zuerst  die  Polarität  auftritt,  welche  der  Hauptmasse  des  Krystalles 
entspricht  und  in  die  dem  eingeschobenen  Stücke  entsprechende 
Übergeht,  so  erscheint  in  anderen  Fällen  zuerst  die  dem  einge- 
schobenen Stücke  entsprechende  und  geht  dann  in  die  der  Haupt- 
masse über. 

Da  bei  diesen  Versuchen  die  Stelle,  auf  welche  der  Druck  aus- 
geilbt  wird,  genau  bekannt  sein  muss,  so  darf  man  keine  Metall- 
fläche zum  Drucken  benutzen,  sondern  muss  die  Metallschneide 
[siehe  S.  636)  verwenden  und  dieselbe  quer  zur  Kante  stellen,  so 
dass  die  letztere  nur  in  einem  genau  bestimmbaren  Punkte  den  Druck 
empfängt. 

Die  Versuche  an  den  folgenden  zusammengesetzten  Krystallen 
sind  sämmtlich  mittelst  einer  solchen  Schneide  ausgeführt  worden, 
und  es  betrug  der  Druck,  welchen  dieselbe  auf  die  von  ihr  be- 
rtthrte  Stelle  des  Krystalles  ausübte,  0,8  Kilogr. 

Krystall   Nr.  14.      Die    Zusammensetzung    des    Krystalles    ist 
S.  491    erläutert.     Fig.  14  D  stellt   einen  Querschnitt  {:  vom   oberen 
und   Fig.  14  D'  einen   Querschnitt  ^   vom   unteren   Ende   dar.     Die 
untere  Hälfte  enthält  kein  um  180®  gedrehtes  Stück,  die  Pole  wech- 
seln  also  auf  den  Kanten   regelmässig  als   positiv   und   negativ   ab. 
Anders   ist   dies   im  oberen  Querschnitte.     Auf  der  Kante  (1,  2)  er- 
scheint beim   Druck  positive   Spannung,  und   auf  der  Kante   (2,  3) 
negative.     Wird  auf  der  Kante  (1,  2)  eine  Stelle  der  oberen  Hälfte 
gedrückt,   welche  nahe  an  der  Grenze  (/?Fig.  14)  liegt,   so  erscheint 
beim  Druck  zuerst   eine   schwache   negative,   welche   dann   in   eine 
stärkere   positive  übergeht.     Wird  die  Mitte  der  oberen  Hälfte  (also 
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-J-  vom  oberen  Ende)  der  Kante  (2,  3)  gedrückt,  so  steht  das  Gold- 
blättchen erst  sehr  kurze  Zeit  still,  als  wollte  es  einen  positi^^en 
Ausschlag  anzeigen,  und  geht  dann  nach  der  negativen  Seite;  beim 
Nachlassen  des  Druckes  tritt  erst  ein  geringer  negativer  Ausschlag 
ein,  der  bald  in  einen  positiven  übergeht. 

Kry  stall  Nr.  15.  Über  die  Zusammensetzung  siehe  S.  493. 
Fig.  1 4  D  giebt  die  in  einem  j-  vom  oberen  und  Fig.  \ö  D'  ^  vom 
unteren  Ende  abstehenden  Querschnitte  beobachteten  Polaritäten. 
Während  die  positiven  und  negativen  Pole  im  oberen  Theile  nodi 
regelmässig  abwechseln,  erscheint  auf  dem  unteren  Theile  der  Kante 
(4,  5)  entsprechend   dem   eingeschobenen  Stücke  negative  Spanoung. 

Kry  stall  Nr.  16.  Die  Zusammensetzung  siehe  S.  494.  Dai 
eingeschobene  Stück  liegt  auf  den  Kanten  (4,  5)  und  (5,  6).  Die 
Kante  (4,  6)  wird  in  der  Mitte  beim  Druck  erst  — 2,  dann  +18;  die: 
Kante  (5,  6^,  erst  -(-  2,  dann  —  15.  Die  zuerst  auftretende  Modiß- 
cation  der  Eleklricität  entspricht  dem  eingeschobenen  Stücke;  sie 
geht  dann  in  die  der  Hauptmasse  über.  Beim  Nachlassen  des  Druckes 
erscheint  auf  der  Kante  (4,  5)  erst  +,  dann  — ,  auf  der  Kante 
(5,  6)  erst  — ,  dann  -|-. 

Krystall  Nr.  17.      Die   Zusammensetzung    siehe   S.   494.     Die 
piezoelektrischen  Spannungen  in  der  Mitte  der  Prismenkanten  (Fig.  171)) 
entsprechen   den   thermoeleklrischen,    d.    h.   sind    überall    den    beimi 
Erkalten   entstehenden   entgegengesetzt ;    doch   treten   Schwankunsieiii 

M 

Maximum,  sondern  nimmt  sehr  bald  ab. 

Krystall  Nr.  18.  Die  Zusammensetzung  siehe  S.  495.  Ditf 
piezoelektrischen  Spannungen  in  der  Mitte  der  Prismenkanten  enl-1 
sprechen  den  thermo-  und  aktinoelektrischen  Spannungen.  Eine! 
Abweichung  von  dem  Wechsel  der  positiven  und  negativen  Polej 
findet  sich  nur  an  der  Kante  (4,  5),  wo  eben  ein  um  180"  gedrehteaj 
Stück  eingeschoben  ist. 

Krystall  Nr.  19.  Die  Zusammensetzung  dieses  Krystalles  siehe; 
S.  495.  In  Fig.  19  D  sind  auf  dem  Querschnitte  die  in  der  Mittft 
der  Kanten  mittelst  der  Zinnplatte  und  in  Fig.  19  D'  die  auf  vieri 
Kanten  mittelst  der  Zinnschneide  beobachteten  elektrischen  Spannunge« 
dargestellt.  Die  Kante  (6,  1)  zeigt  in  der  Mitte  nur  geringe  elektriscl 
Spannung;    es  geht  das  Goldblättchen  erst  auf  — 3,5  und  dann  a' 


ein.     So   bleibt   die  Spannung  auf  der  Kante  (3,  4)  nicht  auf  ihremj 
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|-  3.  Ein  wenig  nach  oben  und  ebenso  nach  unten  tritt  aber  sofort 
ine  ziemlich  starke  positive  Spannung  ein.  Auf  der  Kante  (1,  2) 
eigt  das  obere  Ende  positive  Spannung,  der  ganze  übrige  Theil 
lerselben  aber  negative. 

Krystall  Nr.  20.  Die  Zusammensetzung  dieses  Krystalles  siehe 
5.  496.  In  der  thermoelektrischen  Untersuchung  zeigten  die  Kanten 
6,1),  (1,2),  (2,3)  und  (3,4)  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  dieselbe 
■Polarität;  dies  gilt  auch  von  den  piezoelektrischen  Spannungen.  Die 
luf  den  Kanten  (3,  4),  (4,  5)  und  (5,  6)  auftretenden  piezoelektrischen 
Spannungen  habe  ich  speciell  in  die  drei  unter  Fig.  20  D'  gezeich- 
leten  Linien  eingetragen.  Auf  der  Kante  (3, 4)  erscheint  meistens  überall 
loch  positive  Spannung,  die  aber  in  der  Mitte  schwächer  wird  und 
mch  wohl  in  eine  negative  übergeht.  Auf  der  Kante  (4,  5)  tritt 
n  der  unteren  Hälfte  und  auf  der  Kante  (5,  6)  oben  negative 
»pannung  hervor. 


(Die  Zeichen  4+  und  =  auf  den  Tafeln  bedeuten  so  starke  positive,  resp. 
legative  Ausschläge,  dass  das  Goldblättchen  des  Elektrometers  aus  dem  Gesichtsfelde 
les  Mikroskopes  hinausgetrieben  wurde.) 


Berichtigungen. 

S.  493  Z.  %\   y.  0.  ist  nach  »Kantena  einzuschalten  »und  Flächen«. 
S.  506Z.     7  V.  0.  ist  »elektrische«  zu  streichen. 
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1.  i.  K.  9.  Oenelliich.  i.  WisMiiM'h.  X\.  y^ 


der  nachfolgenden  Abhandlung  habe  ich  die  Beobachtungen 
as    therinoeleklrische    Verhallen   einer  Anzahl    von    Krystallen, 

den  verschiedensten  Systemen  angehören,  zusaniinengestellt, 
Mnerke  zuvor  im  Allgemeinen,  dass  die  Angaben  über  die  auf- 
en  elektrischen  Spannungen,  wenn  kein  weiterer  Zusatz  bei- 
ist, sich  stets  auf  den  Zustand  des  Erkaltens  beziehen.  Das 
en  bei  diesen  Versuchen  war  das  früher  von  mir  angewandte, 
uf  den  beigegebenen  drei  Tafeln  sind  die  Netze  oder  Ansichten 
r  Bestinmiung  der  Thermoelektricität  verwandten  Krystalle,  so 
(1  so  weit  es  bei  der  oft  sehr  grossen  Unregelmässigkeit  in 
isbildung  der  Gestalten  möglich  war,  entweder  in  natürlicher, 
1  do|)[)elter  oder  in  halber  Grösse^)  gezeichnet,  und  in  die- 
die  bei  der  Abkühlung  beobachteten  elektrischen  Spannungen 
agen  worden.  Der  leichteren  Übersicht  wegen  habe  ich  die 
?n  Stellen  durch  eine  röthliche  und  die  nei^ativen  durch  eine 
he  Farbe  von  einander  unterschieden. 


Hclfin. 

ie  Krvstalle  des  Ilelvins  sind  meistens  eine  Combination  zweier 
1er  in  verschieden  grosser  Ausbildung,  und  stellen  eine  hemi- 
3  Gestalt  dar.  An  dem  einzigen  mir  zur  Verfügung  stehenden 
Ie  von  Schwarzenberg  (Sachsen),  für  dessen  Benutzung  ich 
3ergrath  Weissbach  zu  Danke  verpflichtet  bin,  sind  die  grossen 
lerflüchen  ghinzender  als  die  kleinen,  welche  vielmehr  matt 
ncn.    Die  Farbe  des  untersuchten  Krystalles  ist  röthlichbraun. 

Das  Zeichen  \j\  neben  der  AhhiUlung  heJeulel  die  Darslellung  in  natiir- 
rösse,  das  Zeichen  t^  I  in  doppelt  linearer  V er}$ rosse run^  und  das  Zeichen 
lialber  linearer  Grösse. 

;,8  ♦ 
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In  Nr.  1  Taf.  I.  ist  das  Netz  desselben  in  doppelt  linearer  Ver- 
grösserung  abgebildet.  Ich  habe  dabei  den  Krystall  so  gestellt,  dass 
die  vier  grossen  mit  den  Zahlen  1  bis  4  bezeichneten  Tetraeder- 
lll&chen  eine  auf  der  FUlche  4  als  Grundfläche  stehende  dreiseilige 
Pyramide  bilden,  deren  Ecken  durch  die  kleinen  Tetraederflächen 
abgestumpft  werden. 

Übrigens  ist  der  Krystall  nur  auf  einem  Theile  seiner  Oberfläche 
vollkommen  ausgebildet.  Unten  auf  der  Fläche  1  und  dem  anliegen- 
den Theile  der  Fläche  4  ist  derselbe  verletzt;  die  Fläche  4  hat  an- 
gesessen und  ist  überhaupt  mangelhaft  ausgebildet.  Eben  dies  gilt 
auch  von  der  auf  die  Ecke  (2.3. 4.)  fallenden  kleinen  Tetraeder- 
flächo  und  von  dem  linken  Theile  der  Fläche  3. 

Der  Helvin  ist  merkwürdig  durch  seine  chemische  Zusammen- 
setzung, die  sich  als  eine  Verbindung  von  kieselsaurer  Beryllerde 
und  kieselsaurem  Mangan-  und  Eisenoxydul  mit  Schwefelmangan  und 
Schwefeleisen  ergibt. 

Die  elektrischen  Spannungen  erreichten  auf  dem  vorliegenden 
Krystalle  bei  der  Abkühlung  nur  eine  geringe  Grösse;  dessenunge- 
achtet ist  es  mir  gelungen,  die  beim  Erkalten  auftretende  elektrische 
Vertheilung  festzustellen. 

Die  drei  grossen  Tetraederflächen  I,  2  und  3,  welche  wenig- 
stens zum  Theil  gut  ausgebildet  sind,  zeigten  in  ihrer  Mille  heim 
Erkalten  positive  Spannung;  dagegen  war  auf  der  Fläche  4,  mil  wel- 
cher der  Krystall  angewachsen  gewesen,  keine  Elektricität  wahrzu- 
nehmen. Die  grösste  Stärke  erreichte  die  positive  Spannung  in  der 
Mitte  der  Fläche  2.  Auf  den  kleinen  Tetraederflächen  und  auf  den 
durch  die  Durchschnitte  der  grossen  Tetraederflächen  gebildeten  Kan- 
ten wurde  negative  Spannung  beobachtet;  am  stärksten  trat  dieselbe 
auf  der  von  den  Flächen   1    und  2  gebildeten  Kante  auf. 

Ob  auf  den  Helvinkrystallen  bei  höheren  Temperaturen  etwa 
eine  Umkehrung  der  elektrischen  Polaritäten,  wie  ich  solche  beim 
Boracit")  nachgewiesen  habe,  stattfindet,  habe  ich  nicht  untersucht, 
weil  ich  den   Krystall  nicht  der  G(*fahr  des  Zorspringens  auszusetzen 


wagte. 


Verdeichen    wir    die   auf  dem  H(»lvin    auftretenden    elektrischen 
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Spannungen  mit  den  von  mir  auf  den  telraedrischen  Boracitkryslallen 
beobachteten*),  so  haben  die  Pole  zwar  im  Allgemeinen  dieselbe 
Lage,  jedoch  ist  in  jedem  Pole  beim  Helvin  die  Elektricitai  gerade  die 
entgegengesetzte  als  beim  Boracittetraeder.  Wahrend  beim  Helvin 
die  grossen  Tetraederflächen  positiv  werden,  sind  sie  beim  ßoracit 
negativ,  und  ebenso  haben  auf  den  Ecken  und  Kanten  die  elektri- 
schen Spannungen  bei  beiden  Mineralien  das  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen. 

Mit  diesem  Gegensatze  steht  das  Verhalten  der  grossen  und 
kleinen  Tetraederflächen  in  Bezug  auf  Glanz  und  Glätte  im  Einklänge. 
Üben  habe  ich  angeführt,  dass  an  dem  untersuchten  Uelvinkryslalie 
die  grossen  Tetraederflächen  glänzend,  die  kleineren  fast  matt  er- 
scheinen. Umgekehrt  sind  bei  den  Tetraedern  des  Boracites  die 
grossen  Flächen  die  matten;  sie  erscheinen  stets  weniger  glänzend 
als  die  Flächen  des  Würfeis  und,  falls  sie  vorhanden  sind,  die  kleinen 
Tetraederflächen  auf  den  Ecken.  Bei  beiden  Mineralien  sind  also 
beim  Erkalten  die  glänzenderen  Flächen  positiv,  die  matteren  negativ. 

Slcllit  (Honigstein). 

Der  Mellit  krystallisirt  im  tetragonalen  Systeme  und  gehört  zur 
negativen  Abtheilung  der  optisch  einaxigen  Krystalle.  Der  Winkel  an 
der  Grundkante  misst  93"  5',  woraus  sich  das  Verhältniss  der  Neben- 
axen  zur  Hauptaxe  wie  1  :  0,7454  ergibt.  Die  Krystalle  sind  ge- 
wöhnlich honiggelb,  und  bestehen  aus  40,30  Mellitsäure  (Honigstein- 
säure), 14,36  Thonerde  und  45,34  Wasser.  Trotz  des  sehr  hohen 
Wassergehaltes  ist  die  Substanz  ein  Nichtleiter.  Das  Wasser  ent- 
weicht schon  bei  Temperaturen  unter  100";  die  Krystalle  werden 
bei  diesem  Wärmegrade  durch  Wasserverlust  weisslich. 

Ich  habe  nur  einen  sehr  grossen,  aus  der  hiesigen  Universitäts- 
Sammlung  mir  durch  meinen  Collegen  Herrn  Prof.  Zirkel  freund- 
lichst zur  Verfügung  gestellten  Krystall  auf  sein  elektrisches  Verhalten 
genauer  geprüft,  und  denselben,  um  ihn  nicht  zu  schädigen,  nur  bis 
70"  C.  erwärmt.  Nr.  1  Taf.  I.  stellt  eine  Ansicht  desselben  in  na- 
türlicher Grösse  dar.  Beim  Abkühlen  zeigten  die  beiden  Enden  der 
Hauptaxe  und  ihre  Umgebungen    positive,  und   die  eine  vollkommen 


*)  Diese  Abhandl.  Bd.  VI.  S.  245. 
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ausgebildete  Handkante  nehsl  den  anliegenden  Fidciienstücken  iiegci 
live  Spannung.  Diese  elektrische  Vertheilung  auf  dem  Meliit  stiiiini 
also  mit  der  auf  dem  Kalkspath  von  Schneeberg,  auf  dem  Sniaragf 
und  Beryll,  auf  dem  Apophyllit,  auf  dem  Idokras  (VViluit)  und  dem 
Apatit  beobachteten  überein. 

Kin  anderer  kleinerer  Kryslall,  bei  welchem  die  Enden  der 
Uauptaxe  durch  convexe  Flächen  OP  abgestumpft  waren,  zeigte  beioi 
Krkalten  keine  wahrnehmbaren  elektrischen  Spannungen. 

Pyromorphit. 

Die  Kryslalle  des  Pyromorphits  gehören  zum  hexagonalen  Systeme 
und  sind  mit  den  Krystallen  des  Apatits  isomorph.  Die  PolkaQle 
der  sechsseitigen  Pyramide  misst  80^  40'.  An  den  von  mir  uoler- 
suchten,  sdnunllich  von  Zscliopau  stammenden  Krystallen  fanden  sicli 
die  Flachen  von  ooP,  OP,  P  und  ooP2. 

Der  Pyromorphit  besteht  aus  einer  Verbindung  von  |)hos|)hür- 
saurem  Bleioxyd  mit  Chlorblei,  in  welcher  jedoch  etwas  Phosphor- 
süure  durcli  Arsensäure  und  etwas  Blei  durch  Calcium  vertreten  sein 
kann.  Die  Farbe  der  drei  im  Nachfolgenden  beschriebenen  Kryslalle 
ist  zeisiggrün;  stellenweise  erscheint  ein  Anflug  von  ockerigem  Braun- 
eisenerz. 

Auf  Taf.  I  sind  die  Netze  dreier  Pyromorphitkrystalle  (Nr.  1  und 
3  in  natürlicher,  Nr.  2  in  doppelt  linearer  Grösse)   abgebildet. 

Krystall  Nr.  1.  (Taf.  I.  Nr.  1.)  Der  Krystall  gehört  der  Frei- 
berger  Sammlung  und  ist  ringsum  ziemlich  vollkonmien  ausgebildet. 
Am  oberen  Ende  treten  die  Flächen  P  in  etwas  grösserer  Ausdehnung 
auf,  als  am  unleren.  Die  beiden  Endflächen  OP  zeigen  beim  Erkalten 
positive  Spannung,  jedoch  die  obere  in  etwas  grösserer  Stlirke  alr 
die  untere;  die  prismalischen  Seitenflüchen  sind  beim  Erkalten  nega- 
tiv, und  zwar  tritt  die  grösste  InlensilHt  der  negativen  Polarität  ii 
der  Mitte  der  Prismenflüchen  auf.  Der  Pyromorphit  gleicht  also  ii 
seinem  thermoelektrischen  Verhallen  dem  Apatit,  mit  welchem  e 
auch,  wie  oben  schon  angeführt,  in  seiner  Gestalt  übereinstimmi 
Zwischen  dem  rechten  und  linken  Bande  der  Prismenflüchen  schein 
in  Bezug  auf  die  Stürke  der  negativen  Elektricilüt  kein  Unterscliiec 
vorhanden    zu  sein,  wie   ein  solcher  bei  manchen   Apatitkryslallen '■ 


)   Diese  Abhaiidl.   Bd.   XX.   S.    9,    W    und   13. 


7  Elektrische  Ijntersi'ciii:ngen.  555 

aus   den    Smarai^dgniben   vom   Ural,  von  Khrenfriedersdorf  und   vom 
St.  Gotthardt*)  von  mir  beobacht(»t  wurde. 

Krystall  Nr.  2.  Der  gleichfalls  der  Freiberger  Sammlung  ent- 
lehnle,  auf  Taf.  I.  in  doppelter  Grösse  abgebildete  Krystall  Nr.  2  ist 
durch  eine  Verwachsung  zweier  in  paralleler  Stellung  befindlicher 
Individuen  gebildet,  wie  sich  aus  der  Beschaffenheit  der  oberen 
Endfläche  und  der  beiden  prismatischen  Seitenfl^clien  4  und  6  er- 
gibt. Das  obere  Ende  wird  von  der  Endfläche  OP  begrenzt,  an 
deren  Kändern  die  Flächen  von  P  auftreten;  dabei  reicht  aber  das 
in  den  Flächen  4  und  5  sichtbare  Individuum  nicht  ^anz  bis  zu  dem 
Niveau  des  grösseren  Individuums,  welchem  die  Flächen  I,  2  und  3 
angehören.  Die  obere  Endfläche  ist  theilweise  mit  ockerigem  Braun- 
efsenera  bedeckt.  Das  untere  Ende  scheint  überall  von  einer  Bruch- 
fläche gebildet  zu  sein.  Die  elektrische  Vertheilung  gleicht  der  auf 
dem  vorhergehenden  Krystalle  beobachteten.  Dass  das  obere  Ende 
eine  geringere  positive  Spannung  zeigt,  als  das  untere,  ist  eine  Folge 
der  unvollkommenen  Ausbildung  und  der  Bedeckung  mit  Braun- 
eisenerz. 

Krystall  Nr.  3.  (Taf.  1.  Nr.3.)  Der  Krystall  besteht  aus  zwei 
grösseren  und  einem  kleineren  Individuum,  welche  in  paralleler 
Stellung  verwachsen  sind.  Das  kleinere  Individuum  reicht  am  oberen 
Ende  nicht  bis  zum  Niveau  der  Endfläche  der  beiden  grösseren. 
Das  obere  von  OP  begrenzte  Ende  ist  stark  positiv,  und  es  greift 
diese  Polarität  auch  etwas  auf  die  oberen  Theile  der  Prismenfläche  1 
hinüber.  Auf  dem  unteren  verbrochenen  Ende  ist  die  positive 
Spannung  geringer,  und  geht  in  der  Nähe  der  Flächen  2  und  3,  wo 
jie  Bruchfläche  am  weitesten  in  den  Krystall  hineinschneidet,  in  eine 
schwache  negative  über.  Die  prismatischen  Seitenflächen  sind  mit 
Ausnahme  des  zuvor  erwähnten  oberen  Randes  der  Fläche    I   negativ. 

nimetesit. 

Die  Krystalle  des  Mimetesits  sind  mit  denen  des  Apatits  und 
Pyromorphits  isomorph,  gehören  also  ebenfalls  zum  he\agonalen 
Systeme.     Der  Polkantenwinkel  beträgt  nahe  80". 

']  Bei  den  Apatitkrystallen  vom  Sl.  GoUliardt  sind  an  dem  Rande,  an  welchem 
lie  Flüchen  der  Pyramiden  driUer  Arl  auftreten,  die  negativen  Spannungen  ge- 
inger,   als  an  dem  gegenüberliegenden. 
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Während  der  Pyroniorphit  aus  phosphorsaureni  Bieioxyd  uod 
Clilorblei  besieht,  ist  der  Mimetesit  eine  Verbindung  von  arsensaureiu 
Bleioxyd  und  Chlorblei;  jedoch  erscheint  ein  Tlieil  der  Arsensäure 
durch  Phosphorsdure  ersetzt.  Die  Krystalle  haben  eine  wachsgelbe 
oder  gelblichgrUne  Farbe.  Die  Doppelbrechung  des  Minietesits  wird 
als  negativ  angegeben,  während  der  Apatit  und  Pyromorphit  eine 
positive  besitzen. 

Auf  Tafel  1.  habe  ich  die  Netze  dreier  von  Johann  -  Georgeo- 
stadt  stammender  Mimetesitkrystalle  in  natürlicher  Grösse  abgebildet; 
die  beiden  ersten  Krystalle  gehören  der  Freiberger,  der  dritte  der 
hiesigen  mineralogischen  Sammlung. 

Kr y stall  Nr.  1.  Der  gelblichgrüne  Krystall  Nr.  1  Taf.  I.  be- 
steht aus  mehreren  in  paralleler  Stellung  verwachsenen  Individueo 
von  ungleicher  Länge,  welche  von  den  Flächen  ooI\  OP  und  i^  be- 
grenzt werden.  Die  Prismenfläche  3  ist  sehr  unvollkommen  ausge- 
bildet; auf  der  Prismenfläche  4  treten  zwei  Individuen  mit  ziemlich 
breiten  Flächen  auf;  unterhalb  derselben  ist  der  Krystall  angewachsen 
gewesen. 

Die  Endflächen  OP  sind  positiv,  die  Pyramiden-  und  Prismen- 
flächen  negativ  elektrisch,  jedoch  mit  Ausnahme  der  Prismenfläche  i, 
die  auf  den  inneren  Theilen,  sowie  auf  der  unter  ihr  liegenden  An- 
wachsungsstelle  positive  Spannung  zeigt. 

Krystall  Nr.  2.  (Taf.  1.  Nr.  2.)  Der  wachsgelbe  Krystall  trägt 
die  Flächen  oo/\  Pund  OP,  und  ausserdem  noch  sehr  kleine  Flächen 
2P.  Die  Fläche  i)P  am  oberen  Ende  ist  klein,  am  unteren  sehr 
klein.  Mit  den  Prismenflächen  3  und  4  ist  der  Krystall  angewachsen 
gewesen,  und  auch  auf  den  Flächen  2  und  5  finden  sich  an  den 
der  Anwachsungsstelle  benachbarten  Rändern  noch  Verletzungen. 

In  elektrischer  Beziehung  gleicht  dieser  Krystall  dem  vorher- 
gehenden; auch  darin,  däss  die  Prismenflächen  3  und  4,  mit  welchen 
derselbe  angewachsen  gewesen,  nicht  wie  die  übrigen  negativ,  son- 
dern positiv  erscheinen. 

Krystall  Nr.  3.  (Taf.  1.  Nr.  3.)  Der  gelblichgrüne  Krystall 
Nr.  3  wird  nur  von  den  Flächen  ooi\  0/*  und  P  begrenzt.  Kr 
sitzt  noch  an  einem  kleinen  Quarzgesteine,  und  ist  mit  den  unteren 
Theilen  der  Prismenfläche  4  und  besonders  der  Fläche  5  an  dasselbe 
angewachsen.     Die   Fläche    4    zeigt,   dass   der   Krystall   aus   drei  in 
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paralleler  Stellung  betincilichen  Individuen  bestehl.  Unlen  links  auf 
der  Prismenfläche  6  ist  ein  anderer  nur  wenig  kleinerer  Mimetesit- 
krystall  (in  der  Zeichnung  nicht  abgebildet)  eingewachsen. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  dem  grösseren  Krystalie  ent- 
spricht der  auf  den  beiden  vorhergehenden  beschriebenen;  auch  bei 
ihm  sind  die  beiden  Prismenflächen  4  und  5,  mit  deren  unteren 
Theilen  er  angewachsen  ist,  positiv.  Die  untere  Endfläche  0  P  Hess 
sich  wegen  der  daneben  und  darüber  liegenden  Prismenflächen  des 
zweiten  Krystalles  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  nicht  untersuchen. 

Die  eigenthumliche  Erscheinung,  dass  beim  Mimetesit  eine  oder 
zwei  Prismenflächen  positive  Spannung  anstatt  der  negativen  zeigen, 
steht  nicht  vereinzelt  da;  ich  habe  dieselbe  beim  Beryll,  der  in  seinem 
elektrischen  Verhalten  mit  dem  Mimetesit  übereinstimmt,  gleichfalls 
beobachtet '^).  Während  bei  den  Smaragden  und  einer  Anzahl  Berylle 
sämmtliche  Prismenflächen  negativ  erschienen,  fand  ich  andere  grüne 
und  gelbe  Berylle,  bei  welchen  eine  oder  zwei  Prismenflächen  po- 
sitive Elektricität  zeigten.  Bei  den  untersuchten  Beryllkrystallen  Hess 
sich  in  den  meisten  Fällen  kein  Grund  für  diese  Abweichung  nach- 
weisen, da  die  Krystalie  am  unteren  Ende  verbrochen  und  die  vor- 
handenen Stücke  der  Prismenflächen  vollkommen  ausgebildet  waren; 
nur  in  einem  Falle,  bei  dem  in  meiner  früheren  Abhandlung  unter 
Nr.  9  ''*^)  abgebildeten  Krystalie,  war  die  Anwachsungsstelle  deutlich 
sichtbar.  Dieselbe  lag  unterhalb  der  mit  3  bezeichneten  Fläche,  und 
auf  dem  oberen  gut  ausgebildeten  Theile  dieser  Fläche,  sowie  auf 
dem  unteren  in  seiner  Bildung  gehemmten  trat  die  positive  Polarität 
anstatt  der  negativen  auf. 

In  gleicher  Weise  sehen  wir,  dass  auch  beim  Mimetesit  auf  den 
Flächen,  mit  welchen  die  Krystalie  dieses  Minerals  angesessen  haben, 
die  positive  Spannung  erscheint.  In  dem  erwähnten  Umstände  haben 
wir  daher  jedenfalls  den  Grund  für  das  Auftreten  der  zuletzt  ge- 
nannten Polarität  zu  suchen.  Anwachsungs-,  Bruch-  und  Durch- 
gangsflächen zeigen  bei  bestimmten  Lagen,  wie  ich  dies  durch  viel- 
fache Beispiele  in  meinen  früheren  Abhandlungen  nachgewiesen  habe, 
gerade    die   entgegengesetzte    Elektricität,   als   solche   bei    normaler, 


*)   Diese  Abh.   Bd.   XVIII.   S.   238. 
**)   Ebend.  Taf.  U. 
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vollkommener  Ausbildung  an  den  betreffenden  Stellen  entstehen  würde. 
Der  Einfluss  der  mangelhaft  gebildeten  oder  in  ihrem  Wacbsthujo 
gehemmten  Stellen  überträgt  sich  denn  auch  noch  auf  die  mit  ihneo 
zusammenhängenden  Krystallfldchen. 

Welchen  Einfluss  die  Anwachsungsstelle  ausüben  kann,  habe  ich 
in  meiner  Abhandlung  über  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  der 
Schwerspathkrystalle*)  nachgewiesen.  Während  nämlich  die  Au- 
vergner  Schwerspathkrystalle  gewöhnlich  in  der  Richtung  der  Brachy- 
diagonale  verlängerte  Säulen  bilden,  exisliren  auch  einzelne,  welche 
in  ihrer  Form  sich  mehr  den  Przibramer  KrvsUllen  nähern  und  Id 
der  Richtung  der  Makrodiagonale  verlängerte  Säulen  darstellen.  Die- 
selben sitzen  aber  auf  einem.  Krystalle  der  gewöhnlichen,  in  der 
Richtung  der  Brachydiagonale  verlängerten  Form  wie  auf  einem  Stiele 
oder  schliessen  einen  Kern  von  der  genannten  Form  ein;  infolge 
dessen  stimmen  sie  in  ihrer  elektrischen  Yertheilung  auch  mit  der 
diesem  Stiele  oder  Kerne  zugehörigen  überein. 

Nach  Zerenner  finden  sich  zu  Almodovar  del  Campo  in  der 
Provinz  Murcia  lose  Krystalle  von  Mimetesit,  die  von  ihm  als  hemi- 
niorph  bezeichnet  werden.  Das  elektrische  Verhalten  beweist  jedoch, 
dass  die  Krystalle  des  Mimetesits  nicht  hemimorph  sind.  Wenn  das 
eine  Ende  in  seiner  Bildung  von  dem  anderen  etwas  abweicht,  so 
ist  diese  Abweichung  eine  Folge  zufälliger  Störungen  bei  der  Bil- 
dung der  Krystalle,  wie  solche  beim  Topas  ^')  und  Schwerspath'*') 
ebenfalls  vorkommen,  ohne  dass  die  Krystalle  als  hemimorph  zu 
betrachten  sind. 

Phcnakit« 

Der  Phenakit  besteht  aus  kieselsaurer  Bervllerde,  und  ist  bis 
jetzt  nur  an  drei  Orten  gefunden  worden.  Zuerst  entdeckte  ihn 
Nordenskiöld  1833  unter  Mineralien  aus  den  Smaragdgruben  bei 
Katharinenburg  am  Ural,  1834  fand  ihn  Beyrich  bei  Framonl  in 
Lothringen,  und  18i4  erkannte  G.  Rose  sein  Vorkommen  im  llmon- 
gebirge. 


•)    Diese  Abhandl.    Bd.   \V.   S.    3  2Ö. 
••)    Diese  Ablicinill.    Bd.    \IV.    S.    H70. 
"'^)   Diese  Abhandl.  Bd.   XV.   S.    i77. 
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Die  Kryslalle  des  Phenakits   gehören   zum  hexagonalen  Systeme 
zwar  zu  der  rhomboedrisch-tetartoedrischen  Abtheilung  desselben. 
•  Polkantenvvinkel  des  Grundrhomboeders  misst   116'*  36'. 

Ich  habe  vier  Krystalle  zur  Untersuchung  verwenden  können. 
r  erste  weingelb  gefärbte  (Nr.  1)  gehört  dem  hiesigen  mineralo- 
eben  Museum  und  stammt  von  Framont;  der  zweite  (Nr.  2),  der 
jiberger  Sammlung  entliehene  und  schlechthin  als  vom  Ural  stammend 
zeichnet,  weist  durch  seine  Beschaffenheit  auf  das  Ilmengebirge 
i;  er  ist  farblos  und  in  den  gut  ausgebildeten  Theilen  ziemlich 
rchsichtig.  Die  beiden  anderen  dem  hiesigen  mineralogischen 
iseum  gehörigen  grossen  Krystalle  waren  in  den  Smaragdgruben 
i  Katharinenburg  gefunden. 

Krystall  Nr.  I.  Das  Netz  dieses  Kryslalles  ist  Nr.  1  Taf.  I. 
natürlicher  Grösse  abgebildet.  Er  ist  eine  Combination  eines  sechs- 
tigen Prismas  zweiter  Art  ooP2  mit  der  entsprechenden  sechsseitigen 
ramide  oder  den  beiden  Rhomboedern  zweiter  Art  -|- |  P2  und 
|P2.  Die  Polkanten  dieser  sechsseitigen  Pyramide  sind  sämmt- 
h  abgestumpft;  es  treten  also  beide  Rhomboeder  +i/i  und 
{H  auf.  Die  Seitenkanten  des  verticalen  Prismas  ooP2  stumpft 
iwach  das  Prisma  erster  Art  oo  P  ab.  An  den  oberen  Enden  der 
iden  benachbarten  Kanten  (1 .  2)  und  (2.  3)  scheinen  Flächen  des 
undrhomboeders  +  I^  und  —  B  z\x  liegen.  Eine  Fläche  derselben 
stalt  liegt  am  unteren  Ende  der  Kante  (6.  1),  und  die  Combina- 
nskante  dieser  FlUche   mit  der  Fläche  1   des   Prismas  ooP2  wird 

rch    eine   Fläche    des   Rhomboeders   dritter  Art   —  j  3  Pf  abge- 
impft*). 

Der  Krystall  ist  übrigens  nur  an  seinem  oberen  Ende  gut  aus- 
bildet, also  in  den  oberen  Flächen  S  P2  und  \R.  Von  den  Pris- 
'nflächen    ooP2   sind  die   mit   1,    2   und    3    bezeichneten   Flächen 


*)  Nach  Bei  rieh  (Pogg.  Annal.  Bd.  34.  S.  Di\)  sind  die  zu  Framont  vor- 
)menden  Krystalle  sehr  häufig  durcheinander  gewachsene  Zwillinge,  bei  denen 
Uauptaxe  beiden  Individuen  gemein  ist,  die  UhomboederfVachen  aber  umgekehrt 
Kn  dieselbe  liegen.  Ob  der  vorliegende  Krystall  auch  als  solcher  aufzufassen 
vermag  ich  nicht  zu  entscheiden;  ausser  dem  Auftreten  der  Flächen  von  R 
^R  auf  benachbarten  Kanten  war  auf  seinen  Flächen  kein  weiteres  Anzeichen 
T  Zwillingsbildung  zu  finden.  Die  elektrische  Vertheilung  würde  durch  eine 
he  Zwiliingsbildung  nicht  geändert  werden. 
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ziemlich  vollständig  vorhanden;  von  der  Fläche  6  findet  sich  nur  eio 
Rest,  während  die  Flächen  4  und  5  verbrochen  sind.  Auf  der  un- 
teren Seite  liegen  nur  unterhalb  der  Prismenflächen  1  und  2  unvoll- 
koromene  Flächen  von  |  P2. 

Die  beim  Erkalten  auf  diesem  Krystalle  beobachteten  eleklrischeD 
Spannungen  sind  schwach ;  die  beiden  Enden  der  Hauptaxe  und  die 
sie  umgebenden  Pyramidenflächen  zeigen  positive,  die  vorhandenen 
prismatischen  Seitenflächen  dagegen  negative  Elektricität.  Die  an- 
gegebene elektrische  Vertheilung  stimmt  mit  der  auf  den  meisien 
früher  untersuchten  optisch  einaxigen  Krystallen  gefundenen  Uberein. 

Kr y stall  Nr.  2.  Dieser  Krystall  ist  nur  ein  Bruchstück,  wel- 
ches ungefähr  ein  Drittel  des  vollständigen  darstellt.  Er  ist  eine 
Combination  der  Gestalten  +  i?,  —  ^i?,  +  lP2,  —  f  P2,  +  |P2, 

+  Y  ll^h  öoP  und  ooP2.  Ich  bilde  das  Bruchstück  in  einer  An- 
sicht von  oben  (Fig.  2-4.)  und  einer  solchen  von  unten  (Fig.  2B.) 
ab.  Die  links  neben  A  gezeichnete  Fläche  C  bildet  auf  der  linken 
Seite  die  Begrenzung;  sie  ist  ziemlich  eben,  und  scheint  durch  An- 
liegen an  einer  fremden  Fläche  entstanden  zu  sein.  Die  rechts  ge- 
zeichnete Fläche  D,  welche  rechts  hinten  den  Krystall  begrenzt,  ist 
uneben  und  durch  Bruch  entstanden;  an  dieser  Stelle  ist  der  Krystall 
angewachsen  gewesen. 

Die  elektrische  Vertheilung  ist  durch  die  Hemmnisse  bei  der 
Bildung  und  durch  die  Verletzungen  sehr  gestört.  Das  obere  und 
untere  Ende  der  Uauptaxe  ist  positiv;  ebenso  sind  auf  der  oberen 
Seite  die  gegen  die  Axe  geneigten  Flächen  positiv.  Auf  der  unteren 
Seite  findet  sich  diese  Polarität  nur  auf  dem  in  der  Nähe  der  Brucb- 
fläche  liegenden  Theile  der  Fläche  -|-  it,  während  die  übrigen  Theile 
negative  Spannung  zeigen.  Die  Bruchfläche  D  ist  positiv,  die  durch 
Anliegen  gebildete  Fläche  C  aber  negativ.  Während  die  elektrischen 
Spannungen  auf  dem  Krystall  Nr.  1  nur  schwach  auftreten,  erreichen 
sie  auf  dem  Krystall  Nr.  2  eine  ziemliche  Stärke. 

Auf  den  beiden  grossen  aus  den  Smaragdgruben  bei  Katharinen- 
burg  stammenden  Phenakitkrystallen,  die  noch  zum  Theil  mit  einer 
dünnen  Lage  von  Glimmerschiefer  bedeckt  sind,  habe  ich  die  Lage 
der  Pole  nicht  mit  Sicherheit  bestimmen  können. 
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Pennin, 

Die  Kryslalle  des  Pennins  sind  gewöhnlich  Rhomboeder,  deren 
)lpcken  durch  die  Flächen  Oit  abgestumpft  sind.  Der  Polkanten- 
inkel  des  Rhomboeders  beträgt  angenähert  65^.  Ausser  diesem 
bomboeder  -f-  ^  kommt  auch  das  Gegenrhomboeder  —  it,  welches 
IS  erstere  zu  einer  hexagonalen  Pyramide  ergänzt,  und  zwar  bis- 
eilen in  gleich  grosser  Entwickelung  vor.  Doch  zeigt  sich  in  dem 
tzlen  Falle  ein  mehr  oder  minder  grosser  Unterschied  in  dem  Glänze 
jr  abwechselnden  Flächen  dieser  beiden  Rhomboeder.  Wenn  ich 
ne  Beobachtung  an  einem  Krystalle,  an  welchem  das  Gegenrhom- 
)eder  nur  in  kleinen  Flächen  auftrat,  als  ganz  allgemein  geltend  be- 
achten darf,  so  würden  die  Flächen  des  Gegenrhomboeders  —  R 
was  stärkeren  Glanz  besitzen,  als  die  des  Grundrhomboeders  -}-  7?. 

Der  Pennin  ist  senkrecht  gegen  seine  Haupt^xe,  also  parallel 
\[  Q  R  sehr  vollkommen  spaltbar,  und  die  meisten  in  den  Samm- 
Qgen  aufbewahrten  Exemplare  sind  an  beiden  Enden  von  diesen 
urchgangsnächen  begrenzt.  Seltener  sind  sie  an  einem  Ende,  noch 
Itener  an  beiden  Enden  mit  Krystallflächen  versehen;  dabei  ist 
doch  die  Ausbildung  insofern  unvollkommen,  als  sich  das  betreffende 
nde  in  zahlreiche  durch  kleine  Flächen  0  7?  abgestumpfte  Spitzen 
iflöst. 

Die  chemischen  Bestandtheile  des  Pennins  sind:  32,5  Kiesel- 
ure,  14,5  Thonerde,  34  Magnesia,  5  Eisenoxydul  und  14  Wasser. 
]rch  das  Eisenoxydul  ist  das  Mineral  grün  gefärbt;  die  Oberfläche 
T  Krystalle  sieht  dunkel  grUnschwarz  aus.  Das  Wasser  ist  in  einer 
^enthümlichen  Verbindung  vorhanden,  da  es  erst  in  starker  Glüh- 
te entweicht.  Der  hohe  Wassergehalt  ist,  ebensowenig  wie  beim 
K)phyllit  und  beim  Honigstein,  ein  Hinderniss  für  die  Fähigkeit  der 
isse  gut  zu  isoliren,  die  auch  durch  das  vorhandene  Eisenoxydul 
eh  nicht  vermindert  wird. 

Während  ein  Theil  der  Penninkrystalle  durch  Temperaturände- 
Qgen  ziemlich  starke  elektrische  Spannungen  erhält,  erscheinen 
iselben  auf  anderen  Individuen  desselben  Fundortes  ganz  ausser- 
dentlich  schwach,  und  es  giebt  kein  Anzeichen,  um  im  Voraus  zu 
kennen,  ob  ein  Krystall  starke  oder  schwache  Elektricit^t  beim  Er- 
zen und  beim  Erkalten  zeigen  wird. 
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Die  Krystalle,  welche  ich  auf  ihr  therrnoelektrisches  Verhallen 
untersucht  habe,  stammen  von  Zermatt  im  Canton  Wallis;  für  einige 
derselben  war  speciell  der  Findelengletscher  daselbst  als  Fundorf  an- 
gegeben. 

Auf  den  beigefügten  Tafeln  habe  ich  acht  Krystalle,  theiis  in 
ihren  Netzen,  theiis  in  projeclivischer  Ansicht,  wie  es  eben  die  Form 
derselben  gestattete,  in  natürlicher  Grösse  abgebildet. 

A,  Krystalle,  welche  seitlich  vorzugsweise  von  den 
Flächen  des  Rhomboeders  -|-  Ä  begrenzt  werden. 

Kryslall  Nr.  1.  (Taf.  1.  Nr.  1.)  Das  obere  Ende  dieses  Kry- 
stalles  läuft  in  zahlreiche  von  kleinen  Flächen  OjR  abgestumpfte  Spitzen 
aus ;  an  dem  unteren  Ende  ist  er  von  dem  mit  0  R  parallelem  Durch- 
gänge begrenzt.  Seine  Seitenflächen  werden  von  den  Flächen  des 
Rhomboeders  -f-  jR  gebildet;  doch  treten  am  oberen  Ende  auch  kleine 
Flächen  —  Ä  auf. 

Beim  Erkalten  sind  die  Enden  der  Hauptaxe  negativ,  die  Seiten- 
flächen aber  positiv;  jedoch  breitet  sich  die  negative  Elektricität  von 
der  oberen  Spitze  noch  über  die  benachbarten  Theile  der  Rhom- 
boederflächen  aus.  Die  Intensität  der  elektrischen  Spannungen  ist  an 
manchen  Stellen  sehr  beträchtlich;  am  oberen  Ende  wurde  das  Gold- 
blättchen des  Elektrometers  ganz  aus  dem  Gesichtsfelde  des  Mikro- 
skopes  hinausgetrieben  *).  Der  Durchgang  am  unteren  Ende  ist  be- 
trächtlich schwächer  negativ  elektrisch,  als  das  obere  ausgebildete 
Ende. 

Ob  ein  solcher  Durchgang  überhaupt  noch  negativ,  oder  theiis 
negativ  theiis  positiv,  oder  ganz  positiv  ist,  hängt  von  seiner  Stellung 
zu  dem  ganzen  Krystalle  ab.  Liegt  er  nahe  am  natürlichen  Ende, 
so  erscheint  er  noch  negativ,  wenn  auch  schwächer  als  das  ausge- 
bildete Ende,  wie  bei  vorliegendem  Krystalle;  je  weiter  er  sich  von 
diesem  Ende  entfernt,  um  so  mehr  nimuit  die  negative  Spannung  ab, 
und  geht  in  die  positive  über**). 

Krvslall  Nr.  2.     Die  von  Herrn  Baron  v.  Seherr-Thoss  mir 
eHohene  kleinem  Krystallgruppe  besteht  hauptsächlich  aus  drei,  jedoch 


« 


*)   In  der  Zeichnung  durch  =  angedeutet. 


;    Ich    habe    dieses    Verhalten    der    Durchgange   bereits  am  Topas    Bd.  X' 


] 

S.    441),    am  Gyps    (Bd.    Will.    S.    48:j)    und  anderen  Krystallen  nachgewieseü 
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Dicht  in  paralleler  Stellung  verwachsenen  Individuen,  die  an  Gestalt 
dem  unter  Nr.  1  beschriebenen  gleichen.  Am  oberen  Ende  w^erden 
zwei  Individuen  von  Krvstallflächen  07?,  das  dritte  aber  von  einem 
dicht  imler  dem  ursprünglichen  Ende  angeschlagenen  Durchgange 
begrenzt.  Am  unteren  Ende  findet  sich  meistens  ebenfalls  der  Durch- 
gang, jedoch  auf  den  liervorragenden  Spitzen  zeigen  sich  die  Flachen 
Ofi.  In  Nr.  2  Taf.  I.  habe  ich  eine  Art  Netz  des  Krystalles,  so  gut 
es  eben  anging,  abgebildet. 

Die  elektrische  Vertheilung  stimmt  mit  der  auf  dem  vorhergehen- 
den Krystalle  beobachteten  überein. 

Kr y stall  Nr.  3.  (Nr.  3  Taf.  1.)  Als  Fundort  dieses  Krystalles 
ist  speciell  der  Findelengletschor  angegeben.  Das  obere  Ende  trägt 
aoch  eine  natürliche  Endfläche,  während  das  untere  von  einem  Durch- 
gange begrenzt  wird,  der  aber  nicht  weit  über  dem  Ende  gelegen 
hat.  Die  Seitenflächen  bildet  das  Rhomboeder  -|-  Ä.  Die  elektrische 
Vertheilung  gleicht  der  auf  den  beiden  vorhergehenden  beobachteten. 
Bei  ihm  ist  ebenso  wie  bei  diesen  die  negative  Spannung  auf  der 
oberen  ausgebildeten  Endfläche  viel  stärker,  als  auf  der  unteren  Durch- 
gangsfläche. 

Kr y stall  Nr.  4.  Wie  aus  dem  Nr.  4  Taf.  1.  gezeichneten  Netze 
hervorgeht,  bildet  der  Krystall  eine  mit  den  Flächen  1  und  4  par- 
allele Tafel.  Sein  oberes  Ende  zeigt  noch  die  natürlichen  Endflächen 
DA;  auch  am  unteren  Ende  treten  nach  den  Flächen  2  und  3  hin 
einige  kleine  Krystallflächen  0  H  auf,  während  den  grössten  Theil  der 
Begrenzung  eine  nicht  sehr  weit  über  dem  natürlichen  Ende  ange- 
schlagene Durchgangsfläche  bildet.  Die  seitliche  Begrenzung  bildet 
las  Rhomboeder  -J-  Ä.  Auf  der  Fläche  4  erscheint  der  Krystall  aus 
uehrefen  in  paralleler  Stellung  befindlichen  Individuen  zusammen- 
jeselzt.    .Die  Rhomboederfläche  3  ist  verbrochen. 

Die  obere  Endfläche  ist,  wie  bei  den  beiden  vorhergehenden 
irystallen,  sehr  stark  negativ;  auf  der  unteren  tritt  auf  den  noch 
vorhandenen  Flächen  0  li  in  der  Nähe  der  Flächen  2  und  3,  und 
'benso  auf  dem  benachbarten  Theile  der  Durchgangsfläche  gleichfalls 
lie  negative,  dagegen  auf  dem  übrigen  nach  den  Flächen  5  und  6 
in  gelegenen  Theile  des  Durchganges  bereits  die  positive  Elektricität 
^if-  Die  seitlichen  Rhomboederflächen  sind  im  Allgemeinen  positiv, 
"t  Ausnahme  der  Fläche  6,  auf  welcher  sich  die  negative  Polarität 


in  abnehmender  Stärke  von  oben  nach  unten  herabzieht.  Es  liegt 
hier  also  ein  ähnliches  Verhalten  vor,  wie  ich  solches  früher  bereits 
beim  Beryll*)  und  beim  Mimelesit**)  gefunden  habe,  bei  denen  bis- 
weilen eine  oder  zwei  der  prismatischen  Seitenflächen  die  den  Enden 
entsprechende  Polarität  annehmen.  Bei  den  Mimetesiten  Hess  sich 
als  Grund  für  diese  Abweichung  das  Anwachsen  mit  den  betreffen- 
den Flächen  anführen.  Ob  der  vorliegende  Pennin  in  der  Nähe  der 
Fläche  6  angewachsen  gewesen  ist,  lässt  sich  aus  seiner  gegen- 
wärtigen Form  nicht  mit  Gewissheit  bestimmen,  da  das  untere  Ende 
an  dieser  Stelle  von  einem  Durchgange  glatt  begrenzt  ist.  Hat  hier 
in  der  That  die  Anwachsung  stattgefunden,  so  fände  damit  die 
positive  Spannung  auf  der  linken  Seite  der  unteren  Endfläche  und 
die  negative  auf  der  Fläche  6  ihre  Erklärung. 

Krystall  Nr.  5.  Der  Krystall  (Nr.  5  Taf.  I.)  ist  seitlich  von 
den  Flächen  des  Rhomboeders  -["  ^  begrenzt.  Am  oberen  und  unteren 
Ende  finden  sich  Durchgangsflächen,  die  aber,  wie  aus  der  Beschaffen- 
heit des  Krystalles  zu  erkennen,  nahe  unter  den  ausgebildeten  Enden 
angeschlagen  sind,  und  daher  auch  noch  negativ  erscheinen.  Die 
elektrische  Vertheilung  entspricht  den  auf  den  Krystallen  Nr.  1,  2 
und  3  beobachteten. 

Krystall  Nr.  6.  (Nr.  6  Taf.  I.)  Der  vom  Findelengletscher 
stammende  Krystall  wird  seitlich  von  dem  Rhomboeder  -j-fi,  am 
oberen  und  unteren  Ende  aber  von  Durchgangsflächen  begrenzt. 
Die  elektrische  Vertheilung  gleicht  der  auf  Nr.  1  bis  3  beobachteten, 
nur  erscheint  die  untere  Durchgangsfläche  positiv;  sie  hat  also  weiter 
ab  vom  unteren  Ende  gelegen,  als  die  obere  vom  oberen  Ende. 

li,  Krystalle,  bei  welchen  die  beiden  Rhomboeder 
+  R  und  —  R  gleich  stark  ausgebildet  sind. 

Krystall  Nr.  7.  (Nr.  7  Taf.  I.)  Der  Krystall  besieht,  wie 
die  Abbildung  der  oberen  und  unteren  Durchgangsfläche  zeigt,  aii=^ 
einem  i^rossen  und  einem  kleinen  in  paralleler  Stellung  verwaclisenei^ 

An  beiden  Enden  wird  er  von  Durchgangsflächen  begrenzt;  ni»  ^ 
erkennt  aber  an  den  Seitenflächen,  welche  von  den  oberen  Flächen  "<* 
der  beiden  Rhomboeder    -]-  '^   ""^'  —  ^   gebildet  werden,   dass  d  ^^ 


*i    Diese  Ahliaiidl.   Bd.    XVfff.   S.    i'ifj. 
**)    S.   oben  S.    556. 
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obere  Durchgangsfläche  dem  natürlichen  Ende  näher  gelegen  hat. 
Sie  zeigt  daher  auch  auf  dem  grössten  Theile  noch  negative  Spannung, 
während  die  untere  nur  an  dem  einem  Bande  negativ,  in  dem  bei 
weitem  grössten  Theile  aber  positiv  ist.  Dafür  breitet  sich  die  negative 
Polarität  von  der  oberen  Durchgangsfläche  über  die  Flächen  6  und  4 
aus.  Sehr  eigenthümlich  ist  die  elektrische  Vertheilung  auf  der 
Fläche  5,  die  oben  einen  positiven  Streifen  zeigt,  während  die  Mitte 
und  der  untere  Theil  wieder  negativ  erscheint;  ein  Verhalten,  das 
sich  bei  dem  folgenden  Krystalle  fast  auf  allen  Seitenflächen  wiederholt. 

Krystall  Nr.  8.  Wie  aus  dem  in  Nr.  8  Taf.  I.  gezeichneten 
Netze  hervorgeht,  werden  die  Seitenflächen  dieses  Krystalles,  der 
I  Dur  das  obere  Ende  eines  grösseren  Individuums  darstellt,  von  den 
oberen  Flächen  der  beiden  Rhoniboeder  +  ^  ^^^  —  Ä  in  gleich 
starker  Entwickelung,  aber  in  eigenthümlich  nach  innen  gekrümmter 
Weise  gebildet.  Auf  dem  oberen  knopfförmig  verdickten  Ende  selbst 
liegen  ferner  noch  kleine  Flächen,  welche  jedoch  eine  Messung  nicht 
gestatten.  Die  Rhomboederflächen  sind  abwechselnd  mehr  oder 
weniger  glänzend. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  diesem  Krystalle  ist  sehr  eigen- 
thümlich. Das  obere  ausgebildete  Ende  ist  sehr  stark  negativ,  der 
Durchgang  am  unteren  Ende  sehr  stark  positiv"),  und  es  greift  auch 
diese  positive  Spannung  noch  auf  die  anliegenden  Theile  der  meisten 
Rhomboederflächen  über.  x\uf  den  Rhomboederflächen  erscheint  oben 
unterhalb  des  knopfförmigen  Endes  auf  allen  Flächen  (mit  Ausnahme 
der  Fläche  3)  eine  schmale  positive  Zone,  während  die  weiter  ab- 
wärts gelegenen  Theile  wieder  negativ  sind. 

Dioptas« 

Der  Dioptas  kommt  in  dem  Kalksteine  .eines  Berges  bei  dem 
''^'usse  Altyn-Ssu,  300  Werst  südlich  von  dem  Vorposten  Kariakowsky 
('Mittlere  Kirgisensteppe)  vor,  und  wurde  daselbst  von  einem  bucha- 
''^chen  Kaufmann  Aschir  Achmed  auf  seinen  Handelsreisen  ent- 
^^ckt.  Später  hat  man  ihn  auch  in  den  sibirischen  Goldseifen,  so- 
^ie  in  Südamerika  gefunden.     Nach  seinem  ersten  Entdecker  erhielt 


*j  In  der  Zeichnung  durch  ^  angedeutet. 
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dies  Mineral  den  Namen  Aschirit:  Werner  bezeichnete  es  als  Kapfer- 
smaragd;  der  Name  Dioptas  oder  Cuivre  dioptase  wurde  ihm  von 
Hauy  beigelegt. 

Die  Kristalle  des  Dioptases  sind  meistens  durch  Verwachsung 
einer  Anzahl  nicht  genau  in  paralleler  Stellung  befindlicher  Indivi- 
viduen  gebildet;  ihre  Farbe  ist  vorzugsweise  smaragdgrün.  Sie  sind 
durchsichtig  bis  durchscheinend.  Als  chemische  Bestandtheile  ent- 
halten sie :  38  Kieselsäure,  50,5  Kupferoxyd  und  1 1 ,5  Wasser; 
letzteres  entweicht  erst  bei  Temperaturen  über  400**. 

Der  Dioptas  gehöit  seiner  Gestalt  nach  zum  hexagonalen  Systeme, 
und  zwar  zu  der  rhomboedrisch  -  tetartoedrischen  Abtheilung  des- 
selben. Er  besitzt  eine  vollkommene  Spaltbarkeit  nach  den  Flächen 
eines  Rhombooders  mit  einem  Polkantenwinkel  von  1 25^  55'.  Nimmt 
man  dieses  Rhomboeder,  weiches  aber  nicht  als  Krystallflüche  er- 
S(rheint,  zur  Grundgestalt  I?.  so  zeigen  die  Krystalle  gewöhnlich  das 
Rhomboeder  — 21?,  und  das  zweite  sechsseitige  Prisma  ooP%  Die 
Fluchen  des  Rhomboeders  —  2  Ä  sind  also  auf  die  Kanten  des  Pris- 
mas ooP2  aufgesetzt.  Das  Grundrhomboeder  stumpft  die  Kanten 
des  Rhomboeders  — 21?  ab.  Ausserdem  treten  öfter  auf  den  ab- 
wechselnden von  — 2/?  und  ooP2  gebildeten  Kanten  die  Flächen 
eines  Rhomboeders  dritter  Ordnung  (eines  Halbflöchners  des  Ska- 
lenoedors  oder  eines  rhomboedrischen  Viertelflächners  der  dihexa- 
gonalon  Pyramide)   auf. 

Die  Feststellung  des  thermoeloktrischen  Verhaltens'')  der  Dioptase 
wird  durch  den  Mangel  an  ringsum  vollkommen  ausgebildeten  Kn- 
stallon  sehr  erschwert.  Es  gelingt  aber  doch  durch  Vergleichung 
der  auf  verschiedenen  mehr  oder  minder  vollstUndigen  Krystallen  und 
Bruchstücken  derselben  ausgeführten  Beobachtungen  das  Gesetz  für 
die  normale  Vertheilung  der  ElektricitUt  aufzustellen. 

Die  Netze  der  abgebildeten  Krystalle  sind  in  doppelter  Grösse 
gezeichnet,  jedoch  mit  Ausnahme  von  Nr.  8,  welcher  nur  in  natür- 
licher Grosse  dargestellt  ist. 


*)   llauy  (Traite  de  mineral.   II.  ed.  l.   III.   p.  478)   nennt  den  DiopUs  eift«^ 
Leiter   der   Elektricität.     Diese  Angabe    ist    iirthünilich ;    wäre    der  Dioplas  in  d*^ 
That  ein   Leiter,    so  konnten    thernioelekiriscbc    Spannungen   auf   ihm   nicht  beoV 
achtel  werden. 
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Krystall  Nr.  1.  In  Nr.  1  Taf.  I.  ist  das  Netz  dieses  Krystalles 
vveit  es  möglich  abgebildet  worden.  Mit  dem  Hauptkrystalle,  der 
den  Prismenflächen  6,  1  und  dem  linken  Theile  der  Fläche  2 
auch  gut  ausgebildet  erscheint,  sind  andere  kleinere  Individuen, 
in  nicht  paralleler  Stellung  verwachsen;  namentlich  finden  sich 
n  auf  der  Fläche  3  zwei  kleinere  Dioptase  mit  ihren  Hauptaxen 
ief  gegen  die  Hauptaxe  des  grösseren  Krystalles  aufgelagert.  Auf 
Fläche  5,  besonders  aber  auf  der  Fläche  4,  liegt  eine  tiefe  Grube; 
trhaupt  ist  die  Fläche  4  äusserst  mangelhaft  gebildet.  Das  obere 
le  läuft  infolge   der  Zusammensetzung    in  mehrere   Spitzen   aus; 

untere  Ende  besitzt  noch  grössere  Theile  der  beiden  auf  die 
ilen  (6.1)  und  (2.3)  aufgesetzten  Rhomboederflächen ;   an  Stelle 

dritten  findet  sich  eine  Bruchfläche. 

Beim  Erkalten  sind  die  beiden  Enden  der  Hauptaxe  negativ; 
Seitenflächen  zeigen  positive  Spannung,  mit  Ausnahme  der  Fläche  5 

des  anliegenden  Stückes  der  Fläche  6. 

Krystall  Nr.  2.     Der  Nr.  2  Taf.  I.  abgebildete  Krystall  besteht 

zwei  Individuen  A  und  ß,  deren  Hauptaxen  gegen  einander  ge- 
;t  sind.  In  der  Zeichnung  sind  nur  die  an  dem  Krystall  A  sicht- 
en Flächen  abgebildet.  An  A  sind  beide  Enden  ziemlich  gut  aus- 
ildet,  von  den  Prismenflächen  sind  nur  die  Flächen  1,  2  und  zum 
ii  3  vorhanden;  an  Stelle  der  Flächen  4  und  5  findet  sich  eine 
benc,  durch  Anliegen  in  ihrer  Ausbildung  gehemmte  Fläche,  welche 
h  über  das  Individuum  D  hinweggeht. 

Die   beiden   Enden   der  Hauptaxe  des  Individuums  A  sind  wie 

dem  vorhergehenden  Krystalie  negativ;  die  gut  ausgebildeten 
enflächen  zeigen  positive,  die  in  ihrer  Bildung  gehemmte  Fläche 
egen  wieder  negative  Spannung. 

Krystall  Nr.  3.  In  Nr.  3  Taf.  II.  ist  das  Netz  dieses,  Herrn 
onvon  Seher-Thoss  gehörigen  Krystalles  gezeichnet.  Das  obere 
te  ist  ziemlich  gut  ausgebildet;  das  untere  zeigt  noch  grössere 
ike  von  zwei  Rhomboederflächen,  ist  aber  in  dem  übrigen  Theile 
lahlreiche  Spitzen  aufgelöst.     Unten  an  der  Fläche  5  hat  der  Kry- 

angesessen,  und  es  liegt  daselbst  noch  eine  kleine  Kalkspath- 
ße  mit  blätterigem  Durchgange. 

Die  Enden  der  Hauptaxe  sind  negativ,  jedoch  verhalten  sich 
oberen  Ende  die  drei  Rhomboederflächen  nicht  in  gleicherweise; 
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auf  der  Rhomboederfläche  über  der  Kante  (5 .  6)  zeigt  sich  bereits  in 
der  linken  unteren  Hälfte  die  positive  Spannung.  Auf  den  Prismen- 
flachen  waltet  zwar  die  positive  Spannung  vor,  doch  zieht  sich  über 
die  Fläche  2  die  negative  Spannung  vom  unteren  Ende  aus  an  Stärke 
abnehmend  nach  oben,  und  über  die  Fläche  3  vom  oberen  Ende 
aus  abnehmend  nach  unten.  Es  bildet  sich  gewissermassen  ein  seit- 
licher Gegensatz  zwischen  den  Kanten  (2 . 3)  und  (5 . 6)  aus,  der 
möglicherweise  durch  die  unten  auf  5  erfolgte  Anwachsung  bedingt 
sein  könnte. 

Kry  stall  Nr.  4.  Der  dem  hiesigen  mineralogischen  Masenm 
gehörige  Krystall  Nr.  4  Taf.  II.  zeigt  das  obere  Ende  ziemlich  gut 
ausgebildet;  das  untere  Ende  ist  verbrochen,  trägt  aber  noch  Reste 
von  Rhomboederflächen. 

Am  oberen  Ende  sind  die  Rhomboederflächen  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  negativ,  und  os  verbreitet  sich  die  negative  Spannung 
auch  über  die  anliegenden  Ränder  mehrerer  Prismenflächen,  die 
ganz  oder  in  ihrem  grössten  Theile  positiv  sind,  jedoch  mit  Aasnahme 
der  Fläche  1,  wo  die  positive  Polarität  nur  in  der  Mitte  erscheint. 
Das  untere  Ende  zeigt  theils  negative,  theils  positive  Spannung. 

Krystall  Nr.  5.  Der  Herrn  Baron  von  Seher-Thoss  gehörige 
Krystall  Nr.  5  Taf.  II.  trägt  nur  am  oberen  Ende  Rhomboederflächen, 
am  unteren,  wo  er  angewachsen  gewesen,  ist  er  verbrochen.  Die 
vorhandenen  Theile   der  Seitenflächen    sind  ziemlich  gut  ausgebildet. 

Das  obere  Ende  der  Hanptaxe  ist  negativ,  jedoch  findet  sich 
auf  der  einen  Rhomboederfläche  nur  oben  negative  Spannung,  wah- 
rend der  mittlere  und  untere  Theil,  ebenso  wie  die  darunter  liegende 
Prismenfläche  3  unelektrisch  erscheint.  Die  übrigen  Prismenfliiclien 
sind  mit  Ausnahme  der  Fläche  1  positiv.  Das  untere  verbrochene 
Ende  zeigt  positive  Spannung. 

Krystall  Nr.  6.  Der  Krystall  Nr.  6  Taf.  IL  gehört  der  Frei- 
berger  Sammlung  und  ist  nur  am  oberen  Ende  ausgebildet,  am  unteren 
verbrochen.    Die  Seitenflächen  sind  meistens  sehr  mangelhaft  gebildel. 

Die  Rhomboederflächen  am  oberen  Ende  zeigen  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  negative  Spannung,  die  sich  auch  noch  über  die  an- 
liegenden Ränder  der  Prismenflächen  verbreitet.  Die  Prismenflächen 
sind  auf  ihrem  grössten  Theile  positiv,  ebenso  das  untere  verbrochene 
Ende. 
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Kry stall   Nr.  7.     Dieser   ebenfalls    der    Freiberger   Sammlung 

eotlehnle  Krystall  Nr.  7  Taf.  II.  ist  nur  am  oberen  Ende  gut  ausger 

* 

bildet;  eine  Streifung  der  Rhomboederflächen  — 2it  rührt  von  einer 
oscillatorischen  Combination  derselben  mit  einem  Rhomboeder  dritter 
Ordnung  her,  welches  die  links  von  den  Seitenkanten  liegenden 
Durchschnittskanten  von  — %l\  und  oo  P2  abstumpft.  Das  untere 
Ende  ist  theils  von  einem  Bruche  begrenzt,  Iheils  finden  sich  daselbst 
noch  kleine  Reste  einer  Rhomboederfläche,  und  eine  nach  l\  ange- 
schlagene Durchgangsfluche.  Die  prismatischen  Seitenflächen  sind 
sehr  mangelhaft  gebildet. 

Das  obere  Ende  der  Hauptaxe  ist  negativ ;  ebenso  erscheint  auf 
dem  Durchgange  am  unteren  Ende  eine  schwache  negative  Spannung, 
Nvährend  die  daselbst  befindliche  Bruchfläche  positiv  ist.  Die  pris- 
matischen Seitenflächen  1,  5  und  6  sind  im  Ganzen  stark  positiv, 
und  es  verbreitet  sich  diese  positive  Spannung  auch  über  den  unteren 
und  mittleren  Theil  der  oberhalb  der  Kante  (5 . 6)  liegenden  Rhom- 
boederfläche ;  auf  den  Flächen  2  und  3  überwiegt  die  negative  Spannung, 
die  auf  der  Fläche  4  sogar  allein  und  in  ziemlicher  Stärke  sich  zeigt. 

Krystall  Nr.  8.  Am  oberen  Ende  dieses  Kryslalles  (Nr.  8 
Taf.  II.)  ist  die  über  der  Kante  (1 . 2)  liegende  Rhomboederfläche  —  %R 
vollkommener  ausgebildet  als  die  beiden  anderen,  auf  welchen  die 
Sy-eifung  auf  eine  oscillatorische  Combination  mit  dem  beim  vorher- 
gehenden Krystalle  beschriebenen  Rhomboeder  dritter  Ordnung  hin- 
weist. Das  untere  Ende  ist  verbrochen ;  nur  an  der  Kante  (6.1)  liegt 
daselbst  noch  ein  kleiner  Rest  einer  Rhomboederfläche.  Die  Prismen- 
flächen 6,  1  und  2  sind  ziemlich  gut  ausgebildet;  auf  der  Fläche  3 
liegen  andere  kleine  Dioptase,  und  an  der  Stelle  von  4  und  5  findet 
sich  eine  Bruchfläche,  die  noch  theilweise  mit  kleinen  Kalkspath- 
<nassen  bedeckt  ist. 

Die  Rhomboederflächen  am  oberen  Ende  sind  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  negativ;  diese  negative  Spannung  verbreitet  sich  auch 
von  hier  aus  auf  einen  mehr  oder  minder  grossen  Theil  der  Pris- 
öJenflächen,  die  im  Übrigen,  ebenso  wie  die  an  Stelle  der  Flächen 
^  und  5  getretene  Bruchfläche,  positive  Elektricität  zeigen.  Auch 
^'e  Bruchfläche  am  unteren  Ende  ist  positiv. 

Aus  der  Gesammtheit  der  vorstehenden  Beobachtungen  folgt, 
'asö  auf  einem    normal   gebildeten    Dioptaskryslalle   die  oberen  und 
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unteren  Rhomboederflächen  —  2  Jf{  negative  Spannung  zeigen,  and 
dass  diese  je  nach  der  Länge  des  Krystalles  sich  noch  etwas  über 
die  anliegenden  Ränder  der  Prismenflachen  verbreitet.  Die  Prismen- 
flachen  ooP2  sind  positiv. 

Für  das  öfter  auch  bei  anderen  Mineralien  des  hexagonaleo 
Systems  beobachtete  anomale  Verhalten  einzelner  Seitenflachen,  die 
also  beim  Dioptase  negativ  anstatt  positiv  erscheinen,  l%sst  sich  aus 
der  äusseren  gegenwärtig  vorliegenden  Gestaltung  der  im  Vorher- 
gehenden beschriebenen  Krystalle  kein  allgemein  zutreflender  Gniml 
entnehmen.  Eine  Bruchfläche  am  Ende  der  Hauptaxe,  die  nicht  all- 
zunahe dem  natürlichen  Ende  gelegen  hat,  erscheint  aber  stets  positiv. 

StroBtiMit. 

Die  in  der  Natur  vorkommenden  Krystalle  des  Strontianits  (kohlen- 
sauren Strontians)  sind  meistens  sehr  wenig  frei  ausgebildet;  einiger- 
massen  hervorragende  Spitzen  finden  sich  an  den  Krystalldruscn  von 
Drensteinfurt,  und  drei  solche  abgebrochene  Köpfe  sind  zur  Be- 
stimmung des  thermoelektrischen  Verhaltens  dieses  Minerales  ver- 
wandt worden. 

Die  Strontianitkrystalle  von  Drensteinfurt,  welche  zu  dem 
rhombischen  Systeme  gehören,  werden  seitlich  von  den  Flächen  ooP 

w 

und  ooPoo  begrenzt,  und  tragen  an  dem  oberen  Ende  kleine  Flächen 
von  Pyramiden  und  Brachydomen.  Übrigens  sind  die  einfach  er- 
scheinenden Krystalle,  ebenso  wie  die  entsprechenden  Aragonile, 
keine  einfachen  Individuen,  sondern  schliessen,  wie  am  oberen  Ende 
leicht  zu  erkennen  ist,  zahlreiche  Zwillingslamcllen  ein.  Die  drei 
von  den  Drensteinfurter  Drusen  abgebrochenen  Spitzen  bestehen  aus 
mehreren  theils  in  paralleler,  theils  in  abweichender  Stellung  der 
Axe  verwachsenen  scheinbar  einfachen  Krystallen. 

Die  Krystalle  des  Strontianits  sind  mit  denen  des  Aragoniis 
isomorph ;  die  gleiche  Gestaltung  lüsst  wohl  im  Allgemeinen  auch 
eine  gleiche  Verthoilung  der  bei  Teniperaturänderungen  auftretenden 
Elektricilätcn  erwarten,  wie  wir  ein  gleiches  Verhalten  früher  bei 
den  isomorphen  Krystallen  des  Apatits,  des  Pyromorphits  und  des 
Mimetesits  fanden  "^j.     Durch    diesen    Umstand    wird    es,    trotz   der 

*)   Man  darf  wohl  nicht  wagen,   eine  gleiche  elektrische  Verlheilung  bei  gleich- 
gestalteten  Krystallen  als   strenge  Forderung    des  Isoniorphismns  aufzusteUen.     Die 
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grossen  Mängel  der  zur  Verfügung  stehenden  RrystallbruchstUcke, 
doch  möglich,  die  thermoelektrische  Vertheilung  auf  den  Strontianil- 
kry stallen  festzustellen. 

Im  XV.  Bande  dieser  Abhandlungen  habe  ich  (S.  376)  die  elek- 
trische Vertheilung  auf  den  böhmischen  Aragonitkrystallen  angegeben : 
die  Flächen  ooP  sind  beim  Erkalten  positiv  mit  zunehmender  In- 
tensitat  nach  den  brachydiagonalen  Kanten  hin,  die  Flächen  ooPoo 
dagegen  negativ.  An  den  Enden  der  Brachydiagonale  liegen  also 
die  positiven,  und  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  die  negativen 
Pole.  Je  nach  Ausdehnung  der  einzelnen  Flächen  und  Mangelhaftig- 
keit in  ihrer  Ausbildung  treten  in  der  zuvor  angegebenen  Verbrei- 
tung der  beiden  Elektritäten  Verschiebungen  und  Störungen  ein.  Das 
obere  ausgebildete  Ende  der  Hauptaxe  schien  positiv  zu  sein*); 
auf  den  am  unteren  Ende  liegenden  mehr  oder  weniger  unebenen 
Bruchtlächen  fand  sich  theils  negative,  theils  positive  Elektricität. 

Bei  der  oben  angegebenen  Beschaffenheit  der  drei  Bruchstücke 
von  Strontianit  wird  eine  solche  Regelmässigkeit,  wie  wir  sie  auf 
den  vollkommen  ausgebildeten  Aragoniten  beobachten,  im  AUgemeiuen 
nicht  zu  erwarten  seiri.  Auf  den  beiden  ersten  der  in  Nr.  1  und 
Nr.  2  Taf.  II.  in  vier  Ansichten  abgebildeten  Krystalle  zeigen  sich 
indess  noch  deutlich  die  beiden  an  den  Enden  der  Brachydiagonale 
liegenden  positiven,  sowie  die  beiden  an  den  Enden  der  Makro- 
diagonale liegenden  negativen  Pole,  während  bei  dem  dritten  (Nr.  3 
Taf.  II.)  der  eine  positive  Pol,  wohl  in  Folge  der  nicht  parallelen 
Verwachsung  zweier  Individuen,  nicht  hervortritt.  Die  freien  aus- 
gebildeten Enden  der  verticalen  Axe  sind  positiv;  jedoch  muss  für 
die  Wahrnehmung  dieser  positiven  Spannung  der  ganze  Krystall  bis 
auf  dieses  Ende  in  Kupferfeilicht  eingehüllt  sein,  weil  sonst  die  auf 
den  anstossenden  Theilen  der  Fläche  oo  Poo  befindliche  starke  nega- 
tive Spannung  die  Einwirkung  der  auf  dem  Ende  vorhandenen  posi- 


DoppelbrechuDg  des  Apatits  und  Pyromorphits  wird  optisch  negativ,  die  des  Mime- 
tesits  als  optisch  positiv  angegeben.  Wenn  nun  bei  so  nahe  verwandten  Kry- 
stallen  wie  Pyromorphit  und  Mimetesit  der  Charakter  der  Doppelbrechung  sich 
ändert,  so  könnte  wohl  auch  bei  isomorphen  Krystallen  die  thermoelektrische  Ver- 
theilung eine  Änderung  erleiden. 

*)  Bei  neuerdings  untersuchten  Aragoniten  von  pyramidaler  Form  wurde  das 
Ende  der  verticalen  Axe  stets  positiv  gefunden. 
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liveo  auf  den  genäberteo  Plalindrabl  überwiegt,  und  das  Goldbiält- 
cheo  des  Elektrometers  zu  eioem  negativen  Ausschlage  treibt.  Das 
untere  verbrochene  Ende  ist  ebenfaUs  meistens  auf  seiner  ganzen 
Bruchfläche  positiv. 

Die  Projectionen  Nr.  I  bis  3  sind  in  natürlicher  Grösse  ge- 
zeichnet, und  die  einzelnen  Flächen  zum  Theil  mit  ihren  krystallo- 
graphischen  Zeichen  versehen.  Bei  dem  Bruchstücke  Nr.  3  war  die 
hintere  Seite  sehr  verletzt,  und  in  den  beiden  Individuen,  aus  denea 
es  vorzugsweise  bestand,  hatten  zwar  die  verticalen  Axen  eine 
parallele  Lage,  dagegen  lagen  die  Brachy-  und  Makrodiagooale  in 
beiden  nach  verschiedenen  Richtungen. 

Witfcerit 

Der  Witherit  kohlensaurer  Baryt)  findet  sich  nur  selten  in  Kry- 
stallen,  die  zu  einer  thermoelektriscben  Untersuchung  geeignet  sind- 
Die  von  mir  dazu  verwandten  Kr\'stalle  und  Bruchstücke  stammen 
von  Fallowfield  und  Hexham  in  Northumberland.  Sie  stellen  an- 
scheinend hexagonale  Pyramiden  dar.  Indess  gehören  die  Krystalle 
des  Witherits,  wie  dies  eine  optische  Prüfung  sofort  nachweist,  zu 
dem  rhombischen  Systeme,  und  sind  isomorph  mit  den  Krystalleo 
des  Aragonits  und  Strontianits,  und  ebenso  des  im  nächsten  Ab- 
schnitte behandeilen  Cerussits*). 

# 

Die  zuvor  erwähnten  scheinbaren  hexagonalcn  Pyramiden  wurden 
früher  als  eine  Combination  der  Gestalten  P  und  2Poo  betrachtet. 
Nach  Senarniont**)  besitzen  diese  Pyramiden  jedoch  eine  andere 
Zusammensetzung;  er  betrachtet  sie  als  Sechslinge,  in  welchen  die  ein- 
zelnen Individuen  sich  mit  dem  spitzen  Winkel  ihrer  Basis  an  einander 
gelegt  haben.     Die  Flächen   der   sechsseitigen  Pyramide  werden  ge- 


*    Bei  den  vier  genannten  Mineralien  ist  das  Verhältniss  der  Brachydiagon^^* 
zur  Makrodiagonale  und  zur  verticalen  Axc 

beim  Aragonil      0,6ii8  :   I   :  0,7207 

-  Stronlianit   0,6089  :  1   :  0,7237 

-  W-itheril      0,5949  :   1  :  0,7413 

-  Cerussit       0,6102  :  1   :  0,7232 

Der  slumpfe  Prisnienwinkel  an  der  bractiydiagonalen  Kante  beträgt  beim  A" 
goiiit  M6'»  10',  beim  Stronlianit  H7"  19',  beim  Witherit  H  8<»  30'  und  bt 
Cerussit   tl7'>   14'. 

•*j    Annal.   de  chim.   et  de  phys.   3   Ser.    1854.  Bd.  41,   S.    63. 
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bildet  von  den  Flächen  2/'oo  der  einzelnen  Individuen.  Diese  Zu- 
sammensetzung erwies  S6narmont  durch  die  optische  Untersuchung. 
Beim  Witherit  liegt  die  Ebene  der  optischen  Axen  im  brachydiago- 
nalen  Hauptschnitte;  mit  diesem  gehen  die  Mittelkanten  von  2Poo 
parallel,  und  mit  diesen  Kanten  fand  Sönarmont  auch  die  Ebenen 
der  optischen  Axen  in  jedem  Sextanten  parallel,  wie  dies  in  Fig.  A 
Taf.  IL  dargestellt  ist,  wo  die  in  die  einzelnen  Sextanten  einge- 
zeichneten, an  ihren  Enden  mit  kleinen  Pfeilen  versehenen  Linien 
die  Lage  jener  Ebene  angeben. 

Mit  dieser  Auffassung  ist  jedoch  die  Beschaffenheit  der  schein- 
baren Pyramidenfläche  4  des  Krystalles  Nr.  1  (auf  Taf.  II.  Nr.  1  in 
halber  Grösse  abgebildet)  wohl  nicht  völlig  im  Einklänge.  Der  Kry- 
slall  ist  ursprünglich  auf  der  Seite  der  Fläche  4  angewachsen  ge- 
wesen, und  gegenwärtig  daselbst  durch  eine  grosse  Bruchfläche  be- 
grenzt. Oberhalb  dieser  Bruchfläche  ist  aber  noch  ein  kleiner  Theil 
a  der  scheinbaren  Pyramidenfläche  4  erhalten,  und  auf  diesem  als 
Krystallfläche  ausgebildeten  Theile  liegt  ein  flacher  einspringender 
Winkel,  in  dessen  Grunde  eine  kammförmige  Naht  sichtbar  wird. 

Diese  Bildung  würde  sich  vollständig  erklären,  wenn  wir  den 
vorliegenden  Krystali  nicht  aus  sechs,  sondern  aus  sieben  Individuen 
zusammengesetzt  betrachten.  Nehmen  wir  z.  B.  ein  Prisma  mit  dem 
Winkel  von  118^  30'  am  Ende  der  Brachydiagonale,  also  mit  dem 
spitzen  Winkel  von  61^  30'  an  den  Enden  der  Makrodiagonale,  und 
lassen  um  den  Schqitel  dieses  Winkels  als  Mittelpunkt  sich  jederseits 
drei  eben  solche  Individuen  mit  ihrem  spitzen  Winkel  anlegen,  so 
entsteht,  wenn  wir  die  äussere  Hälfte  eines  jeden  Individuums  mittelst 
einer  durch  die  Brachydiagonale  gelegten  Ebene  abschneiden,  eine 
Art  Sechseck,  auf  dessen  einer  Seite  sich  jedoch  ein  einspringender 
Winkel  von  189^  findet.  Diesem  einspringenden  Winkel  würde  der 
auf  der  Fläche  4  vorhandene  einspringende  Winkel  entsprechen. 

Die  beschriebene  Bildung  erklärt  nun  auch  die  thermoelektrische 
Vertheilung.  Beim  Aragonit  und  Strontianit  liegen  an  den  Enden 
der  verlicalen  Axe  und  der  Brachydiagonale  beim  Erkalten  positive, 
an  den  Enden  der  Makrodiagonale  aber  negative  Pole.  An  den 
scheinbar  hexagonalen  Pyramiden  des  Witherits  treten  nur  die  Enden 
der  verticalen  Axe  und   die  an   den  Enden  der  Makrodiagonale  lie- 


genden  Flächen  2  Poo  an  die  Oberfläche.  Wir  werden  also  zu  er- 
warten haben,  dass  das  obere  und  untere  Ende  der  scheinbar  hexa- 
gonalen  Pyramide  positive,  die  Mittelkanten  und  ihre  Umgebung  aber 
negative  Elektricitat  beim  Erkalten  zeigen ;  es  könnte  höchstens  (wie 
dies  in  der  That  bei  den  analog  gebildeten  Krystallen  des  Cerussits 
stattfindet)  in  den  Eckpunkten  der  Basis  und  in  einem  schmalen  Streifen 
auf  den  Polkanten  positive  Spannung  auftreten. 

Der  sehr  grosse  schöne  Krystall  Nr.  1  gehört  der  Freibei^r 
Sammlung. 

Das  obere  und  untere  Ende  der  verticalen  Axe  nebst  grösseren 
Theilen  der  anliegenden  Flächen  sind  positiv,  die  Mittelkanten  da- 
gegen nebst  ihren  Umgebungen  sämmtlich  negativ.  Ebenso  zeigt  die 
grosse  Bruchfläche  starke  negative  Spannung,  und  dieser  letztere 
Umstand  bedingt  wohl,  worauf  die  Vergleichung  mit  den  folgenden 
Krystallen  hinweist,  die  starke  Ausbreitung  der  positiven  Spannung 
von  den  Enden  der  verticalen  Axe  über  die  scheinbaren  Pyramiden- 
flachen. 

Krystall  Nr.  2  und  3.  Die  Netze  dieser  Bruchstucke  sind, 
so  gut  es  sich  ausführen  Hess,  in  natürlicher  Grösse  in  Nr.  2  und  3 
Taf.  II.  dargestellt  worden.  Bei  Nr.  2  ist  an  Stelle  der  Flächen 
5  und  6,  und  bei  Nr.  3  an  Stelle  der  Flächen  3  und  4  eine  Bruch- 
fläche getreten.  Da  diese  Bruchflächen  nicht  negativ,  sondern  po- 
sitiv sind,  so  ist  dem  entsprechend  die  Ausbreitung  der  positiven 
Spannung  an  dem  Ende  der  verticalen  Axe  eine  viel  geringere,  als 
bei  dem  vorhergehenden  Krystalle. 

Die  im  Vorstehenden  dargelegte  elektrische  Vertheilung  würde 
mit  der  früheren  Auffassung  der  Witheritkrystalle  als  eine  Combina- 
tion  von  P  und  2  Poo  völlig  unvereinbar  sein.  Eine  solche  Bildung 
würde  allerdings  die  positive  Polarität  an  den  Enden  der  verticalen 
Axe  bestehen  lassen,  dagegen  an  den  Enden  der  Brachydiagonale 
und  den  benachbarten  Theilen  der  Pyramidenflächen  positive,  und  nu* 
auf  den  gegen  die  Makrodiagonale  senkrecht  stehenden  MittelkanteB 
von  2 Poo  und  den  ihnen  anliegenden  Flächenstücken  negative 
Spannung  erfordern. 
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Cernssit  (Weissbleieri). 

Wie  bereits  oben  erwähnt,  sind  die  Krystalle  des  Cerussits 
(kohlensauren  Bleioxyds)  mit  denen  des  Aragonits,  Strontianits  und 
Witherits  isomorph.  Unter  den  verschiedenen  von  mir  auf  ihr  thermo-? 
elektrisches  Verhalten  geprüften  Gerussitkrystallen  ist  es  mir  nur 
gelungen,  auf  den  Krystallen  von  Wolfach  in  Baden  bei  Temperatur- 
änderungen elektrische  Spannungen  und  zwar  in  ziemlicher  Stärke 
wahrzunehmen. 

Der  Nr.  1  Taf.  II.  in  natürlicher  Grösse  dargestellte  und  der 
hiesigen  Universitatssammlung  gehörige  Krystall  ist  an  dem  unteren 
Ende  sehr  unvollkommen  ausgebildet;  seine  Flächen  sind  sehr  stark 
glänzend  (Demantglanz).  Der  Krystall  gleicht  in  seiner  Gestalt  voll- 
ständig den  im  vorhergehenden  Abschnitte  beschriebenen  Witherit- 
krystallen;  er  bildet  also  eine  anscheinend  hexagonale  Pyramide,  die 
bisher  als  eine  Combination  von  P  und  2  Poo  betrachtet  worden  ist. 

Wie  aus  den  in  die  Zeichnung  des  Netzes  eingetragenen  elek- 
trischen Spannungen  hervorgeht,  gleicht  er  auch  in  der  elektrischen 
Vertheilung  dem  Witherit;  die  Enden  der  verticalen  Axe  sind  posi- 
tiv, die  Mittelkanten  und  die  grössten  Theile  der  pyramidalen  Flächen 
negativ;  jedoch  tritt  auf  mehreren  Eckpunkten  der  Basis  und  einem 
Theile  der  Polkanten  wieder  positive  Spannung  auf;  auf  den  anderen 
Eckpunkten  der  Basis  ist  entweder  keine  Elektricität  oder  eine  sehr 
schwache  negative  wahrzunehmen.  Diese  Vertheilung  ist  nur  erklär- 
lich, wenn  wir  den  vorliegenden  Krystall,  ebenso  wie  die  Witherite, 
als  einen  Sechsling  auffassen,  in  welchem  die  sechs  Individuen  sich 
mit  dem  spitzen  Winkel  der  Basis  aneinander  gelegt  haben.  Die 
scheinbaren  Pyramidenflächen  sind  also  die  Flächen  SPoo  der  ein- 
zelnen Individuen,  welche,  weil  sie  am  Ende  der  Makrodiagonale 
liegen,  negativ  sein  müssen.  In  den  Eckpunkten  der  Basis  und  in 
den  Polkanten  treten  gewissermassen  noch  Durchschnitte  der  zur 
Brach y diagonale  gehörigen  Flächen  an  die  Oberfläche,  und  erzeugen 
daher  an  mehreren  dieser  Stellen  positive  Spannung. 
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Die  Krystalle  des  Euklases  gehören  zum  monoklinischen  Systeipe; 
der  schiefe  Axenwinkel  beträgt  79^  44',  und  das  Verhältniss  der 
Hauptaxe  zur  Klinodiagonale  und  zur  Orthodiagonale  ist  1  :  0,97133 
•  3,00086. 

Auf  den  von  mir  auf  ihr  thermoelektrisches  Verhalten  unter- 
suchten Krystallen  fanden  sich  folgende  Flächen:  verticale  Prismen 
ooP,  oo-PQ  und  oo:P2,  Klinopinakoid  oo:Poo,  Hemipyramiden  —  P, 
—  2:P2,  — 4:P4  und  -j-3:P3.  Ausserdem  waren  bei  einem  Kry- 
stalle noch  die  Kanten  zwischen  ooP  und  — P,  sowie  von  oo^ä 
und  — 2J?2  durch  sehr  schmale  Flächen  abgestumpft.  Parallel  mit 
oo:ßoo  ist  der  Euklas  sehr  vollkommen  spaltbar. 

Der  Ruklas  ist  chemisch  eine  Verbindung  von  41,2  Kieselsäure, 
36,2  Thoncrde,  17  Beryllerde  und  6,2  Wasser.  Dieser  letzte  Be- 
standtheil  war  lange  unbekannt,  und  ist  erst  durch  Damour's  Ana- 
lysen nachgewiesen  worden.  Geringe  Beimengungen  von  Eisen  be- 
dingen die  öfter  vorhandene  grünliche  Färbung.  Der  Euklas  gehört 
zu  den  seltensten  Mineralien;  man  kennt  nur  zwei  Fundorte:  1)Capao 
und  Boa  vista  in  der  Nähe  von  Villa  Rica  in  Brasilien,  wo  er  in 
Talk  und  Glimmerschiefer,  die  dort  als  Lager  im  Thonschiefer  auf- 
treten, zusammen  mit  Bergkrystall,  Topas  und  Steinmark  vorkommt, 
und  2)  die  Goldseifen  des  Kaufmanns  Bakakin  in  der  Nähe  des 
Flusses  Sanarka  im  Gouvernement  Orenburg. 

Bei  der  grossen  Seltenheit  des  Euklases  standen  mir  nur  wenige 
aus  Brasilien  stammende  Krystalle,  und  diese  zum  Theil  in  sehr  ver- 
brochenem Zustande  zu  Gebote;  sie  haben  aber  doch  genügt,  um 
die  Vertheilung  der  ElektricitUt  festzustellen. 

Auf  der  beifolgenden  Tafel  habe  ich  dieselben  in  zwei  Ansichten 
{A  und  /?),  wobei  der  klinodiagonale  Hauptschnitt  auf  den  Be- 
schauer zugewandt  ist,  abgebildet,  und  die  beim  Erkalten  beob- 
achteten elektrischen  Spannungen  in  die  Zeichnungen  eingetragen. 

Krystall  Nr.  1.  Der  schöne  Krystall  von  graugrünlicher  Fär- 
bung gehört  der  Freibcrger  Sammlung.  Er  zeigt  die  Flächen  von 
ooI\  oo:f^^9,  ooJ?2,  — P,  —2*^2,  — 4J?4,  +3J?3  und  ausserdem 
noch  sehr  schmale  Abstufungen  der  Kanten  von  ooP  und  — 1\  so- 
wie   von  ooiP2  und   — 2^2.     Die    Prismenflächen  sind    mehr  oiler 
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weniger  breit  gestreift.  Am  unteren  Ende  ist  er  in  einer  gegen  die 
verticaie  Axe  ziemlieh  senkrechten  Fläche  abgebrochen.  Im  Sonnen- 
iind  Lampenlichte  zeigen  sich  im  Innern  Spiegelungen  durch  kleine 
mit  dem  vollkommensten  Durchgange  parallele  Flächen''^). 

In  Nr.  1  Taf.  II.  ist  der  Krystall  in  zwei  Projectionen  A  und  B 
in  natürlicher  Grösse  abgebildet.  Die  Linie  C  stellt  die  eine  am  Ende 
der  Orthodiagonale  liegende  Seitenkante,  ß  die  Bruchflache  am  un- 
teren Ende  dar. 

Aus  den  auf  diesem  Krystalle  beobachteten  elektrischen  Span- 
nungen lässt  sich  ein  Schluss  auf  die  an  einem  ringsum  ausgebildeten 
Eukiase  auftretende  elektrische  Vertheilung  machen.  Die  Enden  der 
verticalen  Axe  und  der  Klinodiagonale  sind  beim  Erkalten  positiv, 
die  Enden  der  Orthodiagonale  aber  negativ.  Der  Euklas  gleicht  also 
in  seiner  elektrischen  Vertheilung  dem  Gypse^*),  mit  welchem  er 
auch    in  Betreff  seines   vollkommensten   Durchganges   übereinstimmt. 

Bei  dem  vorliegenden  am  unteren  Ende  verbrochenen  Krystalle 
ist  diese  normale  Vertheilung  durch  den  Bruch  gestört;  wie  ich 
;chon  beim  Topas  und  anderen  Krystallen  gezeigt  habe,  nimmt  die 
BnichfliSche  am  unteren  Ende,  wenn  sie  von  dem  natürlichen  unteren 
Ende  etwas  weit  absteht,  nicht  positive,  sondern  negative  Polarität 
an.  Durch  diesen  Umstand  herrscht  in  der  unteren  Hälfte  der  Seiten- 
üächen  die  negative,  in  der  oberen  die  positive  Spannung  vor.  Am 
aberen  ausgebildeten  und  am  unteren  verbrochenen  Ende  treten  starke 
ölektrische  Erregungen  auf.  Wird  der  Krystall  bis  auf  eine  ortho- 
>der  klinodiagonale  Kante  in  Kupferfeilicht  eingehüllt  erhitzt,  so  zeigen 
beim  Erkalten  die  orthodiagonalen  Seitenkanten  überall  negative 
Spannung,  während  auf  den  klinodiagonalen  Seitenkanten  die  positive 
nur  in  dem  oberen  grösseren  Theile  erscheint. 

Krystall  Nr.  2.  Der  völlig  wasserhelle  Krystall  Nr.  2  gehört 
ebenfalls  der  Freiberger  Sammlung  und  zeigt  fast  dieselben  Gestalten, 
wie  der  vorhergehende.  Am  unteren  Ende  ist  der  Krystall  ver- 
brochen ;  auf  der  linken  Seite  der  Orthodiagonale  wird  er  von  Haupt- 
iurchgangsflächen   in   unebener  Weise  begrenzt.      In  Nr.  2   Taf.  II. 


*)   Um  die  Gefahr   des  Zerspringens   zu  vermeiden,    sind   die  Euklaskrystalle 
höchstens  bis  zu  einer  Temperatur  von  85^  C.  erhitzt  worden. 


## 


)   Diese  Abhandl.   Bd.   XVIII.  S.   483. 


'""   ""  LEKTRISCHE    UNTBBSüCHrNGEN.  ö79 

'»eim  Erkalten  positive,  das  untere  nega- 

''<^n  sind  in   den  obcrea  Theilen  po- 

'm  vorderen  Rande  A  zieht  sich 

ade  aus,   wenn  auch   in  ab- 

..     (Nr.  5  Taf.  11.)     Von  der  rechten 

■lalte  sich  ein  0,7  mm  dickes  Bluttchen, 

■Ige,  abgelöst.     Trotz  seiner  Kleinheit  konnte 

i!rtheilung  bestimmt  werden.     Die  Seitenflächen 

Flüche  des  vorhergehenden  Krystalles,  von   wel- 

^<^Ti    abgesprungen  war.     Das  obere  Ende  ist  positiv, 

^      "vvie  durch  die  Verletzung  eines  Krystalles  seine  elek- 

'^^■ViTig   geUnderl    wird.     Hütte   man    nur    dieses    kleine 

*~^Vorsucht,   so  würde  man  dem  Euklase  jedenralls  eine 

*^^?ixe  polare  elektrische  Axe  zuschreiben. 

^  \  \  Nr.  6.     Das  in  Nr.  6  Taf.  II.    ebenfalls  in  natürlicher 

^■^^^ildete  Bruchstück    bildet  nur  einen  Theil    der  rechten 

'^    Krystalles.     Auf  der  vorderen  Seite  A  findet  sich  eine 

^      oo'Pi,  die    aber  oben  bei  a   verbrochen    ist,    und    ein 

Fläche  coP;  die  hintere  Seite  B   zeigt   nur  eine  Fläche 

*^r  welcher  eine   Fläche   SPS   (ß)  liegt.     Auf  der  linken 

^    der  Krystall  von  einem  sehr  ebenen  Haupldurchgang;e  C 

Über  ihm  liegt  noch  eine  kleine  Bruchfläche  ■(.     Das  untere 

ist  schief  abgebrochen. 

Flächen  caP'i  und  -f-S-^S  sind   negativ,  die  Bruchflächen 

'en  und  unteren  Ende,  sowie  die  Haiiptdurchgangsfläche  aber 


ntuit  (Spliei). 

e  Krystalle  des  Titanits  gehören  zum  monoklinischen  Systeme; 
inkel  zwischen  der  verticalen  Axe  und  der  Klinodiagonale 
5°  22'.  Das  Verhältniss  der  Klinodiagonale  zur  Orthodiago- 
id  zur  verticalen  Axe  ist  0,4272  :  1  :  0,6575. 
ne  sehr  häufig  vorkommende  Combination  (Nr.  1  bis  Nr.  6 
)  wird  gebildet  durch  die  schiefen  Endflächen  OP,  durch  die 
des  verticalen  Pnsmas   ooP   und    die  Flächen    der   beiden 


576  yf  ^^  [30 


^  in  natürlicher  Grfisse  gezeiclmct, 

^'^jTder  Orthodiagonale  befindliche  Durch- 

Die  Ery  "  .V''!^^^/I^<^he  am  unteren  Ende  darstelil. 

der  schieb  /X/^/"^  rerticalen  Axe  ist  stark  positiv,  das  ver- 

Hauptax^  ''^^^Tj^' ^!^*  ^*®  *^®™  vorhergehenden  Kristalle.    Aut 

*  3,00'  '  ^f  X'^A^  ^®''*  Orthodiagonale    ausgebildeten  verticalcn 

A'*^  /r« j^  ^/a  normale    negative  Spannung ,   und    zieht  sich 
wo  **"[,  ^^  '.jse  auch   noch  über  den  mittleren  Streifen  der  ao- 

f^*    mJi^  —  iiPi  hinauf.     Auf  dem  an  der  linken  Seite  der 
/jifi^^^le  befindlichen  mit  ooißoo  parallelen  Durchgange  C  trill 
i^^^^tive^  unten  negative  Elektricität  auf. 
'*^..^y5(all  Nr.  3.     Der    von  Capao   bei    Villa  Rica    stammende 
/j  gehört  der  hiesigen  Universitätssammlung.  In  Nr.  3  Taf.  II.  sind 
1  und  B  die  beiden  oben  beschriebenen  Ansichten.     Er  ist  nur  auf 
jeni  rechten  Theile  der  Orthodiagonale  ausgebildet,  und  zeigt  daselbst 
0ut  d^^  vorderen  und  hinteren  Seite  blos  die  Prismenflächen  ooißl 
jifo  oberen  Ende   wird   der  Krystall  von   sehr  unvollkommen  gebil- 
deten Krystallflächen   C  begrenzt;    am  unteren  Ende   D  liegt  eine 
Bruchflache,  aber  neben  dieser  finden  sich  noch  geringe  Reste  von 
Pyramidenfiächen ;  ein  Beweis,  dass  der  Bruch  nicht  allzuweit  von 
dem  natürlichen  Ende  absteht.     Auf  der  linken  Seite  der  Orthodia- 
gonale trUgt  der  Krystall  eine  sehr  vollkommene  Durchgangsflache  £. 
Das  obere   Ende  zeigt  positive   Spannung;   ebenso  die  Brucii' 
flache  am  unteren  Endo,  da  sie  nicht  weit  vom  natürlichen  Ende  ab- 
steht.    Die   durch  eine  schmale  Flache  ooiPoo   abgestumpfte  recble 
orthodiagonale  Seitenkante  ist  negativ,  dagegen  erscheint  die  Durcii- 
gangsfladie  auf  der  linken  Seite  E  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  po- 
sitiv. 

Krystall  Nr.  4.  Das  ebenfalls  der  hiesigen  mineralogischen 
Sammlung  gehörige  Bruchstück  Nr.  4  Taf.  II.  ist  links  und  rechts 
von  zwei  breiten  mit  ooiPoo  parallelen  Durchgangsflachen  C  und  B 
begrenzt.  Auf  dem  vorderen  und  hinteren  Rande  A  und  B  finden 
sich  Reste  der  gestreiften  Prismenflächen  ooP  und  ooiP2.  Oben  an 
der  rechts  gelegenen  Durchgangsflache  D  zeigen  sich  auch  Theile 
von  Pyramidenflachen,  wie  überhaupt  das  obere  Ende  von  sehr 
mangelhaft  gestalteten  Kryslallflachen  begrenzt  wird.  Das  untci'e 
Ende  ist  schief  abgebrochen. 
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Das  obere  Ende  zeigt  beim  Erkalten  positive,  das  untere  nega- 
tive Elektricität.  Die  Seitenflächen  sind  in  den  oberen  Theilen  po- 
sitiv, in  den  unteren  negativ;  auf  dem  vorderen  Rande  A  zieht  sich 
diese  negative  Polarität  vom  unteren  Ende  aus,  wenn  auch  in  ab- 
nehmender Stärke,  bis  zum  oberen. 

KrystailbruchstUck  Nr.  5.  (Nr.  5  Taf.  II.)  Von  der  rechten 
Seite  D  des  Krystalles  Nr.  4  halte  sich  ein  0,7  mm  dickes  Blättchen, 
parallel  dem  Hauptdurchgange,  abgelöst.  Trotz  seiner  Kleinheit  konnte 
doch  die  elektrische  Verlheilung  bestimmt  werden.  Die  Seitenflächen 
gleichen  darin  der  Fläche  des  vorhergehenden  Krystalles,  von  wel- 
cher das  Blättchen  abgesprungen  war.  Das  obere  Ende  ist  positiv, 
das  untere  negativ. 

Man  sieht,  wie  durch  die  Verletzung  eines  Krystalles  seine  elek- 
Irische  Vertheilung  geändert  wird.  Hätte  man  nur  dieses  kleine 
Bruchstück  untersucht,  so  würde  man  dem  Euklasc  jedenfalls  eine 
mit  der  Hauptaxe  polare  elektrische  Axe  zuschreiben. 

Krystall  Nr.  6.  Das  in  Nr.  6  Taf.  II.  ebenfalls  in  natürlicher 
Grösse  abgebildete  Bruchstück  bildet  nur  einen  Theil  der  rechten 
Hälfte  eines  Krystalles.  Auf  der  vorderen  Seite  A  flndet  sich  eine 
Fläche  von  ooiP2,  die  aber  oben  bei  a  verbrochen  ist,  und  ein 
Rest  einer  Fläche  ooP;  die  hintere  Seite  B  zeigt  nur  eine  Fläche 
ooJ?2,  über  welcher  eine  Fläche  3:P3  (ß)  liegt.  Auf  der  linken 
Seite  wird  der  Krystall  von  einem  sehr  ebenen  Hauptdurchgange  C 
begrenzt;  über  ihm  liegt  noch  eine  kleine  Bruchfläche  f-  Das  untere 
Ende  D  ist  schief  abgebrochen. 

Die  Flächen  ooiP2  und  -|-3iP3  sind  negativ,  die  Bruchflächen 
am  oberen  und  unteren  Ende,  sowie  die  Hauptdurchgangsfläche  aber 
positiv. 

Titaiit  (SphM). 

Die  Krystalle  des  Titanits  gehören  zum  monoklinischen  Systeme; 
der  Winkel  zwischen  der  verticalen  Axe  und  der  Klinodiagonale 
misst  85^  22'.  Das  Verhältniss  der  Klinodiagonale  zur  Orthodiago- 
nale  und  zur  verticalen  Axe  ist  0,4272  ;  1  :  0,6575. 

Eine  sehr  häufig  vorkommende  Combination  (Nr.  1  bis  Nr.  6 
Taf.  II.)  wird  gebildet  durch  die  schiefen  Endflächen  OP,  durch  die 
Flächen  des  verticalen  Prismas  ooP   und    die  Flächen    der   beiden 
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Orthodomen  -Poo  und  i^-Poo,  Die  Flächen  des  letztgenannten  Ortho- 
domas  l-Poo  haben  meist  eine  beträchtliche  Grösse,  während  die 
Flächen  oo  P  sehr  niedrig  sind ,  so  dass  die  Krystalle  mehr  oder 
weniger  dünne  Tafeln  bilden. 

Zu  den  genannten  Flächen  treten  öfter  noch  hinzu  die  Flächen 
des  verticalen  Prismas  ooJP3,  sowie  die  Flächen  der  Hemipyramiden 
1^2  und  4*4. 

Bei  manchen  Krystallen  (Nr.  7  bis  Nr.  1 3  Taf.  IL  und  III.)  über- 
treffen die  Flächen  4j?4  an  Grösse  die  Flächen  ooP.  Bisweilen 
dehnen  sie  sich  soweit  aus,  dass  die  Flächen  ooP  ganz  verschwin- 
den; der  Krystall  bildet  dann  ein  schiefliegendes  Prisma,  das  be- 
sonders deutlich  hervortritt,  wenn  die  Breite  des  Krystalles  sich  so- 
weit verringert,  dass  die  Flächen  Poo  nur  noch  als  sehr  schmale 
Abstumpfungen  der  im  klinodiagonalen  Hauptschnitte  liegenden,  von 
den  Flächen  4P4  gebildeten  Kanten  erscheinen,  wie  bei  den  Fig.  10 
und    1 1   Taf.  III.  dargestellten  Individuen. 

Sehr  häufig  finden  sich  Zwillingskrystalle  und  zwar  ist  die  Nor- 
male auf  der  schiefen  Endfläche  OP  die  Zwillingsaxe;  die  beiden 
Individuen  sind  entweder  nur  aneinander  oder  auch  durcheinander 
gewachsen.  Die  an  den  einzelnen  Individuen  auftretenden  Krystall- 
formen  sind  gewöhnlich  OP,   J^Poo,  Poo,  ooP  und  fP2. 

Beide  genannten  Arten  von  Zwillingen,  sowohl  die  nur  anein- 
ander als  auch  die  durcheinander  gewachsenen,  erhalten  ein  ver- 
schiedenes Aussehen,  je  nachdem  die  Flächen  4^  Poo  noch  in  ziem- 
licher Grösse  auftreten  oder  durch  die  Flächen  §  P2  fast  oder  auch 
ganz  verdrängt  werden. 

Nr.  16  Taf.  111.  stellt  einen  Zwilling  dar,  dessen  beide  Indivi- 
duen nur  an  einander  gewachsen  sind,  und  der  noch  ziemlich  grosse 
Flächen  J  Poo  trägt.  Beim  ihm  bilden  die  Flächen  Poo  der  beiden 
Individuen  auf  der  hinteren  Seite  C  einen  einspringenden  Winkel  (Rinne 
von  120"  34';  auf  der  vorderen  Seite  dagegen  schneiden  sich  die 
Flächen  4  Poo  in  einer  Kante  ab  von  78''  34'. 

Bei  den  Contactzwillingen  Nr.  18  bis  Nr.  22  haben  die  Flächen 
lP2  die  Flächen   J  Poo  fast  oder  gänzlich  verdrängt. 

Sind  bei  den  Durchwachsungszwillingen  die  Flächen  ^  Poo  noch 
ziemlich  gross,  die  Flächen  5  P2  aber  nur  klein,  so  entstehen  die  in 
Nr.  24    bis    Nr.  27    al)gel)ildeten    Formen.      Dieselben   besitzen   zwei 
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Paare  einspringender  Winkel ;  oben  und  unten  *)  zwischen  den  Flächen 
OP  einen  von  den  Flächen  -^-Poo  der  beiden  Individuen  gebildeten 
Winkel  von  101^  26\  und  vorn  und  hinten  einen  von  den  Flächen 
foo  gebildeten  von  120^  34'.  Die  auf  der  oberen  und  unteren  Seile 
liegende  Furche  verläuft  parallel  mit  der  Orthodiagonale. 

Wenn  dagegen  bei  den  beiden  Individuen  die  Flächen  ^-^Poo 
zurücktreten,  und  dafür  die  Flächen  f  iß2  sich  stärker  entwickeln, 
so  entsteht  ein  Durchkreuzungszwilling,  bei  welchem  die  Furche  auf 
der  oberen  und  unteren  Seite  mit  der  Richtung  der  Orthodiagonale 
einen  Winkel  von  ungefähr  45^^  bildet,  wie  in  Fig.  29,30  und  31.  An 
dem  rechten  und  linken  Rande  liegen  die  orthodiagonalen  Kanten  der 
Hemipyramide  §-J^2,  und  die  Furchen  auf  der  oberen  und  unteren 
Seite  werden  durch  das  Zusammenstossen  der  Flächen  ^ißS  gebildet. 
Bei  den  meisten  Zwillingen  dieser  Art  liegt  oben  der  hintere  Kry- 
stall  rechts,  der  vordere  links,  so  dass  die  Furche  auf  der  oberen 
Seite  von  links  hinten  nach  rechts  vorn  verläuft**).  Auf  der  vor- 
deren und  hinteren  Seite  liegen  die  von  den  Flächen  f  oo  gebildeten 
einspringenden  Winkel. 

Bei  der  Untersuchung  von  aus  der  Schweiz  stammenden  Tita- 
niten  bemerkte  Hauy,  dass  diese  Krystalle  auf  der  einen  Seite 
Flachen  trugen,  welche  auf  der  anderen  fehlten,  und  vermuthete  da- 
her, dass  diese  Krystalle  durch  Temperaturänderungen  elektrisch 
werden  würden.  Er  fand  in  der  That  auch  an  ihnen  bei  dem  nach 
Erhitzung  in  einer  Flamme  eintretenden  Erkalten  eine  elektrische 
Spannung,  die  jedoch  nur  schwach  war,  so  dass  er  hinzufügt: 
»II  fallait  avoir  envie  de  la  trouver  pour  Tapercevoir;  mais  son  exi- 
stance  est  incontestable«.  Die  Lage  der  elektrischen  Pole  vermochte 
er  nicht  zu  bestimmen.  Er  beobachtete  überhaupt  das  Auftreten  der 
Thermoelektricität  nur  an  gewissen  Titaniten,  und  brachte  dasselbe  mit 
der  von  ihm  angegebenen  asymmetrischen  Bildung  in  Beziehurig**^). 


*)  Wenn  wir- den  Kryslall  auf  eine  Fläche  OP  gelegt  denken,  heisse  A  die 
<^^ere,  B  die  unlere  Seite,  C  die  hinlere,  Ü  die  vordere,  E  (Nr.  28  bis  31)  der 
^"ike  und  F  der  rechte  Rand. 

**)  Nur  bei  einem  einzigen  Zwillinge   fand  ich    die  Lage  entgegengesetzt,   und 
"»e  Furche  verlief  von  rechts  hinten  nach  links  vorn. 

***)  Hauy,  Trait^  de  mineral.  II.  Edit.  Bd.  IV.  S.  36.     Ich  habe  an  den  sehr 
^hlreichen   von  mir   untersuchten    Krystallen  keine   hemimorphe  Bildung  wahrge- 

A^l^haiidl.  d.  d.  S.  OesellMcli.  d.  WinäeoHch.  XX.  40 
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In  meiner  Habilitationsschrift^}  habe  ich  im  Jahre  1840  eine 
Untersuchung  sowohl  der  einfachen  Titanitkrystalle,  als  auch  der 
Zwillinge  in  Bezug  auf  ihr  thermoelektrisches  Verhallen  veröffent- 
licht, und  die  Lage  von  vier  elektrischen  Polen  angegeben.  Bei 
den  einfachen  Titanitkrvstallen  entdeckte  ich  zwei  sich  kreuzende 
elektrische  Axen,  welche  die  für  damals  besondere  Merkwürdig- 
keit darboten,  dass  jede  an  ihren  beiden  Enden  dieselbe  elektrische 
Polarität  besass.  Die  bei  der  Abkühlung  an  beiden  Enden  positive 
Axe  fand  ich  zwischen  den  beiden  Flächen  OP  oder  zwischen  den 
beiden  von  0  P  und  i  f  oo  gebildeten  Kanten ;  die  beim  Erkalten  an 
beiden  Enden  negative  zwischen  den  beiden  Flächen  -Poo  oder  den 
beiden  von  4-^00  und  Poo  gebildeten  Kanten. 

Bei  Zwillingskrystallen,  auf  welchen  sich  sehr  starke  elektrische 
Spannungen  entwickelten,  beobachtete  ich  femer  in  einzelnen  Polen 
eine  Umkehrung  der  elektrischen  Polarität  in  höheren  Temperaturen, 
während  ich  eine  solche  bei  den  weniger  stark  elektrischen  ein- 
fachen Krystallen,  an  welchen  die  Versuche  angestellt  wurden,  mit 
den  damaligen  Hulfsmittein  nicht  nachweisen  konnte. 

Riess  und  G.  Rose  erwähnen  in  ihrer  Abhandlung  über  die 
Pyroclektricität  der  Mineralien**)  nur,  dass  drei  von  ihnen  unter- 
suchte Titanitkrystalle  bei  Temperaturänderungen  elektrische  Span- 
nungen gezeigt  haben.  Die  Lage  der  elektrischen  Pole  wurde  von 
ihnen  niclit  bestimmt,  weil  die  benutzten  Krvstalle  aus  zwei  durch- 
waclisenen  Individuen  bestanden.  Eine  Umkehrung  der  Polaritäten 
bei  liöheren  Temperaturen  vermochten  sie  nicht  wahrzunehmen. 

Da   mir   für   meine    früheren   Beobachtungen   nur  eine  sehr  ge- 
ringe Anzahl   von   Titaniten   zur  Verfügung  stand,  so   habe  ich  mich 
fortwährend  bemUht,  für  eine  umfassende  Untersucimng  des  ihenno- 
(elektrischen  Verlialtens  dieses  Minerales   brauchbare  Krystalle  zu  er- 
langen, und  es  ist  mir  dies  aucli  in  dem  langen  Zeiträume  von  vier- 
zig Jahren   gelungen,    so    dass   ich    mit   Zuhülfenahme   der  von   be- 
freundeten   Collegen    geliehenen    Individuen    in    den    Stand    gesellt 
worden  bin,  das  zuvor  bezeichnete  Ziel  zu  erreichen. 

iioiniiKM) ;   iiiirh  beweist  das  Uiermoelektrisehe  Verhalten,   dass  der  Titanit  nicht     be- 
iiiiinorpli   ist. 

''   yiiaestionis  de  thernioelectricitate  pars  altera.      Halae   4  840.  S.   19. 
")    Ahhandl.   d.    Berl     Akad.    1813.   S.    35. 
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ermo elektrisches    Verhalten     der    Titan itkry stalle 
nach  einer  Erhitzung  bis  100"  C. 

i  habe  bereits  erwähnt,  class  bei  meinen  früheren  Unter- 
;  an  Zvvilligskryslallen  eine  Unikehrung  der  elektrischen  Po- 
i  in  höheren  Temperaturen  beobachtet  wurde.  Dieselbe  ist 
wie  ich  auch  damals  schon  vermuthete,  nicht  auf  die  Zwillings- 
3  beschrankt,  sondern  tritt  auch  an  einfachen  Individuen  auf. 
heint  mir  indess  zweckmässig,  zunächst  die  elektrische  Ver- 
;  festzustellen,  wie  sie  auf  den  Titanitkry stallen  sich  zeigt, 
ie  Temperaturimderungen  1 00**  C.  nicht  überschreiten. 

a.  Einfache  Krystalle. 
hufs  Darlegung  des  elektrischen  Verhaltens  der  einfachen  Ti- 
stalle  bilde  ich  auf  den  beifolgenden  Tafeln  eilf  einfache  Kry- 
(Nr.  1  bis  Nr.  11,  Taf.  11.  und  Taf.  111.)  in  zwei  Projectionen 
ei  (Nr.  12  und  Nr.  13  Taf.  111.)  in  ihren  Netzen  ab.  Die  Zeich- 
sind theils  in  natürlicher,  theils  in  doppelt  linearer  Grösse, 
s  durch  die  beigesetzten  Zeichen  1/1  und  2!/1  angedeutet  ist, 
lirl.  Die  ersten  eilf  Krystalle  sind  ringsum  ziemlich  voll- 
1  ausgebildet,  die  beiden  letzten  (Nr.  12  und  13)  dagegen  an 
eren  Ende  verbrochen. 

i  die  Flächen  in  den  Zeichnungen  in  möglichster  Grösse  er- 
1  zu  lassen,  habe  ich  die  Projectionen  A  und  D  für  die  Kry- 
r.  1  bis  11  so  gewählt,  dass  die  Flächen  4-i^oo  mit  der  Ebene 
)ieres  parallel  liegen.  In  die  Projectionen  und  Netze  sind  die 
ilrkalten    beobachteten    elektrischen    Spannungen    eingetragen 

• 

3  auf  den  Tafeln  abgebildeten  dreizehn  einfachen  Krystalle 
»ich  ihrer  Form  nach  in  drei  Gruppen  theilen. 

ste  Gruppe:  Nr.  1  bis  Nr.  6  Taf.  11.  Diese  Krystalle  wer- 
rzugsvveise   von    den    Flächen    OP,  i|tPoo,  -Poo  und  ooP  be- 

und  bilden  mehr  oder  weniger  niedrige  Tafeln.  Bei  den 
en  Nr.  1    bis  4  erscheinen  ausserdem   die  Flächen  li?2,  und 

1   auch  noch  die  Flächen  4iP4  und  ooiP3**). 

Jntersucht  wurden  überhaupl  58  Titanitkry  stalle^  von  denen  die  meisten 
^on  Krystallflächen  begrenzt  waren. 

n  die  Zeichnungen  sind  nur  die  grösseren  Flüchen  aufgenommen. 

40* 
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Die  Krystalle  Nr.  1  bis  4  haben  eine  durch  Chloritbeimengungen 
erzeugte  braungrünliche  Färbung;  Nr.  5  und  6  sind  grauweisslicli, 
an  mehr  oder  minder  grossen  Stellen  der  Oberfläche  mit  Chloril 
überzogen. 

Zweite  Gruppe:  Nr.  7  bis  Nr.  11  Taf.  II  und  Taf.  HI.  Die 
Krystalle  werden  begrenzt  von  den  Flächen  OP,  ^^Poo,  -Poo  und 
4iP4;  bei  Nr.  10  und  11  treten  hiezu  noch  sehr  kleine  Flächen  von 
ooP  und  ooiP3.  Die  Farbe  von  Nr.  7  bis  9  ist  weisslichgrau  mit 
mehr  oder  minder  starkem  Anfluge  von  Chlorit;  die  Krystalle  Nr.  10 
und  11  (Taf.  IH.)  sind  graugrünlich,  und  auf  den  Flächen  i-Pk  und 
den  schmalen  Flächen  -Poo  stark  glänzend,  während  die  Flächen 
0  P  und  i^Poo  matt  erscheinen.  Die  beiden  letzten  Krystalle  Nr.  10 
und  11  stammen  von  Tavetsch,  während  für  die  übrigen  allgemein 
die  Schweiz  als  Fundort  angegeben  ist. 

Dritte  Gruppe:  Nr.  12  und  Nr.  13  Taf.  III.  Die  beiden  sehr 
kleinen  aus  Tyrol  stammenden  Krystalle  von  graugrünlicher  Farbe 
sind  an  dem  einen  (oberen)  Ende  verbrochen.  Sie  stellen  dünne 
prismatische  Nadeln  vor,  deren  Seitenflächen  von  den  Flächen  4#t 
gebildet  werden.  An  dem  unteren  auskrystallisirten  Ende  treten 
zwei  Flächen  ooiP3  auf,  deren  Kante  durch  sehr  schmale  Flächen 
ooP  zugeschärft  wird. 

Die  Krystalle  Nr.  3,  7,  12  und  13  sind  mir  von  Herrn  Berg- 
rath  Weisbach,  und  die  Krystalle  Nr.  10  und  11  von  Herrn  Pro- 
fessor v.  Quenstedt  freundlichst  geliehen  worden. 

Das  elektrische  Verhalten  der  einfachen  ringsum  ausgebildelen 
Titanilkryslalle  lässt  sich  im  Allgemeinen  in  folgender  Weise  kurz 
aussprechen:  beim  Erkalten  sind  die  Enden  der  verticalen  Axe  und 
der  Orthodiagonale  positiv,  die  Enden  der  Klinodiagonale  negativ*; 
Der  Titanit  gleicht  hiernach  in  thermoelektrisclier  Beziehung  dem 
Orthoklase. 

Da  in  den  ungleichaxigen  Systemen  zwei  von  den  drei  Kryslall- 
axen  dieselbe  Polarität  annehmen  müssen,  so  tritt  sehr  häufig  eine  der 


*)  Die  an  den  Enden  der  verticalen  Axe  und  der  Klinodiagonale  lioi?endpn 
elektrisclion  Pole  sind  die  beiden  von  mir  im  Jahre  1840  bereits  aufgestellten' 
Die  an  den  Enden  der  Orthodiagonale  benndlichen  Pole  konnten  bei  dem  d^' 
raaligon   Unlersurhungsverfahron  nicht  wohl  beobachtet  werden. 
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beiden  elektrisch  gleichnamigen  Axen  in  ihrer  Intensität  gegen  die 
andere  zurück.  So  ist  bei  den  sächsischen  Topasen  die  positive 
Elektricität  an  den  Enden  der  Hauptaxe,  und  die  negative  auf  den 
niakrodiagonalen  Seitenkanten  und  deren  Umgebung  ziemlich  stark 
und  ausgedehnt,  während  die  positive  auf  den  brachydiagonalen 
Seitenkanten  nur  schwach  und  in  geringer  Ausdehnung  auftritt. 
Ebenso  ist  beim  Orthoklase  die  verticale  Axe  an  ihren  Enden  stark 
positiv,  die  Klinodiagonale  stark  negativ;  dagegen  erscheint  die  po- 
sitive Spannung  an  den  Enden  der  Orthodiagonale  nur  in  geringer 
Intensität.  Beim  Prehnit  sind  die  Enden  der  Hauptaxe  stark  nega- 
tiv, die  Enden  der  Brachydiagonale  stark  positiv,  wogegen  die  nega- 
tive Elektricität  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  nur  eine  geringe 
Stärke  besitzt. 

Ähnlich  verhält  sich  der  Titanit :  während  die  positive  Spannung 
an  den  Enden  der  verticalen  Axe  und  die  negative  an  den  Enden 
der  Klinodiagonale  stark  hervortreten,  erscheint  bei  den  flachen  tafel- 
förmigen Krystallen  von  rhombischer  Form  die  positive  Spannung  an 
den  Enden  der  Orthodiagonale  nur  schwach ;  ja  die  fast  zugespitzten 
Enden  derselben  zeigen  infolge  der  Ausbreitung  der  negativen  Pola- 
rität über  die  grossen  Flächen  ^foo  bisweilen  gar  keine  elektrische 
Spannung  oder  auch  wohl  eine  sehr  geringe  negative.  So  sind  an 
den  Krystallen  Nr.  1  und  Nr.  6  beide  Enden  der  Makrodiagonale 
positiv,  an  Nr.  2  und  Nr.  5  zeigt  nur  das  eine  Ende  positive  Span- 
nung, während  das  andere  unelektrisch  oder  auch  schwach  nega- 
tiv ist;  bei  Nr.  3  und  Nr.  4  konnte  keine  Elektricität  an  den  betreflen- 
den  Punkten  wahrgenommen  werden. 

Anders  wird  aber  das  Verhalten,  wenn  durch  das  Auftreten  ^der 
Flächen  4  iß 4  an  den  Enden  der  Orthodiagonale  eine  etwas  längere. 
Kante  entsteht;  dann  erscheint  auf  denselben  eine  starke  positive 
Spannung,  wie  solche  bei  den  Krystallen  Nr.  7  bis  Nr.  11  beob- 
achtet wird. 

Die  Yertheilung  der  beiden  Elektritäten  auf  den  Kry stall  flächen 
gestaltet  sich  nun  folgendermassen.  Bei  den  Krystallen  Nr.  1  bis 
Nr.  6,  welche  im  Allgemeinen  eine  rhombische  Form  mit  spitz  zu- 
laufenden Enden  der  Orthodiagonale  besitzen,  sind  die  schiefen  End- 
flächen OP  meistens  in  ihrer  ganzen  freilich  nicht  grossen  Ausdehnung 
positiv,  und  es  erstreckt  sich  diese  positive  Polarität  auch  noch  auf 
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den  anliegenden  Theil  der  Flächen  4^  ^Poo,  wobei  auf  breileren  Kry- 
stallen  die  elektrische  Spannung  nach  den  Seiten  (den  Enden  der 
Orthodiagonale)  hin  stärker  ist  als  in  der  Mitte;  wohl  eine  Folge 
der  den  Enden  der  Orthodiagonale  zukommenden  positiven  Polarität. 
Der  übrige  Theil  der  Flächen  ^I^oo  ist  negativ,  und  eben  diese 
Spannung  zeigen  auch  die  Flächen  J^oo,  entweder  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  oder  nur  auf  dem  an  die  Flächen  4- ^00  grenzendei 
Theile,  während  der  den  Flächen  0  P  benachbarte  Theil  an  der  elek- 
trischen Beschaffenheit  dieser  letzteren  Flächen  tbeünimmt  und  also 
positiv  erscheint.  Auf  den  Flächen  00 P  beobachtet  man,  wenn  sie 
nicht  zu  schmal  sind,  auf  den  Theilen,  welche  an  die  Flächen  Of 
grenzen  (Nr.  1 ),  positive  Spannung,  welche  sich  dann  von  hier  aus 
nach  den  Enden  der  Orthodiagonale  hinzieht*). 

Für  die  Krystalle  Nr.  7  bis  Nr.  1 1  gilt  in  Betreff  der  elektrischen 
Vertheilung  auf  den  Flächen  OP,  j^Poo  und  Poo  die  zuvor  gemachte 
Angabe.  Dagegen  tritt  nun  bei  ihnen  auf  den  an  den  Enden  der 
Orthodiagonale  liegenden  Kanten  der  Flächen  iP4  eine  starke  posi- 
tive Spannung  auf,  welche  auf  den  langen  Kanten  der  Krysialle 
Nr.  1 0  und  Nr.  1 1  sehr  stark  ist,  und  ihre  grösste  Intensität  in  der 
Mitte  hat. 

Bei  den  beiden,  am  oberen  Ende  verbrochenen,  von  den  Flächen 
iP4,  00 P3  und  00 P  begrenzten  nadelformigen  Krystallen  Nr.  \i 
und  Nr.  1 3  ist  das  obere  verbrochene  und  ebenso  das  unlere  die 
FläcluMi  00  P3  und  00  P  tragende  Ende  positiv.  Die  von  den  Flächen 
i  Pi  im  klinodiagonalen  Hauptschnitte  gebildeten  Kanten  zeigen  nega* 
live  Spannung;  auf  den  von  den  Flächen  4P4  an  den  Enden  der 
Orthodiagonale  gebildeten  Kanten  vermag  dagegen  die  positive  Span- 
nung nicht  überall  hervorzutreten:  es  erscheinen  manche  Stellen 
dieser  Kanten  unelektrisch  oder  zeiwn  auch  wohl  eine  sehr  schwache 
negalixe  Spannung. 

b.    Z  w  i  llini^s kr  v  stalle. 

In  meinen  früheren  Abhandlungen  habe  ich  gezeigt,  dass  die 
thernioelektrische    Vertheilung    auf    den    Krystallen    des    AragoniLs 

Hol  der  in  die  Zeich luiua:  Nr.  I  eingolragenen  Beobachtungsreihe  wurde  in- 
folge der  ^olrv^tTonon  Kinhüllung  des  Kr\stalles  in  das  Kupferfeilichl  auf  der  einen 
HUcho  Oö/*  die  |H>sili\e  S|Kinnuu^  nicht  wahrgenommen:  es  liegen  mir  aber ao- 
dor\^  HoolKHhtuni^irtMhon  \or.   in  denen  sie  deutlich  hen ortrat. 
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Kalkspathes,  Gypses,  Orthoklases  und  Periklins  durch  die  Zwillings- 
bilduDg  nicht  geändert  wird ;  auf  den  verschiedenen  Stellen  der  Ober- 
fläche der  Zwillinge  und  selbst  der  mehrfach  zusammengesetzten 
Kryslalle  tritt  dieselbe  Polarität  auf,  wie  sie  an  denselben  auf  ein- 
fachen Individuen  erscheint.  Dieser  Ausspruch  gilt  beim  Titanit  zwar 
noch  von  der  grössten  Anzahl  der  Zwillinge;  bei  manchen  treten 
jedoch  infolge  der  Zwillingsbildung  Abweichungen  ein.  Es  lassen 
sich  diese  Abweichungen  mit  denen  vergleichen,  welche  auch  auf 
einfachen  Krystallen  infolge  des  Einflusses  der  Anwachsung  sich 
zeigen*).  Bei  den  einfachen  Titanitkrystallen,  welche  ringsum  aus- 
gebildet waren,  habe  ich,  wie  die  vorhergehende  Darstellung  zeigt, 
keine  wesentlichen  Verschiedenheiten  in  der  elektrischen  Vertheilung 
beobachtet.  Auf  den  Zwillingen  scheinen  namentlich  Störungen  dann 
einzutreten,  wenn  die  beiden  Individuen  derselben  eine  ungleiche 
Grösse  und  Ausbildung  besitzen,  während  bei  gleicher  Grösse  und 
Gestaltung  die  normale  Vertheilung  erhalten  bleibt. 

a.   Aneinander  gewachsene  Krystalle. 
aa.  Ein  kleiner   Krystall   in   der  Mitte   der  einen  Fläche 

\Poo  eines  grösseren  angewachsen. 

Bei  beiden  Krystallen  (Nr.  14  und  Nr.  15  Taf.  III.)  von  grauer, 
durch  Chlorit  etwas  grünlicher  Färbung  ist  das  grössere  Individuum 
vollständig  ausgebildet,  und  wird  begrenzt  von  den  Flächen  OP, 
i^oo,  tPoo,  ooP  und  4P 4.  Nr.  15  besitzt  in  der  Richtung  der 
Orthodiagonale  eine  etwas  grössere  Breite  als  Nr.  1 4.  Auf  der  einen 
Seite  (A)  ist  auf  der  Fläche  ^J -Poo  bei  Nr.  14  ein  sehr  kleiner,  bei 
Nr.  15  ein  etwas  grösserer  Krystall  aufgewachsen. 

Beide  Zwillinge  zeigen  nun  in  elektrischer  Beziehung  überein- 
slimmend  das  Eigen thümliche,  dass  auf  der  Seite  A  fast  überall  ne- 
gative, dagegen  auf  der  Seite  /i,  auf  welcher  keine  Spur  des  an- 
^'6ren  Krystalles  sichtbar  ist,  fast  überall  positive  Spannung  auftritt, 
^üf  der  Seite  A  erscheint  die  positive  Spannung  nicht  auf  der  Fläche 
'P;  denn  die  am  rechten  und  linken  Bande  liegenden  positiven 
'teilen  gehen  von  den  an  den  Enden  der  Orthodiagonale  liegenden 
ölen  aus.      Auf  der   Seite  D  erscheint    die   negative   Polarität    bei 


^)   Vergl.  oben  S.   357. 
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Nr.  1 4  nur  seitlich  am  Rande  der  Fläche  4  ^Poo  gegen  :Poo  hin,  und 
bei  Nr.  15  auf  einer  kleinen  Stelle  in  der  Mitte  der  Kante  von  |foo 
mit  OP.  Die  an  den  ]Snden  der  Orthodiagonale  von  den  Flächen 
4j?i-  gebildeten  Kanten  sind  positiv,  und  zwar  wächst  bei  den  län- 
geren Kanten  des  Krystalles  Nr.  14  die  Intensität  in  der  Richtung 
von  hinten  nach  vorn. 

ß|3.    Beide  Individuen  von   gleicher  Breite  und  Länge. 

Krystall  Nr.  16  Taf.  III.  An  dem  Zwillingskrystalle  Nr.  16 
finden  sich  die  Flächen  0  P,  4*00,  J-^oo,  ooP  und  f  J?2.  Am  linken 
Ende  der  Orthodiagonale,  so  wie  an  der  von  den  Flächen  ^^Poo  ge- 
bildeten Kante  {ab)  hat  er  angelegen,  und  ist  daher  an  den  betreffen- 
den Stellen  mangelhaft  ausgebildet.  Seine  Masse  ist  ziemlich  durch- 
sichtig und  grünlich  gefärbt. 

Das  elektrische  Verhalten  entspricht  im  Allgemeinen  dem  auf 
den  einfachen  Individuen  beobachteten.  Die  Flächen  OP  nebst  den 
anliegenden  Theilen  der  Flächen  4-j^oo  sind  positiv,  mit  Ausnahme 
einer  kleinen  Stelle  auf  der  Fläche  OP  neben  der  Kante  von  OP 
und  ^J^^oo  (Fig.  16Ä),  wo  schwache  negative  Elektricität  auflrill. 
Die  von  den  Flächen  i-Poo  der  beiden  Individuen  am  vorderen 
Rande  ab  gebildete  Kante  bleibt  noch  positiv;  dagegen  erscheint  in 
dem  von  den  Flächen  -Poo  gebildeten  einspringenden  Winkel  C  sehr 
starke  negative  Spannung. 

Krystall  Nr.  17  Taf.  III.  Bei  diesem  Krystalle  sind  die  Flächen 
^  J^*oo  kleiner,  die  Flächen  li?2  dagegen  breiter  als  bei  dem  vor- 
hergehenden; es  nähert  sich  also  seine  Gestalt  schon  sehr  den  in 
Nr.  18  bis  22  abgebildeten.  Seine  Masse  ist  grün  und  durchsichtig, 
jedoch  stellenweise  durch  fremdartige  Einschlüsse  getrübt.  Das  obere 
in  der  Zeichnung  A  sichtbare  Individum  ist  etwas  dünner  als  das 
darunter  liegende. 

Auf  der  Seite  A  ist  die  Fläche  0  P  zum  grössten  Theile  posi- 
tiv, nach  der  Fläche  iPoo  hin  aber  negativ;  auf  der  unteren  Seile  B 
wird  überall  nur  positive  Spannung  gefunden,  ebenso  auch  auf  der 
kurzen  am  vorderen  Rande  von  den  Flächen  ^Poo  der  beiden  In- 
dividuen gebildeten  Kante.  In  dem  von  den  Flächen  Poo  beider 
Individuen  auf  der  hinteren  Seite  gebildeten  Winkel  C  tritt  starke 
negative  Spannung  auf. 
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An  diesem  Zwilling  Nr.  17  sass  ursprünglich  auf  der  in  B  ab- 
gebildeten Seite  noch  ein  anderer  kleiner  Titanit.  Beim  Absprengen 
desselben  zerbrach  der  grosse  Krystall  nach  der  durch  aj3,  78  be- 
zeichneten Fläche.  Bei  der  zuvor  erwähnten  Untersuchung  wurden 
die  beiden  Stücke  dicht  aneinander  geschoben. 

Ich  habe  die  dargebotene  Gelegenheit  benutzt,  die  elektrische  Ver- 
theilung  auf  den  beiden  Bruchflächen  zu  bestimmen;  dieselben  sind 
in  Fig.  17  G  und  H  gezeichnet.  Wie  man  sieht,  gleicht  die  elek- 
trische Vertheilung  auf  der  einen  Bruchfläche  genau  der  auf  der  an- 
deren beobachteten ;  beide  Flächen  sind  im  Ganzen  positiv,  nur  tritt 
nach  dem  hinteren  einspringenden  Winkel  und  nach  oben  hin  eine 
schwache  negative  Spannung  auf.  Nach  der  unteren  Seite  D  hin 
wächst  die  positive  Spannung,  was  mit  dem  Umstände  zusammen- 
hängt, dass  auf  der  Seite  B  überhaupt  eine  starke  positive  Eleklri- 
citäl  herrscht. 

Krystalle  Nr.  18,  Nr.  19  und  Nr.  20  Taf.  III.  Die  drei  Kry- 
stalle  Nr.  18,  19  und  20  werden  fast  nur  von  den  Flächen  OP, 
^00  und  i^i  begrenzt.  Die  Farbe  von  Nr.  20  ist  grün,  von  Nr.  18 
und  19  gelblichgrüu.  Die  Masse  aller  drei  Zwillinge  ist  durchsichtig 
und  ziemlich  rein.  Die  Dicke  der  beiden  die  Zwillinge  Nr.  1 8  und 
^9  bildenden  Individuen  ist  nahe  gleich  gross;  bei  Nr.  20  erscheint 
die  Dicke  des  auf  der  oberen  Seite  A  sichtbaren  ein  wenig  geringer 
als  die  des  unleren. 

Die  Krystalle  Nr.  18  und  19  zeigen  nun  die  gewöhnliche  elek- 
trische Vertheilung^);  die  Flächen  OP  und  |P2  sind  auf  beiden 
Seiten  positiv,  der  von  den  Flächen  i^oo  auf  der  hinteren  Seile  ge- 
bildete einspringende  Winkel  C  aber  negativ.  Da  die  positive  Span- 
nung über  einen  grösseren  Theil  der  Oberfläche  ausgebreitet  ist,  als 
die  negative,  so  erreicht  ihre  Intensität  nirgends  die  grösste  Stärke 
der  auf  einen  kleineren  Raum  beschränkten  negativen.  Übrigens  sind 
die  elektrischen  Spannungen  auf  diesen  beiden  Krystallen  überhaupt 
ttur  gering. 

Bei  dem  Krystalle  Nr.  20  zeigt  zwar  die  obere  Seite  A  posi- 
tive Elektricilät,  dagegen  die  untere  B  ebenso  wie  der  einsprmgende 


^)  Eben  dies  gill  auch  von  einem  kleineren,  auf  den  Tafeln  nicht  abgebildeten 
^-^viliinge  gleicher  Gestalt. 
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Winkel  C  auf  der  hinteren  Seile  negative.  Die  negative  Spannung 
tritt  also  auf  der  Fläche  0  P  des  etwas  dickeren  Krystalles  auf. 
Durch  den  elektrischen  Gegensatz  zwischen  der  oberen  und  unteren 
Seite  ist  jedenfalls  die  grössere  Stärke  der  auf  den  Flächen  OP  aar- 
tretenden  Spannungen  bedingt. 

Krystall  Nr.  2Maf.  III.  Der  Zwilling  Nr.  21  ist  auf  der  uo- 
teren  Seite  etwas  unvollkommener  ausgebildet  als  auf  der  oberen; 
das  untere  Individuum  hat  auch  eine  geringere  Dicke  als  das  obere. 
Auch  bei  ihm  ist  nur  die  eine  Seite  B  positiv,  die  andere  A  nebst 
dem  einspringenden  Winkel  C  negativ;  daher  nimmt  auf  der  oberen 
Fläche  OP  die  negative  Spannung  nach  der  Mitte  hin  ab. 

Krystall  Nr.  22.  (Fig.  22  Taf.  111.)  Bei  diesem  Zwillinge  ist 
die  Dicke  des  unteren  Individuums  auf  ein  Minimum  reducirt;  der 
einspringende  Winkel  wird  deshalb  nicht  mehr  sichtbar,  es  erscheint 
daselbst  nur  die  Fläche  -Poo  des  oberen  Individuums.  Die  obere 
Seite  A  ist  negativ,  die  untere  Ä,  so  wie  die  Fläche  ^oo  (C)  positiv. 

ß.    Durchgewachsene  Krystalle. 

Schon  oben  S.  581  habe  ich  erwähnt,  dass  wir  zwei  verschie- 
dene Formen  dieser  Zwillinge  unterscheiden  können.  Bei  der  ersten 
Gruppe  werden  die  beiden  Individuen  vorzugsweise  von  den  Flächen 
OP,  ^  Poo,  Poo  und  ooP  begrenzt,  zu  welchen  noch  kleine  Flächen 
lP2  und  iPi  hinzutreten,  während  bei  der  zweiten  die  Flächen 
OP,   1  J?2  und  -Poo  vorwalten. 

aa.     Erste  Gruppe. 

Krystall  Nr.  23  Taf.  111.  Dieser  Zwilling  besteht  aus  einem 
grösseren  dünnen  tafelartigen  Individuum  von  der  Form  wie  Nr.  1 
wozu  noch  äusserst  kleine  Flächen  5  #2  treten.  Dieses  grössere  In- 
dividuum ist  von  einem  zweiten  ziemlich  kleinen,  auch  dünn  lafel- 
förmigen,  das  aus  seinen  beiden  Flächen  4  Poo  herausragt,  in  Zwillings- 
stellung durchwachsen.  Wie  die  in  Fig.  23  eingetragenen  Beob- 
achtungen zeigen,  ist  die  elektrische  Verthcilung  auf  dem  grossen 
Krystalle  völlig  normal.  Auf  dem  kleinen  konnte  seiner  geringen 
Grösse  wegen   eine    gen:niero  Bestimmung   nicht   ausgeführt  werden. 

Krystall  Nr.  24  Taf.  III.  Bei  diesem  von  Tavetsch  stammen- 
den Zwillinge   sind   die   beiden   Individuen   in    ihrer   Grösse    weniger 
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ungleich.  Ausser  den  Flächen  OP,  ^-^Poo,  ^Poo  und  oo /Minden  sich  noch 
kleine  Flächen  4:P4.  Die  Masse  ist  graulich  gefärbt  und  undurch- 
sichtig, mit  sehr  geringem  Anfluge  von  Chlorit. 

Auf  der  oberen  Seite  A  tritt  die  negative  Spannung  in  grösserer 
Verbreitung  auf,  als  auf  der  unleren  B.  An  dem  vorderen  (/>)  und 
hinteren  Ende  (C)  findet  sich  rechts  und  links  auf  den  daselbst  auf- 
tretenden Flächen  ooP  positive  Spannung,  während  in  der  Mitte  der 
Rinne  die  negative  Polarität  erscheint. 

Kr y stall  Nr.  25  Taf.  III.  Der  ebenfalls  von  Tavetsch  stammende 
Krystall  Nr.  25  gleicht  dem  vorhergehenden  an  Gestalt,  ist  aber  durch 
Chlorit  grünlichgrau  gefärbt.     Seine  Flächen  sind  glatt. 

Auf  der  oberen  und  unteren  Seite  tritt  die  negative  Spannung 
sehr  zurück;  sie  erscheint  nur  an  einzelnen  Stellen  der  von  den 
Flächen  ^j^oo  gebildeten  Rinne.  Dagegen  findet  sie  sich  im  Grunde 
der  von  den  beiden  Flächen  tPoo  gebildeten  Rinne  auf  der  vorderen 
und  hinteren  Seite;  jedoch  tritt  an  den  nach  den  Flächen  OP  ge- 
legenen Rändern  der  Flächen  -Poo  zum  Theil  auch  die  positive 
Spannung  auf. 

Krystall  Nr.  26  Taf.  III.  Dieser  Zwilling  hat  mit  dem  vorher- 
gehenden gleiche  Gestalt  und  Beschaffenheit  und  stammt  ebenfalls 
von  Tavetsch.  An  dem  linken  Ende  der  Orthodiagonale  ist  er  durch 
Bruch  etwas  verletzt. 

Auf  der  oberen  Seite  A,  wo  der  eine  Krystall  grösser  ist  als 
ler  andere,  tritt  in  der  von  den  Flächen  4-i^oo  gebildeten  Rinne  und 
hrer  Umgebung  die  negative  Spannung  stark  und  so  weit  ausgedehnt 
uf,  dass  die  positive  nur  an  dem  Rande  der  grösseren  Fläche  OJP 
rscheint.  Dagegen  wird  auf  der  unteren  Seite,  wo  die  beiden 
lachen  OP  nahe  gleiche  Grösse  besitzen,  die  negative  Spannung, 
^enn  die  ganze  obere  Seile  frei  liegt,  durch  die  positive  der  um- 
egeoden  Theile  verdeckt;  werden  die  positiven  Stellen  möglichst 
üt  Kupferfeilicht  bedeckt,  so  ist  in  der  Mitte  der  Rinne  die  nega- 
ive  Spannung  wahrnehmbar.  In  den  von  den  Flächen  Poo  gebil- 
ielen  einspringenden  Winkeln  [C  und  D)  zeigt  sich  starke  negative 
pannung. 

Krystall  Nr.  27  Taf.  111.  Der  Krystall  Nr.  27  aus  dem  Pfunder- 
lal  ist  durchsichtig,  mit  Einschlüssen  von  Chlorit.  Er  bildet  schon 
ne   Art  Übergang  zu  der  zweiten  Gruppe,  indem  an  dem  einen  In- 
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dividuum  auf  der  oberen  Seile  bereits  eine  Fläche  |iß2  io  ziemlicher 
Grösse  auftritt.  Das  rechte  Ende  der  Orthodiagonale  ist  unvollkomiueD 
ausgebildet.  Bei  ihm  erscheint  die  negative  Spannung  nur  m  der 
Mitte  der  unteren  Seite  B;  die  obere  Seite  A  ist  Überall  positiv. 

ßß.    Zweite  Gruppe. 

Die  Krystalle  dieser  Gruppe  werden,  wie  bereits  S.  581  ange- 
geben, vorzugsweise  von  den  Flächen  OP,  ftPä  und  J^oo  begrenzt, 
während  die  Flächen  ^f  oo  sehr  zurücktreten  oder  kaum  wahrnehm- 
bar sind. 

Die  vier  Krystalle  Nr.  28,  29,  30  und  31  stammen  aus  der 
Nähe  von  Obersulzbach;  ihre  Masse  ist  durch  Chlorit  grün  gefärbt; 
ihre  Flächen  zeigen  sehr  starken  Glanz. 

Der  Krystall  Nr.  28  bildet  gewissermassen  den  Übergang  vod 
der  ersten  Gruppe  zur  zweiten,  indem  bei  ihm  die  Flächen  ji'oo 
noch  in  massiger  Grösse  vorhanden  sind,  so  dass  der  mittlere  Theil 
der  Zwillingsfurche  auf  der  oberen  und  unteren  Seite  parallel  der 
Orthodiagonale  verläuft.  Bei  den  Übrigen  drei  Krystallen,  an  welchen 
die  Flächen  {-Poo  kaum  sichtbar  sind,  hat  die  von  den  Flachen 
l-PZ  gebildete  Furche  die  Richtung  von  links  hinten  nach  rechts  vorn. 

In  elektrischer  Beziehung  treten  dieselben  Verhältnisse  ein,  >vie 
bei  den  früheren  Krystallen.  Die  Flächen  0  P  sind  im  Allgemeinen 
positiv,  und  es  wächst  dabei  die  Intensität  nach  der  von  dem  zweiten 
Individuum  abgevvandlen  Seite  hin.  Die  von  den  Flächen  -J^^c»  oder 
J  :P2  gebildeten  Furchen  erscheinen  mehr  oder  weniger  negativ.  Die 
von  den  Flächen  J^oo  auf  der  vorderen  und  hinleren  Seite  gebildeten 
Kinnen  sind  negativ,  mit  Ausnahme  von  Nr.  28,  bei  welchem  sie 
zum  Theil  positiv  erscheinen,  jedoch  in  ihrem  Grunde  schwächer  ab 
auf  den  nach  den  Flächen  0  P  hin  gelegenen  Rändern  der  Flächen 
Poo.  Die  auf  der  rechten  und  linken  Seite  durch  den  Durchschnitt 
zweier  Flächen  lP2  desselben  Individuums  gebildeten  Kanten  zeigen 
überall  positive  Spannung. 

B,    Elektrisches  Verhalten  beim  Erhitzen   über  100"*^' 

Bereits  1840  habe  ich,  wie  früher  erv\ähnt,  in  meiner  H^^' 
lationsschrifl  milgetheilt,  dass  auf  den  Titaniten  bei  höheren  Tei^^V^ 
raturen   Umkehrungen   in    den   elektrischen  Polaritäten  eintreten,      ^' 
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ich  solche  früher  auch  bei  den  Boracitkrystallen  *)  beschrieben  habe. 
Damals  konnle  ich  wegen  Mangels  an  geeigneten  Krystallen  diese 
Uinkehrungon  nur  an  Zwillingskrystallen  nachweisen,  sprach  aber  die 
Vennuthung  aus,  dass  solche  auch  auf  den  einfachen  Individuen  sich 
zeigen  würden. 

a.    Einfache  Krystalle. 

Die  beiden  Krystalle  Nr.  10  und  11  Taf.  II.  zeichneten  sich, 
wie  wir  oben  sahen,  durch  grosse  Intensität  der  elektrischen  Span- 
nungen und  durch  die  vollkommen  normale  Vertheilung  der  beiden 
Polaritäten  auf  ihrer  Oberfläche  aus,  als  sie  nur  bis  1 00®  C.  erhitzt 
wurden,  und  schienen  daher  für  eine  Untersuchung  über  die  Um- 
kehrung bei  höheren  Temperaturen  sehr  geeignet. 

Zu  diesem  Zwecke  wurden  die  Krystalle  in  kupfernen  Schalen 
in  Eisenfeilicht  eingesetzt,  so  dass  nur  die  zu  prüfende  Stelle  frei 
blieb,  und  in  einem  ringsum  geschlossenen  Räume  bis  210"  C.  er- 
hitzt. Sofort  nach  dem  Herausnehmen  begann  die  Beobachtung.  Bei 
diesem  Verfahren  traten  auf  den  Kanten  von  OP  und  f  J?oo,  sowie 
auf  den  Flächen  J?oo  nach  einiger  Zeit  der  Abkühlung  die  oben 
S.  586  angeführten  und  in  die  Nr.  1 0  und  1 1  Taf.  III.  eingetragenen 
Polaritäten,  also  auf  den  Kanten  zwischen  OP  und  i^fioo  positive  und 
auf  den  Flächen  J?oo  negative  Elektricität  auf;  die  entgegengesetzten 
konnten  an  den  bezeichneten  Punkten  nicht  wahrgenommen  werden. 

Anders  verhielten  sich  die  beiden  an  den  Enden  der  Orthodia- 
gonale  von  den  Flächen  4J?4  gebildeten  Kanten.  Bald  nach  dem 
Beginn  der  Abkühlung  entstand  eine  negative  Spannung,  welche  bis 
auf  — 5  Skth.  anwuchs,  und  dann  bei  weiterem  Erkalten  in  die 
positive,  die  allmählich  bis  -f- 1 0   oder  1 2    Skth.   stieg,  überging. 

Die  Grenze  der  Temperatur,  bei  welcher  die  Umkehrung  ein- 
tritt, Hess  sich  angenähert  auf  folgende  Weise  bestimmen.  Wurde 
der  Krystall  bis  135^  C.  erhitzt,  so  erschien  ebenso  wie  zuvor,  wo 
die  Temperatur  bis  210"  gesteigert  worden,  auf  den  am  Ende  der 
Orthodiagonale  liegenden  Kanten  zuerst  negative,  wenn  auch  schwächere, 
und  dann  positive  Spannung.  Hatte  die  Temperatur  nur  110^  C.  er- 
reicht,  so   begannen  die   Kanten  sofort   negative  Spannung   zu   ent- 
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wickeln;  war  der  Krystall  bis  114  C^.  erhitzt  worden,  so  erschien 
die  Kante  zuerst  einige  Zeit  unelektrisch,  und  wurde  dann  positiv. 
Die  Temperatur,  bei  welcher  die  Umkehrung  der  Pole  eintritt,  liegt 
hiernach  also  ungefähr  bei  11^^  C. 

Auf  dem  Krystall  Nr.  1  habe  ich  nur  an  einem  Pole,  uMM 
an  dem  auf  der  oberen  Seite  A  an  der  Kante  zwischen  JdPoo  uod 
J?oo  liegenden,  eine  Umkehrung  mit  voller  Sicherheit  nachweisen 
können.  Nach  einer  Erhitzung  bis  210^  tritt  hier  zuerst  positive 
Spannung  auf,  die  später  in  eine  negative  übergeht. 

Ich  habe  die  Umkelu  ung  an  dieser  Stelle  auch  noch  durch  einen 
anderen  Versuch  bestätigt.  Der  Krystall  Nr.  1  wurde,  bis  auf  die 
betrelFende  Stelle  in  EisenfeiUcht  eingehüllt,  auf  einem  kleinen  nebea 
dem  Elektrometer  befindlichen  eisernen  Ofen*)  erhitzt.  Um  über  den 
Gang  der  Temperatur  wenigstens  eine  ungefähre  Angabe  zu  erhalten, 
stand  dicht  neben  dem  Krystalle  in  dem  Eisenfeilicht  das  cylindrische 
Gefäss  eines  Thermometers.  Innerhalb  des  kleinen  Ofens  befand  äcb 
eine  Alkohollampe  mit  kleiner  Flamme.  Als  das  Thermometer  60* 
zeigte ,  begann  auf  der  bezeichneten  Kante  sich  eine  positive  Span- 
nung zu  entwickeln,  die  bei  110^  ihr  Maximum  erreichte,  und  bei 
150"  in  eine  negative  verwandelt  war.  Die  Flamme  wurde  ausge- 
löscht, als  das  Thermometer  auf  1 80"  stand.  Beim  Erkalten  erschien 
erst  bei  130"  eine  positive  Spannung,  die  sehr  lange  anhielt,  uod 
als  das  Thermometer  40"  zeigte,  in  die  der  niederen  Teuiperalur 
entsprechende  negative  überging.  Dieser  späte  Eintiitt  der  negativen 
KlektricilUt  ist  wohl  durch  den  Umstand  bedingt,  dass  erst  die  vor- 
hergehende positive  Spannung  durch  die  auftretende  negative  über- 
wunden sein  muss,  bevor  diese  letztere  selbst  wahrnehmbar  wird. 

b.  Zwillings  krystalle. 
Die  im  Jahre  1840  von  mir  veröffentlichten  Beobachtungen  über 
die  Ünikehrung  gewisser  elektrischer  Pole  auf  dem  Titanit  wunlen 
an  dem  unter  Nr.  15  TaF.  111.  dieser  Abhandlung  beschriebenen 
Zwillinge  ausgeführt.  S.  ö8ü  habe  ich  aber  gezeigt,  dass  die  bei 
Temperaturen  unter  100"  auf  diesem  Krystalle  beobachtete  eleklrisehe 
Vertheilung   nicht   die    normale,   sondern  eine    durch  das  Anwaebsen 
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des  kleinen  Krystalles  wesentlich  gestörte  ist.  Anstatt  der  bei  nor- 
maler Vertheilung  iin  klinodiagonalen  Hauptschnitte  liegenden  vier 
Pole,  welche  abwechselnd  positiv  und  negativ  ^  sind,  erscheint  die 
obere  Seite  A  (Nr.  1 5  Taf.  III.)  fast  überall  negativ,  die  untere  Seite  B 
aber  positiv.  Die  an  den  Enden  der  Orthodiagonale  liegenden  posi- 
liven  Pole  habe  keine  Störung  erlitten. 

In  den  beiden  zuletzt  genannten  Polen  am  Ende  der  Orthodia- 
gonale tritt  nun  bei  höheren  Temperaturen  dieselbe  Umkehrung  ein, 
wie  ich  zuvor  S.  594  für  die  Krystalle  Nr,  10  und  11  angegeben 
habe;  nach  einer  Erhitzung  bis  210^  werden  diese  Kanten  erst 
negativ,   und  dann  positiv. 

Sehr  eigenthtimlich  ist  dagegen  das  Verhalten  im  klinodiago- 
nalen Hauptschnitte.  Nach  einer  Erhitzung  bis  210^  erscheint  beim 
Erkalten  auf  der  Flüche  OP  der  oberen  Seite  A  und  dem  naheliegenden 
Theile  von  i^oo  zuerst  positive  Spannung,  die  sehr  lange  anhält,  und 
schliesslich  in  die  negative  übergeht.  Auf  der  Kante  von  ^-^oo  und 
^00  eben  dieser  Seite  tritt  negative  Elektricität  auf,  ohne  Umkehrung. 
Ebenso  bleibt  die  auf  der  Fläche  OP  der  Seite  B  entstehende 
positive  Spannung  bis  zu  Ende  der  Abkühlung,  während  die  auf  der 
Kante  (J^Poo,  Pco)  eben  dieser  Seite  zuerst  auftretende  negative 
Polarität  gegen  Ende  der  Abkühlung  in  die  positive  übergeht. 

Die  Fläche  OP  auf  der  Seite  A  und  die  Kante  (iPoo,  Poo) 
auf  der  Seite  Z?,  wo  eine  Umkehrung  der  Polarität  eintritt,  sind  aber 
gerade  die  Stellen,  an  welchen  zu  Ende  der  Abkühlung  die  Verthei- 
lung eine  anomale  ist.  Betrachten  wir  die  Vertheilung  in  dem  klino- 
diagonalen Hauptschnitte  dieses  Krystalles  bei  einer  höheren  Tempe- 
ratur, z.  B.  von  1 30",  so  ist  dieselbe  vollständig  normal,  die  Pole  auf 
beiden  OP  sind  positiv,  die  Pole  auf  den  beiden  Kanten  (iPoo, 
Pöo)  negativ;  beim  weiteren  Fortschreiten  der  Abkühlung  wird 
urch  die  Umkehrung  der  Pole  in  dem  oberen  OP  und  in  der  unteren 
ante   J  Poo,  Poo  die  Vertheilung  anomal. 


Inhalt. 


Stüt 

"«'^i« 551 

Mellit  (Honigstein] g^j 

Pyromorphit ^g* 

Mimetesit 


55i 

55t 

561 

I^ioplas 5gg. 


Phenakit 
Pennia   . 


Strontianit 
Witherit 
Cerussit . 
Euklas    . 
Titanit    . 


57«^ 

57t 

571 

576 

579 


Druck  von  Kreitkopf  und  llärti»!. 


t 


i 

4 
i 


Ai 


.1 


1 


i 


I 


I 


' 


ELEKTRISCHE  UNTERSUCHUNGEN. 


SIEBZEHNTE  ABHANDLUNG. 

ER  DIE  BEI  EINIGEN  GÄSENTWIOKELUNGEN  AUF- 

TRETENDEN  ELEKTRICITÄTEN. 


VON 


W.  G.  HANKEL 

MITOI.IKD  DER  KONIOL.  3Ä0Hä.  aeSELLSCHAFT  OEB  WISSENSCHAFTEN. 


XII.  Bandes  der  Abhandinngen  der  mattiematisoh-physischen  Classe  der  Kdnigl. 

Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften 


N»  IX. 


LEIPZIG 

BEI    S.   HIRZEL. 
1883. 


Vom  Verfasser  übergeben  den   12.  October  18S3 
Der  Abdruck  vollendet  den   10.  November  1883. 


I 


ELEKTRISCHE  UNTERSUCHUNGEN 


VON 


W.  G.  HANKEL. 


SIKBZEHNTK  ABHANDLUNG. 

tBER  DIE  BEI  EINIGEN  ÖASENT WICKELUNGEN 
AUFTRETENDEN  ELEKTRICITÄTEN. 
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In  seinem  im  Jahre  1769  an  Joh.  Bapt.  Beccaria  gerichteten 
efe  de  vi  allracliva  ujuin  eleclrici  ac  phaenomenis  inde  pendenlihus ' ) 
liesst  sich  Volta  in  Betreff  der  Iilntstehung  der  ElektricitiH  durch 
bung  den  von  Franklin  aufgestellten  Ansichten  an.  Wenn  man  Glas 
(eist  der  Hand  reibt,  so  wird  nach  Volta's  Meinung  die  natürliche 
:)rdnung  der  Theilchen  desselben  so  geändert,  dass  die  Anziehung 
ischen  dem  Glase  und  dem  elektrischen  Fluidum  sich  vergrössert, 
I  infolge  dessen  elektrisches  Fluidum  aus  der  Hand  an  das  Glas 
rtritt.  Nach  dem  Aufhören  des  Reibens  stellt  sich  sehr  rasch  der 
lere  Zustand  des  Glases  wieder  her,  und  das  überschüssige  elek- 
^he  Fluidum    beginnt  auszufliessen.     Umgekehrt  tritt  beim  Reiben 

Schwefels  eine  Verminderung  jener  Anziehung  ein,  so  dass  ein 
lüst  an  elektrischem  Fluklum  entsteht;  nach  dem  Aufhören  des 
>ens  und  dem  rasch  erfolgten  Eintritte  des  normalen  Zustandes 
LJer  Schwefel  bestrebt,  das  verlorene  elektrische  Fluidum  wieder 
sich  zu  ziehen. 

Volta  stellt  dann  die  Fragö  auf,  ob  ausser  der  Reibung  noch 
5  andere  Ursache  existire,  welche  die  anziehenden  Kräfte  zwischen 

Materie  und  dem  elektrischen  Fluidum  vermehren  oder  vermin- 
n  könne,  und  glaubt  eine  solche  in  der  P>schütterung  der  Theil- 
n  durch  den  Stoss  erkannt  zu  haben.  Ei*  fand  nämlich  eine  Glas- 
eibe, welche  er  mittels  eines  hölzernen,  mit  Goldpapier  überzogenen 
nmers  geschlagen  hatte,  elektrisch  und  zwar  nicht  blos  an  der 
rollenen  Stelle,  sondern  auch  in  deren  Umgebung.  Dies  veranlasste 
,  die  entstandene  Elektricität    den    durch    die  Erschütt(*rungen    in 

Lage  der  Glastheilchen  hervorgerufenen  Änderungen  zuzuschreiben. 

Im   Anschluss   hieran    stellt    Volta    die   weitere  Frage  auf,    ob 

hl  bei  Auflösungen,    bei  Mischungen  von  Flüssigkeiten,    bei  Gas- 


*     Collezione  deW  opne  del  Caralicre  Conte  Alessandru  Volta.   Tom.  I.    Part.  I. 
iO. 
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entwickelungen,  bei  Verbrennungen  u.  s.  w.,  wobei  doch  grosse  und 
mannigfache  Veränderungen  in  der  Lage  der  kleinsten  Theilchen  ein- 
treten, das  elektrische  Fluiduni  ebenfalls  in  Mitleidenschaft  gezogen 
und  infolge  dessen  eine  elektrische  Spannung  erzeugt  werde.  Seine 
damaligen  Bemühungen  eine  solche  aufzufinden,  hatten  zwar  keinen 
Erfolg  gehabt;  jedoch  zweifelte  er  nicht  daran,  dass  genauere  Ver- 
suche bei  jenen  Vorgängen  elektrische  Spannungen  nachweisen 
würden. 

Nach    der    Construction    seines    elektrischen   Condensators   kam 
Volta    wieder    auf   die    oben    ausgesprochene   Vermuthung   zurück; 
darauf  bezügliche  Versuche  wurden  jedoch  zuerst  in  Paris,  auf  einer 
im  März  und  April  1782  dahin  unternommenen  Reise,  im  Verein  mit 
de  la  Place    und   Lavoisier  ausgeführt*).     Die   ersten  über  die 
Verdampfung  des  Wassers  und  des  Äthers  gemeinschaftlich  gemachleik 
Versuche  ergaben  keine  Anzeichen  von  Elektricität  mittelst  des  Con- 
densators,   und  Volta    glaubte  das  Ausbleiben   derselben  durch  die^ 
Beschaffenheit    der  Luft   und   des   Beobachtungszimmers   erklären  zm 
können.    Dagegen  erhielten  de  la  Place  und  Lavoisier  bei  Wieder- 
holung  der   Versuche   auf  einem    Landgute    des   Letzteren   deutliche 
Anzeichen   von  Elektricität  beim  Verdampfen    des  Wassers,   bei  der 
einfachen  Verbrennung  der  Kohle  und  der  Auflösung  von  Eisenfeilichf 
in    verdünnter  Schwefelsäure.      Volta    selbst   hat   dann  später  diese 
Versuche  vielfach  wiederholt. 

Über  eben  diese  Versuche  berichten  de  la  Place  uod  La- 
voisier in  den  Schriften  der  Pariser  Akademie  für  das  Jahr  1781. 
Sie  benierken  im  Eingange  ihrer  kurzen  Notiz  sur  l'eleclricile^  quab- 
sorheul  les  corps^  qui  se  reduiseni  en  vapeurs^  dass  sie,  obgleich  ihre 
Untersuchungen  noch  nicht  abgeschlossen  seien,  doch  glaubten,  die 
bereits  erhaltenen  Resultate  bekannt  machen  zu  müssen,  weil  sie  in 
Erfahrung  gebracht,  dass  ihre  Versuche  eine  gewisse  Publicität  er- 
halten hätten  und  andere  Physiker  sich  mit  demselben  Gegenstande 
beschäftigten. 

Am  Schlüsse  ihres  Aufsatzes*^)   heisst  es:   M,  de   Volta  a  voulu 


*)   Volla  berichtet  über  diese  Versuche  in  dem  Anhange  zum  zweiten  Theile 
seiner  Abhandlung  über  den  Condensator.      Collez,  Tom.  I.  Part.  I.  S.  270. 
^*'j   S.  294  des  oben  bezeichneten  Bandes. 
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assister  ä  nos  dernieres  experiences^  et  nous  y  etre  utile;  la  presence 
et  le  temoignage  de  cet  illustre  physicien  ne  peuvent  quinspirer  de  la 
conftance  dans  nos  resultals. 

Da  Lavoisier  und  de  la  Place  den  Condensator  anwandten, 
so  konnten  ihre  mittelst  dieses  Instrumentes  ausgeführten  Versuche 
nicht  ohne  die  Unterweisung  Volta's*),  also  nicht  vor  dem  April 
1782  angestellt  sein*^). 

Aus  der  vorstehenden  Darlegung  geht  unzweifelhaft  hervor,  dass 
die  Vermuthung,  es  könnte  bei  chemischen  Processen  und  bei  Zu- 
standsänderungen  Elektricität  auftreten,  zuerst  von  Yolta  ausge- 
sprochen werden,  und  Volta  behandelt  spater  die  Nachweisung  der 
Elektricitat  bei  Gasentwickelung  und  Verdampfung  als  seine  Ent- 
deckung*^*). 

Obwohl  die  z.  B.  beim  Auflösen  des  Eisens  in  verdünnter 
Schwefelsäure  auftretende  Elektricität  mittelst  des  Condensators  in 
den  Versuchen  von  de  la  Place  und  Lavoisier  so  stark  ange- 
häuft werden  konnte,  dass  die  abgehobene  Platte  des  Condensators 
Funken  gab,  und  die  von  Volta,  de  la  Place  und  Lavoisier 
angestellten  Versuche  in  den  Lehrbüchern  erwähnt  werden,  so  sind 
doch  meines  Wissens  die  elektrischen  Vorgänge  bei  den  Gasentwicke- 
lungen während  des  Verlaufs  eines  ganzen  Jahrhunderts  keiner  ge- 
naueren Prüfung  unterzogen  worden.  Jedenfalls  war  die  Unempfind- 
lichkeit  der  früheren   Elektrometer,  bei  welchen  stets  die  Zuziehung 


*)  Volta  sagt  auch  in  dein  oben  angeführten  Berichte  (S.  270)  :  nEglino 
concepiron  meco  la  speranza  di  un  felice  riuscimento,  quando  ebbi  loro  mostrato 
gli  effetti  del  mio  condensatore ,  e  spiegata  la  ragione  dei  fenomeni:  conseguente- 
menie  il  Sig.   Lavoisier  ne  ordino  un  grandc  col  piano  di  marmo  biancoa. 

**)  In  dem  auf  das  Jahr  1781  lautenden  Bande  der  Schriften  der  Pariser 
Akademie  findet  sich  S.  269  eine  Abhandlung  über  die  Zerlegung  des  Wassers 
von  MeusDier  und  Lavoisier,  welche  am  21.  April  1784  der  Akademie  vor- 
gelegt wurde,  so  dass  also  aus  der  Jahreszahl  \1S\,  welche  dieser  Band  der 
Abhandlungen  trägt,  kein  Schluss  auf  das  Datum  der  obigen  Versuche  gemacht 
werden  kann.  Die  Notiz  über  die  obigen  Versuche  von  Lavoisier  und  de  la 
Place  enthält  keine  Jahresangabe. 

***)  So  sagt  Volta  im  vierten  seiner  meteorologischen  Briefe  [Collez,  Tom.  L 
Part  II.  S.  148)  :  »Fondandomi  sulla  scoperta,  che  feci  fin  del  principio  del  1782 
dell'  elettricitä  sernprc  in  meno,  che  si  manifesta  negli  apparecchi  isolati,  da  cui, 
sia  colC  ebullizione ,  sia  colV  effervescenza  od  anche  colla  semplice  combustione  si 
fanno  salire  copiosi  vaporia. 
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eines  Condensators  nolhwendig  erschien,  einer  eingehenderen  Uoter- 
suchung  hinderlich.  Vielleicht  ist  auch  öfter  diese  Untersuchung  in 
Angrifl*  genommen,  aber  infolge  der  scheinbar  völlig  launenhaften 
Abwechselung  in  dem  Erscheinen  bald  eines  positiven,  bald  eines 
negativen,  bald  auch  eines  unelektrischen  Zustandes  wieder  auf- 
gegeben worden.  Ich  selbst  wenigstens  habe  wiederholt  diese  Ver- 
suche begonnen,  aber  stets  wegen  des  eben  bezeichneten  Wechsels 
in  der  Beschafl'enheit  der  im  Elektrometer  beobachteten  Spannungen 
abbrechen  müssen,  bis  es  mir  endlich  gelungen  ist,  mittelst  beson- 
derer Anordnungen  die  Bedingungen  für  das  Auftreten  der  einen 
oder  der  andern  Elektricität  festzustellen. 

Bevor  ich  aber  zur  Mittheilung  der  Resultate  meiner  Unter- 
suchung über  die  bei  gewissen  Gasentwickelungen  auftretenden  Elek- 
tricitäten  schreiten  kann,  muss  ich  einige  Erläuterungen  und  Beob- 
achtungen über  den  Einiluss  der  Ableitung  zur  Erde  und  der  durcli 
die  Berührung  der  verschiedenen  Leiter  erzeugten  elektrischen  Span- 
nungen vorausschicken. 

I«  Elektrometer. 

Zur  Wahrnehmung  der  bei  den  nachfolgend  beschriebenen  Gas- 
entwickelungon  (Entstehenden  elektrischen  Spannungen  diente  das  von 
mii*  construirle  Elektrometer.  Die  Emplindlichkeit  desselben  hissl  sicli 
sowohl  durch  Stellung  der  zu  beiden  Seiten  des  Goldblcitlchens  be- 
lindlichen  Messingscheiben,  welche  mit  den  Polen  einer  aus  Zink- 
Kupfer-Wasser-Elomenten  bestehenden  Sliule  verbunden  sind,  als 
auch  durch  die  Änderung  der  Anzahl  der  Elemente  in  der  eben 
erwähnten  Siiule  beliebig  vergrössern  oder  verringern.  Gewöiiiilicli 
wurde  das  letzte  V(»jfahren  angewandt,  da  bei  deniselben  das  Klek- 
tronieter  selbst  nicht  berührt  zu  werden  brauchte.  Dasselbe  Nvar 
ncinili(;li  ausser  seinem  eigentlichen  Gehäuse,  um  die  Einwirkuni; 
liemder  Elektricitciten  zu  verhindern,  ringsum  von  einer  weiten  Melall- 
hülle  umgeben,  welche  auf  dtu*  Vorderseile  eine  ÜHiiung  zum  Dmrli 
tritt  des  MikroskopkOrpers  und  auf  der  Hinterseite  eine  schmale 
Öllnung  zur  Beleuchtung  des  Goldbliittchens  besass. 

Um    den    elekirischen    Zustand    des   Goldblättchens    unabluinciu 
von    seiner  Ruhelage    prüfen    zu    können,    waren  die  Pole  der  oben 
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lezeichnelea  Süule  mit  den  IVlessingscheiben  des  Elektrometers  durch 
inen  Commutator,  dessen  mit  Quecksilber  gefüllte  Eisennäpfchen  auf 
ehellackstäben  standen,  verbunden.  Durch  Umlegen  des  Commu- 
lorbügels  wurde  die  Polarität  in  den  Scheiben  gewechselt,  und 
IS  Goldblättchen  zeigte  eine  Ablenkung  nach  der  entgegengesetzten 
jite.  War  die  Spannung  an  den  beiden  Polen  der  in  ihrer  Mitte 
r  Erde  abgeleiteten  Säule  so  abgeglichen ,  dass  das  mit  der  Erde 
rbundene  Goldblättchen  beim  Umlegen  des  Comnuitatorbügels  seine 
Ige  nicht  änderte^),  so  gab  bei  dem  durch  Zuführung  von  Elektricität 
ladenen  Goldblättchen  die  Hältle  des  durch  Umlegen  des  Bügels 
tstehenden  Ausschlages  ein  Maass  für  die  vorhandene  Spannung. 

Die  zuvor  ausgesprochene  Bedingung,  dass  die  Spannung  in  den 
iden  Polen  so  abgeglichen  sei,  dass  das  zur  Erde  abgeleitete  Gold- 
Atlchen  beim  Umlegen  des  Commutalors  keinen  Ausschlag  zeigt, 
darf  noch  einer  Erläuterung.  Wenn  in  meinem  Elektrometer  das 
>l(lblättchen  genau  in  der  Mitte  der  beiden  Scheiben  hängt,  und 
ese  Scheiben  infolge  ihrer  Verbindung  mit  den  .Polen  der  Säule 
eich  grosse  aber  entgegengesetzte  Spannungen  besässen,  so  würde 
Min  Umlegen  des  Comnmtators  das  Goldblättchen  seine  Lage  nicht 
ulern,  wenn  dasselbe  gänzlich  unelektrisch  wäre.  Wird  jedoch 
IS  Goldblättchen  durch  einen  metallischen  Leiter  zur  Erde  abge- 
iteti  so  ist  es  durchaus  nicht  unelektrisch,  sondern  behält  eine  den 
der  Ableitung  liegenden  Contactverhältnissen  entsprechende  elek- 
sche  Spannung;  infolge  dessen  entsteht  auch  bei  gleichen  Abslän- 
n  und  bei  gleich  starker  Ladung  der  Scheiben  beim  Umlegen  des 
mmutators  ein  Ausschlag  von  bestimmter  Grösse.  Ich  werde  nach- 
r  zeigen,  dass  die  infolge  der  Ableitung  des  Goldblättchens  durch 
len  mit  den  Gasrühren  des  Hauses  verbundenen  Kupferdraht  ein- 
tende  Spannung  negativ  ist. 

Diese  Änderung   in  der  Lage  des  Goldblättchens  beim  Umlegen 
s  ('.ommutatorbügels  lässt  sich,  wie  ich  schon  früher  nachgewiesen 


*)  Zeigt  sich  an  (lern  zur  Erde  abgeleiteten  GoldbläUchen  beim  Umlegen  des 
iniiutatorbügels  ein  sehr  gennger  Ausschlag ,  und  man  hat  vielleicht  nicht  Zeit^ 
iselben  durch  Hin-  oder  Ausschalten  von  Elementen  in  der  Säule  zu  beseitigen, 
I'asst  Ulan  ihn  bestehen ,  und  zieht  ihn  bei  der  Auswerthung  der  elektrischen 
nnungen  in   Kechnung. 
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habe"^),  beseitigen,  ween  man  die  negative  Hälfte  der  Säule  so  weil 
verstärkt,  dass  sie  auf  dem  in  der  Mitte  zwischen  den  Scheiben  be- 
findlichen Goldblältchen  eine  gerade  so  viel  grössere  positive  Span- 
nung gegenüber  der  von  der  positiven  Scheibe  hervorgerufenen 
negativen  VertheiUmg  erzeugt,  als  die  infolge  der  Ableitung  zur  Erde 
vorhandene  negative  Spannung  betrögt.  Durch  das  Zusammenwirken 
der  vertheilenden  Einilüsse  beider  Scheiben  und  der  Ableitung  zur 
Erde  bleibt  dann  das  Goldblättchen  unelektrisch,  wird  also,  trotzdem 
die  negative  Scheibe  eine  etwas  grössere  Spannung  besitzt  als  die 
positive,  nicht  nach  joner  hinbewegt,  und  zwar  ist  es,  weil  beide 
Scheiben  gleich  weit  vom  Goldblättchen  entfernt  sind,  gleichgUllig, 
ob  die  eine  oder  die  andere  Scheibe  mit  dem  etwas  stärkeren  nega- 
tiven Pole  verbunden  ist. 

Ich  werde  weiterhin  zeigeif,  dass  ein  Kupferdraht,  welcher  an 
den  eisernen  Gasleitungsröhren  des  Hauses  befestigt  ist,  sehr  nahe 
eine  Spannung  — 0,11  besitzt,  wenn  ich  die  Spannung  zwischen 
Zink  und  Kupfer  =  1  setze.  Wird  nun  dieser  Kupferdraht  nielal- 
lisch  mit  dem  Goldblättchen  in  Verbindung  gebracht,  so  nimmt  das 
Goldblättchen  (als  aus  reinem  Golde  bestehend  betrachtet)  die  Span- 
nung —  0,21  ^^)   an. 

Ist  nun  die  Stärke  der  beiden  Säulenpole  so  abgeglichen,  dass 
durch  die  stärkere  Wirkung  der  negativen  Scheibe  diese  Spanpung 
—  0,21  gerade  aurgehoben  wird,  so  zeigt  das  Goldblättchen  beim 
Umlegen  des  Conmuilators  keine  Änderung  in  seiner  Lage.  Wird 
durch  Zulühiung  von  aussen  die  Spannung  auf  dem  Goldblättchen 
geändert,  so  niissl  der  beim  Umlegen  des  Conmuitators  entstehende 
Ausschlag  di(»  von  — 0,i1  eingetretene  Änderung.  Wir  können  also 
von  der  dem  Goldblättchen  infolge  der  Ableitung  zur  Krde  erlheillen 
Spannung  absehen ,  und  die  beim  Umlegen  dos  (]onunutatürhüi;el> 
entstehenden  Ausschläge  als  ein  Maass  für  die  dem  Goldblättchen 
von  aussen  zugeführte  lilektricilät  betrachten. 

*     Diese   Abh.    Bd.  IX.    S.  7. 

**i    Die  Spaiiming  «les   Kupfers  j2;egen  (iold   betrügt   -j-0,10.      S.    diese  Abh. 
IJd.  \l     8.   600. 
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tl.  Elektrische  Vorgänge  bei  von  Metallen  abfallenden 
Wassertropfen. 

Ein  ungefähr  80  Cubikcentinietcr  fassendes  triclilerförmigos  GlaK- 
geßiss    war   unlen    in    eine   so  feinu  Spitxe  ausgezogün,   dass  i\m  in 
cJasselbe   eingegossene    Wasser    nur    in    Tropfen    {je    naeh    der  llOlie 
des    Wasserstandes    i    bis    8    Tropfen    in    der    Secunde)    ansniessen 
konnte.     Das  GeHiss  war  isolirt  aufgustelll,  und  die  am  iiiilcü-en  Ende 
sich    bildenden  Tropfen    lielen    in  eine  ebenfalls  isolirle  l'lalinKcliaaie 
von  1 10"""  Durctiniesser.     In  das  Wasser  dieses  Glasgel^sseK  koiiiilcti 
verschiedene  Metalle  eingetaucht,  und  dabei  entweder  zur  Erde  ab- 
geleitet, oder  durch  einen  isolirten  Draht  mit  dem  Ooldblltlttrhen  dex 
Elektrometers    verbunden    werden.      Ebenso  konnte  die  I'lalinwhaah' 
zurBrde  abgeleitet  oder  durch  den  eben  bezeichneten  isolirten  Draht 
mit  dem  Elektrometer  verbunden  werden. 

Die  spateren  Versuche  Ulier  die  Enlslehnng  von  Elr;klrii-iltn  bei 

('asentwickelungen  machten  es  n{>thig,  das  Iricrhtt'rl'OrmiKe  Glasf^efUhs 

'»ebst  der  Platioscbaale  in  einer  seil^varts  Iwlindliehen,  mit  giiU-m  Luft- 

^Mge  versehenen  Kapelle  aufzustellen.     Die  Verbindunfj;  iUin  Wassers 

b'>k]  Glasgefässe    oder    der    i'latinschiiali-    mit    dem    (joldblildclien   des 

■*£lektrowetei's    umsble   deshalb    diinh  einen  i  Meter  lanf^en  Kupfer- 

Bdralil    hergestellt    v% erden.     Durch    dies<;n    lanf^en    U'ili-r    wunle   die 

BCflpacitat   des  isolirten  Theiics  des  Apparates  Kehr  venneiirt  und  in- 

B^folt^   iicssen   «li«.'   Grosse   der    A^l^w■ltla(|;(■    vermindert.     AtMlenTwilii 

I  bot  aber  diese  EinricMni^  durch  den  Ausncliluss  »ustierer  sUir enden 

B|i||||n&Mjr|IJ[Mfb&ff:    di*-  «li   im   d.-u   Verdürben 

^^^^^^^^^^^^^■^^V>,mjiHii^  den      llCI     d<'IP 

^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^>- ri  d  e  11 
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fallenden  Tropfen  nehmen  einen  Theil  dieser  Elektricitlit  mit  und 
übertragen  dieselbe  an  die  isolirte,  und  mit  dem  Goldblättchen  des 
Elektrometers  verbundene  Platinschaale.  Da  infolge  der  Ableitung 
zur  Erde  der  elektrische  Zustand  des  Wassers  ungeändert  bleibt,  so 
muss  die  elektrische  Ladung  der  Schaale  und  des  Elektrometers  mil 
der  Anzahl  der  gefallenen  Tropfen  zunehmen. 

Wie   oben    schon  erwähnt  und  nachher  speciell  gezeigt  werden 
soll,    besitzt  der  mit  den  Gasröhren  des  Hauses  verbundeue  Kupfer- 
draht eine  Spannung  von  nahe  — 0,11,  wenn  die  Spannung  zwischen 
Zink    und  Kupfer  =  -)-  1   gesetzt   wird.     Das    mit   dem  Kupfer  ver- 
bundene Platin  erhält  dann  eine  Spannung  —  0,34^),  und  das  Wasijer, 
in   welches    dasselbe    eintaucht,   — 0,45.     Jeder   von   dem    untei'eo 
Ende  des  Trichters  abfallende  Tropfen  nimmt  eine  von  dieser  Span- 
nung  abhängige  Elektricitätsmenge   mit.     Als    nun  bei  der  beschrie- 
benen   Anordnung   die   Tropfen    während  2  Minuten    in   die  Schaale 
gefallen  waren,  gal)  das  Elektrometer  bei  einei*  bestimmten  Empfind- 
lichkeit   einen    Ausschlag    von  —  2,5  Skth.,    der   bei    weiterer  Fort- 
setzung des  Versuches  selbstverständlich  sich  vergrössertc. 

Wenn  anstatt  des  Platindrahtes  ein  blankes  Kupferstück  in  das 
Wasser  des  Trichters  eingetaucht  wird,  so  muss  das  Wasser  die 
Spannung  —  0,1 1  -j-  ( —  0,08)  =:  —  0,19  zeigen.  Bei  einem  solchen 
Versuche  betrug  die  Ladung  der  Platinschaale,  nachdem  die  Tropfen 
während  2  Minuten  in  dieselbe  gefallen  waren,  — 1,7Sktli.  Die- 
selbe war  also  geringer,  als  unter  gleichlanger  Dauer  des  Tropfens 
bei  dem  Platin. 

Tauch!   ein  mit  den)  Kupferdrahl  verbundenes  blankes  gehürleles 


*j    hio    eleklrisclien  Spaiiiiiini^en,    wolclio  durch  Berührung    dor    Melalle  mit 
anderen  Metallen   und   mit  dcslillirleni    Wasser  entslehcn ,   sind   meinen   iiu  XI.  Bd. 
dieser  Al)liandluni;en  belindlichen  Maasshestininiuni;en  der  eleklroniotorisehen  Kriiflc 
enlnonunen.      Ich  stelle  die  im  Texte  vorkommenden  Spannungen   hier  zusammen: 
Zink-Kupler  =-^-1,00,    Kisen-KupCer  =  +  0 J6,    Kupfer-Platin  =  -[- 0,2H.    hi»> 
Wasser   ist   zehn   Minuten   na('h   dem   Eintauchen  gegen   diese  Metalle   negativ  ;   diese 
Spannung  lindert  sich   etwas  mit  der  Zeit,    und   es  ist   im  Mittel   dieselbe  angenom- 
men   für    Kupfer-Wasser  =  +  0,08  ,     für    IMa tin- Wasser  ==-}- 0,  t  t  ,     für    Zink- 
VV^asser  r=-|-(),2o   imd   für  Kisen(Stahlj-VV'asser  = -f- o,Oi.      Es  wurden  meistens 
die»  zu   den   früheren   Messungen   henutzt(»n   M(»tallst(icke  angewandt,   und   überhaupt 
die  V(Th;illiM-is(!  den   bei  Jenen  früheren  Beobachtungen  obwaltenden  möglichst  gleich 
gemacht. 
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StahlstäbcheD  in  das  Wasser  des  Trichlergefässes,  so  erhall  der  Stahl 
die  Spannung  —  0,11  -j-  0,16  =  -j-  0,05,  und  das  Wasser  die 
Spannung  -}-  0,05  —  0,02  =  -}-  0,03.  Bei  dieser  Anordnung  erschien 
die  Platinschaale,  nachdem  während  2  Minuten  die  Wassertropfen  in 
dieselbe  gefallen  waren,  entweder  unelektrisch  oder  in  sehr  geringem 
Grade  positiv. 

Wenn  endlich  ein  mit  dem  Kupferdrahte  verbundenes  blankes 
Zinkstück  in  das  Wasser  getaucht  wird,  so  ninmit  das  Zink  die  Span- 
nung —  0,11  +  1,00  =  -j-  0,89,  und  das  Wasser  im  Gefiissc  die 
Spannung  +  0,89  —  0,20,  =:  +  0,69  an.  Als  die  Tropfen  wahrend 
2  Minuten  gefallen  waren,  gab  die  Schale  einen  Ausschlag  von 
+  6,4  Skth. 

b.    Elektrisches  Verhalten    der  Leitung  vom  Wasser  dos 

Glassgefiisses  zum  Elektrometer. 

Im  Vorhergehenden  sind  bereits  die  Spannungen  berechnet  wor- 
den, welche  das  im  Trichter  beiindliche  Wasser  durch  Berührung 
mit  dem  in  ihm  eingetauchten  und  zur  Erde  abgeleiteten  Metall 
annimmt.  Wird  nun  dieses  Metall  durch  eine  isolirte  Drahtleitung 
mit  dem  Elektrometer  verbunden,  und  diese  Leitung  zuerst  duich 
Anlegen  des  mit  den  Gasröhren  des  Hauses  zusammenhangenden 
Kupferdrahtes  abgeleitet  und  darauf  j^olirt,  so  wird  die  in  dem 
Wasser  zufolge  der  zuvor  bestandenen  Ableitung  angehäufte  Eleklri- 
citüt  durch  die  abfallenden  Tropfen  allmahlig  immer  geringer  werden  ; 
nach  dem  Abfallen  unendlich  vieler  Tropfen  würde  das  Wasser 
gänzlich  unelektrisch  werden.  Sobald  aber  bei  einem  isolirten  Systeme 
zusanmienhangender  Leiter  der  absolute  Werth  der  Spannung  an  irgend 
einer  Stelle  geändert  wird,  so  erleiden  alle  Punkte  desselben  die 
gleiche  Änderung  in  ihrer  Spannung;  dagegen  müssen  die  Unter- 
schiede zwischen  den  einzelnen  Theilen  der  Leitung  bestehen  bleiben. 
Wenn  nun  ein  blankes  Platinstäbchen  in  das  Wasser  des  Trichters 
taucht,  so  erhalt,  wie  oben  gezeigt,  das  Wasser  durch  die  Ableitung 
die  Spannung  — 0,45  (S.  606),  die  nach  dem  Isohren  fortbestc^ht. 
Das  Goldblättchen  des  Elektrometers  hat  dabei  die  Spannung  —  0,21  ; 
diese  letztere  erzeugt  aber  bei  der  getrofl'enen  Einrichtung  (S.  604) 
beim  Umlegen  des  (lommutatorbügels  keinen  Ausschlag.  Verliert 
dann   das  Wasser    im   Gefüsse    durch    die    abfallenden  Tropfen   seine 
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elektrische  Spannung  von  —  0,45,  so  muss  die  Spannung  im  Gold- 
blättchen sich  um  -j- 0,45  ändern;  sie  beträgt  also  +0,24.  Beim 
Umlegen  des  Commutatorbügels  wird  aber  nicht  diese  Spannung, 
sondern  die  von  —  0,21  eingetretene  Änderung,  mithin  die  Span- 
nung -[-  0,45,  um  welche  das  Wasser  seinen  Zustand  geändert  hat, 
gemessen.  Bei  solchen  Versuchen  zeigte  das  Goldblättchen,  wenn 
die  Tropfen  während  2  Minuten  gefallen  waren,  einen  Ausschlag 
von  -}-  2,5  bis  -j-  3,6  Skth.*).  Bei  längerer  Fortdauer  des  Tropfens 
steigt  derselbe  noch  etwas  höher,  da  in  der  Zeit  von  2  Minuten 
das  Wasser  noch  nicht  vollständig  entladen  sein  kann. 

Wurde  der  vorstehende  Versuch  in  der  Weise  abgeändert,  dass 
anstatt  des  Platins  ein  blankes  Kupferstäbchen  in  das  Wasser  tauchte, 
wodurch  letzteres  eine  Spannung  — 0,19  erhielt,  so  betrug  nach 
2  Minuten  der  Ausschlag  im  Elektrometer  -j-  1,2  Skth. 

Dagegen  zeigte  das  Goldblättchen  keinen  merklichen  Ausschlag, 
wenn  ein  blankes  Stahlstäbchen  in  das  Wasser  eintauchte.  Die 
elektrische  Spannung  des  Wassers  betrug  in  diesem  Falle  nach  S.  607 
auch  nur  -j-  0,03. 

Wurde  endlich  bei  gleicher  Anordnung  ein  blankes  Zinkslttck 
in  as  Wasser  getaucht,  wodurch  das  letztere  eine  Spannung  -f-  0,69 
annahm,  so  zeigte  nach  2  Minuten  das  Goldblättchen  einen  Ausschlag 
von  — 3,7  bis  — 4,5  Skth.  ..Nahe  ebenso  verhielt  sich  gut  amal- 
gamirtes  Zink. 

Aus  den  vorstehenden  Beobachtungen  lässt  sich  nun  ein  ange- 
näherter Werth  für  die  elektrische  Spannung  auf  dem  mittelst  der 
Gasröhren  des  Hauses  abgeleiteten  Kupferdrahte  berechnen.  Kine 
völlig  genaue  Bestinuiumg  ist  nicht  zu  erwarten,  weil  die  Anzahl 
der  in  2  Minuten  fallenden  Tropfen  etwas  schwankt  und  weil  auch 
die  Spannung  zwischen  dem  Wasser  und  manchen  Metallen  sich 
mit  der  Zeit  etwas  ändert.  Die  vorstehenden  Messungen  sind  4  bis 
20  Minuten  nach  dem  Eintauchen  der  blankgeputzten  Metalle  aus- 
geführt. 

In  dem  Zeiträume  von  2  Minuten  ist  nun  allerdings  das  Wasser 
des    Trichters    nicht    völlig    entladen.     Nehmen    wir   aber   an,  cla&s 

*)  Je  nach  der  Anzahl  der  in  einer  Secunde  fallenden  Tropfen,  die  vornehm- 
lich durch  den  Stand  des  Wassers  im  Trichter  bedingt  ist,  werden  die  innerhalb 
eines  Zeitraumes  von    i   Minuten   entstehenden  Ausschläge  etwas  variiren. 
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ahrend  desselben  bei  den  verschiedenen  Versuchen  gleichviel  und 
eichgeslaltele  Tropfen  gefallen  sind,  so  wird  sich  die  Ladung  des 
'assers  stets  in  demselben  Verhältnisse  verringert  haben,  und  die 
)en  gegebenen  Ausschläge  des  Elektrometers  können  als  Maass  ftlr 
e  im  Wasser  anfangs  vorhandene  elektrische  Spannung  dienen. 

Oben  war  für  das  Wasser,  wenn  Platin  eintaucht,  eine  Span- 
iing  —  0,45  und  wenn  Zink  eintaucht,  eine  Spannung  4"  0,69 
^rechnet  worden;  der  Unterschied  beider  Spannungen  ist  1,14. 
D  Mittel  betrug  nun  bei  den  vorstehenden  Versuchen  der  Ausschlag 
es  Elektrometers,  wenn  Plalin  in  das  Wasser  tauchte,  -|"  3  Skth., 
nd  wenn  Zink  eintauchte ,  —  4  Skth.  Ein  Ausschlag  von  7  Skth. 
Qtspricht  also  einer  Spannung  von  1,14. 

Da  die  Spannung  des  Wassers  gegen  Kupfer  lungere  Zeit  nach 
era  Eintauchen  sich  fast  constant  erhält,  so  werde  ich  zur  Bestim- 
lung  der  durch  die  Ableitung  /ur  Erde  erzeugten  Spannung  die 
^ersuche  mit  Kupfer  zu  Grunde  legen.  Im  Mitlel  betrug  der  Aus- 
ühlag  des  Elektrometers,  wenn  Kupfer  in  das  Wasser  tauchte, 
j-  1,2  Skth.  Die  Spannung  des  Wassers,  welche  infolge  des  Ab- 
ropfens  den  Ausschlag  -|-  1,2  hervorbrachte,  ergibt  sich  hieraus 
=  0,19.  und  zwar  ist  dieselbe  negativ,  weil  durch  ihr  Verschwin- 
en  das  Elektrometer  posiliv  geladen  wird.  Beträgt  nun  die  Span- 
ung  des  durch  Kupfer  zur  Erde  abgeleiteten  Wassers  — 0,19,  so 
luss  sie  auf  dem  Kupfer  selbst  =  —  0,11  sein.  Dies  ist  also  der 
^^erth,  welcher  oben  für  die  dem  Kupfer  durch  die  Ableitung  mit- 
bist der  Gasröhren  ertheilte  elektrische  Spannung  angenommen 
/urde.  Mit  ihm  erhält  man  dann,  wie  zuvor  berechnet,  für  die 
pannung  des  Wassers  beim  Eintauchen  des  Platins  —  0,45 ,  des 
[upfers  — 0,19,  des  Stahles  -(-0,03  und  des  Zinkes  +  0,69. 

Geht  man  von  dem  beim  Eintauchen  des  Kupfers  beobachteten 
ausschlage  -{-0,12  aus,  so  erhält  man  aus  den  angegebenen  Span- 
ungen  durch  Rechnung  die  folgenden  Ausschläge  des  Elektrometers: 


iiti  Eintauchen  des 

berechnet 

beobachtet 

Platins 

+  2,8 

+  2,5  bis  +  3,6 

Kupfers 

+  1,2 

+  1,2 

Stahles 

—  0,2 

0 

Zinkes 

-4,3 

3,7  bis        4,5. 
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Sonach  kann  also  für  die  auf  dem  Kupfer  infolge  der  Ableitung 
durch  die  Gasröhren  entstehende  Spannung  —  0,1 1  als  angenäherter 
Werth  betrachtet  werden. 

Bei  den  in  diesem  Abschnitte  beschriebenen  Versuchen,  wobei 
die  Leitung  vom  Wasser  im  Trichter  zum  Elektrometer  isolirl  war, 
zeigte  das  Elektrometer  zwar  stets  die  entgegengesetzten  Ausschläge, 
als  bei  den  im  vorhergehenden  mitgetheilten ,  wo  die  Platinschaale 
mit  dem  Elektrometer  verbunden  war;  indess  können  die  in  deo 
entsprechenden  Versuchen  erhaltenen  Zahlenwerthe  nicht  gleich  sein. 
Erstens  waren  die  Oberflächen,  über  welche  sich  in  den  beiden  An- 
ordnungen die  Elektricitlit  verbreitete,  nicht  gleich  gross,  und  zwei- 
tens behielt,  wenn  die  elektrische  Spannung  der  Platinschaale  be- 
obachtet wurde,  das  Wasser  im  Trichter  stets  dieselbe  Spannung, 
weil  das  in  dasselbe  eintauchende  Metall  fortdauernd  mit  der  Erde 
in  Verbindung  stand,  wührend,  wenn  die  Spannung  auf  der  vom 
Trichter  nach  dem  Elektrometer  führenden  Leitung  gemessen  werden 
sollte,  der  Trichter  und  diese  Leitung  isolirt  waren,  und  die  anfange 
vorhandene  Spannung  des  Wassers  sich  durch  die  Fortführung  der 
auf  den  fallenden  Tropfen  angehäuften  Elektricitüt  immer  mehr  und 
mehr  verminderte. 

Die  vorstehenden  Versuche  wurden  bei  einer  Anordnung,  welche 
mit  der  spüter  bei  den  Gasentwickelungen  benutzten  übereinsliiiiiiile, 
wiederholt.  Es  wurde  unterhalb  der  Spitze  des  isolirlen  Irichler- 
föruiiüfen  Gctiisses  ein  blanker  Metallstreifen  in  einer  unter  4ö**  i:e.^en 


■o 


0^0^ 


den  Horizont  geneigten  Lage  so  aufgestellt,  dass  die  aus  der  Spitze 
des  TiicIUers  h(»rabfallen(len  Wassertropfen  in  der  Nähe  des  oberen 
Endes  dos  Melallstreifens  auflrafen  Die  Tro])fen  flössen  dann  üIkm 
das  Metallbleeh  hinab,  und  sammelten  sich  am  unteren  Ende  zu  luelir 
oder  weniger  grossen  Tropfen,  welche  in  die  unterhalb  stebemie 
Platinschaale  Helen.  Es  konnten  nun  der  Metallstreifen  und  di^ 
Platinschaale  isolirt  g(»halten,  und  einzeln  oder  zusanmien  mit  dem 
(joldbicittchen  des  EI(»ktronieteis  oder  mit  der  Erde  verbunden 
werden. 

Fielen  die  Wassertropfen  auf  eine  isolirte  Platinplatte,  welche 
mit  den]  Elektrometer  verbunden  und  zuvor  mit  dem  kupferneu 
Leitungsdrahte  berührt  war,  so  entstand  \m  Elektrometer  eine  posi- 
tive  Ladung,   wahrend  die  unterhalb  stehende  Platinschaale  negaliNe 
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Spannung  erhielt.  Wurde  an  den  Ort  des  Platins  ein  Zinkstreifen 
gestellt,  so  ertheilte  der  isolirte  Melallstreifen  dem  Elektronietei 
negative,  dagegen  die  isolirte  Plalinschaale,  in  welchei*  die  vom  Zinke 
abfallenden  Tropfen  sich  sammelten,  positive  Spannung. 

Dieselben  Spannungen,  und  auch  nahe  in  gleicher  Grösse,  traten 
auf,  als  anstatt  eines  gewöhnlichen  blanken  Zinkstückes  ein  gut 
amalgamirtes  Stück  Zink  angewandt  wurde.  Eben  dasselbe  fand 
statt,  wenn  bei  gut  amalgamirlem  Zinke  verdünnte  Schwefelsiiuie 
anstatt  des  Wassers  in  das  trichterförmige  Gefäss  gegossen  wurde. 

III.    Elektrische  Vorgänge   bei   der  Entwiekelimg  des 
Wasserstoffgases  aus  Zink  und  Schwefelsäure. 

Lavoisier  und  de  la  Place  übergössen  Kisenfeilicht  mit 
einer  ungePahr  durch  drei  Theile  Wasser  verdünnlen  Schwefelsiuire 
in  einem  Gel<isse,  welches  mit  der  Platte  eines  Condensalors  ver- 
bunden war,  und  erhielten  in  einigen  Minuten  eine  so  starke  Ladung 
des  Condensators,  dass  die  aufgehobene  Platte  Funken  gab*).  Sie 
fanden  die  Elektricitüt  des  Gefässes  negativ. 

Volta  beobachtete  bei  einer  ähnlichen  heftigen  Wasserslotf- 
entwickelung**) ,  indem  er  auf  ein  Gemenge  aus  Eisenfeilicht  und 
Wasser  Vitriolöl  goss,  so  starke  Elektrisirung  des  Gefasses,  dass  er 
sie  unmittelbar  mittelst  des  Strohhalmelektrometers  wahrnehmen  und 
)ls  negativ  bestimmen  konnte. 

Das  Auftreten  der  negativen  Elektricitüt  in  dem  zur  Auflösung 
Jes  Eisens  dienenden  Gefässe  stimmte  mit  den  Ansichten,  welche 
sich  Volta  über  die  Vorgänge  bei  der  Verdampfung  und  Gasent- 
wickelung gebildet  hatte,  sehr  gut  überein.  So  wie  zu  der  Über- 
führung einer  Flüssigkeit  in  Dampfform  eine  gewisse  Wärmemenge 
\rerbraucht  wird,  so  sollte  seiner  Ansicht"***)  nach  bei  diesem  Vor- 
gänge auch  ein  Verbrauch  von  elektrischem  Fluidum  eintreten ;  die 
Cai)acität  der  Gase  für  Elektricitüt  sollte  grösser  sein  als  die  der 
Flüssigkeit,  aus  welcher  sie  entstehen ;    sie  entzögen  daher  bei  ihrer 


*)   Hisloire  de  VAcad,  royale  des  Sciences.     Annee  t78t.   S.  293. 
**)    Collez.  l.    t.   S.  273. 
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Bildung  der  Flüssigkeil  und  dem  Gefilsse  elektrisches  Fluidum,  und 
Hessen  das  letztere  in  negativem  Zustande  zurück. 

Bei  seinen  ersten  Versuchen  über  die  bei  der  Wassersloffenl- 
wickelung  auftretende  Elektricitilt  hatte  Y  o  1 1  a  das  Gef^ss  stets 
negativ  gefunden.  Als  er  aber  spater  die  Versuche  wiederholte  und 
abänderte,  beobachtete  er  1789,  dass  das  Gefass,  aus  welchem  der 
Wasserstoff  aufstieg,  besonders  bei  Auflösung  des  Zinkes  in  ver- 
dünnter Schwefelsäure,  auch  zuweilen  eine  positive  Spannung  zeigte*). 
Er  meint,  dieser  Umstand  liesse  sich  vielleicht  erklaren,  wenn  man 
annehme,  dass  durch  die  vor  sich  gehende  Zersetzung  und  die  ein- 
tretenden Verbindungen  neues  elektrisches  Fluidum  erzeugt  oder 
auch  nur  entwickelt  werde.  Reiche  dieses  entstehende  Quantum 
elektrischen  Fluidums  gerade  hin,  um  das  von  dem  gebildeten  Gase 
aus  dem  Gefasse  hinweggenommene  zu  ersetzen,  so  erscheine  das 
GePdss  unelektrisch ;  betrage  die  Menge  des  neu  erzeugten  oder  eot- 
wickelten  Fluidums  aber  mehr,  so  werde  das  Gef^ss  positiv;  sei  sie 
geringer,  so  zeige  das  Gefäss  noch  eine  negative  Ladung.  Eine 
specielle  Untersuchung,  unter  welchen  Umstanden  das  GePass  negativ 
oder  unelektrisch  oder  positiv  wird,  hat  Volta  aber  nicht  unter- 
nommen. 

In  den  nachfolgenden  Versuchen  werde  ich  nun  die  Bedingun- 
gen aufstellen,  unter  welchen  bei  der  Wasserstoffentvvickelung  diese 
verschiedenen  Eiektrisirungen  eintreten. 

Volta  hat  bei  seinen  Beobachtungen,  mit  wenigen  Ausnahmen, 
den  Condensalor  zu  Hülfe  genommen.  Im  Grunde  ist  die  Hinzu- 
fügung dieses  Instrumentes  eine  überllüssige.  Es  handelt  sich  bei 
diesen  Versuchen  um  ein  bestimmtes,  begrenztes  Quantum  erzeugler 
Elektricitat,  und  der  Condensator  kann  dasselbe  durch  seine  Ein- 
schaltung bei  gewöhnlicher  Verwendung  nicht  vermehren.  Wenn 
die  Isolation  vollkommen  und  die  Ausstrahlung  der  Leiter  vermieden 
ist,  so  vergrössert  der  Condensator  die  Oberfläche,  über  welche  sich 
die  Elektricitat  verbreitet,  und  vermindert  infolge  dessen  sogar  die 
Spannung.  Wenn  dagegen  die  Isolirung  mangelhaft  und  viel  Ge- 
legenheit zur  Ausstrahlung  gegeben  ist,  so  bringt  der  Condensalor 
durch  den  Umstand  Vorlheil,  dass,  so  lange  seine  Platten  aufeinander 


']   Zusatz  zu  dem   7.  Briefe  über  Meteorologie.      CoUez.  I.    t.    S.  275. 
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liegen,  die  Spannung  an  den  freien  Ober  dächen  der  Leiter  nur  sehr 
gering  ist,  und  daher  weniger  Verlust  durch  mangelhafte  Isolirung 
und  durch  Ausstrahlung  entsteht.  Vielleicht  kann  er  auch  dadurch 
günstig  wirken,  dass,  weil  die  elektrische  Spannung  in  der  Flüssig- 
keit, aus  und  von  welcher  die  Gasblasen  aufsteigen,  vermindert  wird, 
sich  die  Ausgleichung  der  von  den  Gasblasen  aufgenommenen  Elektri- 
cität  mit  der  entgegengesetzten  der  Flüssigkeit  verringert. 


A.    Schwefelsäure  fällt  in  Tropfen  auf  einen  ungefähr  unter  45""  gegen  den 

Horizont  geneigten  Zinkstreifen. 

Wenn  in  einem  Gefässe  Zinkstücke  mit  verdünnter  Schwefel- 
Sckure  übergössen  werden,  so  tritt  am  Gefässe  je  nach  der  Beschaffen- 
heit des  Zinkes  und  der  Säure  entweder  zuerst  eine  negative  Eiek- 
tricität  auf,  die  nach  einiger  Zeit  in  eine  positive  übergeht,  oder 
es  zeigt  das  Gefäss  auch  gleich  im  Anfange  eine  positive  Ladung. 
Bei  Ausführung  solcher  Versuche  kommt  man  indess  sehr  bald  zu 
der  Überzeugung,  dass  es  bei  diesem  Verfahren  nicht  möglich  ist, 
zu  einem  Verständniss  der  Vorgänge  zu  gelangen.  Es  war  daher 
nöthig,  einen  anderen  Weg  einzuschlagen,  welcher  es  ermöglichte, 
die  Bedingungen  für  den  Angriff  der  Säure  stets  in  nahe  gleicher 
Weise  herzustellen.  Ich  wählte  dazu  die  schon  oben  S.  610  be- 
schriebene Einrichtung. 

Unterhalb  des  S.  605  erwähnten  trichterförmigen  Glasgefässes, 
in  welches  die  Säure  gegossen  wurde,  stand  ein  ungefähr  unter  45^ 
gegen  den  Horizont  geneigter  Zinkstreifen.  In  der  Nähe  des  oberen 
Endes  fielen  die  Säuretropfen  auf  diesen  Streifen,  flössen  über  ihn 
hinab  und  sammelten  sich  am  unteren  Ende  zu  etwas  grösseren 
Tropfen,  welche  dann  in  die  unterhalb  befindliche  Platinschaale 
(S.  61 0)  fielen.  Der  Zinkstreifen  und  die  Platinschaale  konnten,  eben- 
so wie  bei  den  Versuchen  mit  dem  tropfenden  Wasser,  isolirt  gehalten 
und  dabei  einzeln  oder  zusammen  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektro- 
meters verbunden,  oder  zur  Erde  abgeleitet  werden. 

In  dem  vorhergehenden  Abschnitte  sind  die  elektrischen  Span- 
nungen, welche  die  Metallstücke  und  die  Platinschaale  durch  die 
fallenden  Tropfen  in  einem  Zeiträume  von  zwei  Minuten  annahmen, 
in  Skalentheilen  des  Ocularmikromelers  angegeben  worden.    Um  die 
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weiterhin  luitzuiheilendeD  Zahlenwerthe  von  der  zufälligeo  Beschaffen- 
heit des  Elektrometers  unabhängig  zu  machen,  werde  ich  jedoch  im 
Folgenden  die  elektrischen  Spannungen  stets  in  Theilen  der  an  dem 
einen  Pole  eines  DanielPschen  Elementes,  dessen  anderer  Pol  zur 
Erde  abgeleitet  ist,  vorhandenen  Spannung  ausdrücken.  Eine  elek- 
trische Spannung  3  z.  B.  bezeichnet  also  einen  solchen  Ausschlag  im 
Elektrometer,  wie  derselbe  entsteht,  wenn  der  eine  Pol  von  drei 
zu  einer  Säule  verbundenen  DanielFschen  Elementen  mit  dem  Gold- 
blattchen  des  Elektrometers  verbunden  wird,  während  der  andere  Pol 
zur  Erde  abgeleitet  ist. 

Ich  werde  zuerst  eine  Reihe  von  Versuchen  über  die  bei  An- 
wendung von  Schwefelsäure  in  verschiedenen  Concentrationsgraden 
erzeugten  elektrischen  Spannungen  zusammenstellen  und  dabei  nur 
einzelne  Thatsachen  hervorheben,  um  dann  später  nähere  Erörterun- 
gen anzuschliessen. 

a.    Beobachtungen. 

1.  Schwefelsäure,  mit  dem  64fachen  Volumen  Was- 
ser gemischt. 

Zum  Verständniss  der  nachstehend  mitgetheilten  Versuchsreihen 
sende  ich  die  folgenden  Bemerkungen  voraus,  und  zwar  will  ich 
mich  dabei  speciell  an  die  erste  Versuchsreihe  anschliessen. 

Eine  blankgeschabte  Zinkplatte  stand  unterhalb  des  Trichters; 
die  auf  sie  treffenden  Tropfen  der  Säure  fielen  von  ihrem  unleren 
Rande  in  die  unterhalb  stehende  Platinschaale. 

Es  wurde  nun  zuerst  das  Zink  isolirt  und  mit  dem  Elektrometer 
verbunden,  während  die  Platinschaale  zur  Erde  abgeleitet  war.    Nach 
2  Minuten   zeigte   das   Elektrometer   die  Spannung  —  0,73.     Darauf 
wurde    durch    Umlegen   des    Bügels   eines    Commutators    die  Plalio- 
schaale  isolirt  und  mit  dem  Elektrometer  verbunden,  das  Zink  aber 
zur   Erde    abgeleitet;    nach    2   Minuten    gab    das   Elektrometer  die 
Spannung  -j-  0,20  an.     Nach  dem  Entladen  des  Elektrometers  wurde 
dieselbe   Beobachtung    wiederholt,    und   nach   2  Minuten    hatte  das 
Elektrometer  eine  Ladung  -j-  0,12  angenommen.    Durch  Zurückführen 
des  Commutators    in    die    erste    Lage   wurde  jetzt   wieder    das  Zink 
isolirt,  und  die  Platinschaale  abgeleitet;  nach  Verlauf  von  2  Minuten 
zeigte  das  Elektrometer  die  Spannung  —  1,50  u.  s.  w.     Der  Zeitraum 
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1  einer  Messung  zur  folgenden  betrug  3  Minuten;  eine  Minute 
rde  zur  Ausfuhning  des  Wechsels  der  Verbindungen  und  Ent- 
ung  des  Elektrometers  benutzt;  mit  dem  Ende  derselben  wurde 
:  Zink  oder  resp.  die  Platinschaale  isolirt,  und  nach  Verlauf  von 
Minuten  die  elektrische  Spannung  gemessen '^).  1  bedeutet  den 
kstreifen,  S  die  Platinschaale  und  E  das  Elektrometer. 


)lirt  und  mit  £ 

Zur  Erde 

In  2  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

Z 

S 

—  0,73 

s 

Z 

+  0,20 

s 

Z 

+  0J2 

z 

s 

—  ^,50 

s 

z 

—  0,02 

z 

s 

—  1,^0 

s 

z 

—  0,30 

z 

s 

—  0,50 

s 

z 

-0,51 

z 

s 

—  0,32 

s 

z 

—  0,88 

z 

s 

—  o.n 

Bei  Anwendung  eines  anderen  ebenfalls  blankgeschabten  Zink- 
ckes  wurden  bei  gleichem  Verfahren  die  folgenden  elektrischen 
annungen  beobachtet: 


Isolirt  und  mit  £ 

Zur  Erde 

In  2  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

S 

Z 

+  0,28 

z 

s 

—  ^,67 

s 

z 

+  0,23 

z 

s 

—  2,06 

s 

z 

—  0,06 

s 

z 

—  0.49 

z 

s 

—  4, 74 

s 

z 

—  0,69 

z 

s 

—  ^,00 

s 

z 

—  0,60 

z 

s 

—  0,5< 

s 

z 

—  0,70 

z 

s 

—  0.50 

*)  Um  den  Verlauf  der  Elektricitätserregung  genauer  zu  verfolgen,    wurden 
Ausschläge   des   Elektrometers    nach  je   einer  halben  Minute   beobachtet   und 
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Dk  Spaonang  de»  Zinkes  is4  hiemacb  nc^tiv ,  erreicht  9  Uij 
ti  3iiiiuteo  nach  dem  BegioDen  des  Tropfens:  ein  Maiümiim,  » 
Eijojibt  dann  allmalilig  ab.  Die  elektriscbe  Spannung  der  Vish] 
•/rhaale  ers/heiot  anfangs  schwach  positiv:  diesse  positive  SpamMl| 
u'iiüud  ab  und  gebt  bald  innerhalb  9  34innten  vom  Beginnen  da' 
Iropreris^  in  die  negative  über,  welche  letztere  dann  allmaihligi 
ihrer  Stärke  anwächst. 

Als  anstatt  eines  blankgeschabten  Zinkes  ein  Streifen  aogewandl 
wurde,  dessen  Oberfläche  in  dem  Zustande  belassen  worden,  wie 
>ie  sich  an  dem  käuflichen  dicken  Zinkbleche  findet,  wurden  foigeode 
elektrische  Spannungen  beobachtet: 


lM>liii  und  mit  E 

Zur  Erde 

Id  2  Minaten  angesammelte 

verbuodeo. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

S 

Z 

+  0,ÄS 

Z 

S 

—  0,6f 

s 

z 

+  0,li 

z 

s 

—  I,«0 

s 

z 

—  0,05 

z 

s 

4,72 

s 

z 

—  0,25 

z 

s 

—  2.10 

nach    einer   Zwischenzeil    von    40    Minuten ,    während    welcher  die 
Tropf<?n  der  Säure  unausgesetzt  gefallen  waren : 


Isolirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  2  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

Z 

i; 

—  t.80 

s 

Z 

—  1,82. 

Da  die  Oberfläche,  wie  sie  an  dem  kauflichen  Zinkbleche  sich 
findet,  anfangs  weniger  von  der  verdünnten  Säure  angegriffen  wiii 
als  (»ine  blank  geschabte  Oberfläche,  so  tritt  in  diesem  Versuche  das 
Maximum  der  negativen  Spannung  auf  dem  Zinkstreifen  erst  nach 
Verlauf  eines  längeren  Zeilraumes  auf. 

D(»r  Apparat,  wie  er  zu  dem  eben  beschriebenen  Versuche  ge- 
tlient   halte,    blieb  unangerührt  bis  zum  folgenden  Tage  stehen.    Es 


aufgozeiclinet ;  es  konnte  dies  ohne  Störung  durch  Umlegen  des  unterhalb  des 
Klektrometers  benndlichen  Conimutators  geschehen.  Der  Kürze  wegen  gebe  ich  in 
OhiKcii    nur    die  am  Ende  von  ^  Minuten  angesammelten  elektrischen  Spannungen 


Elektrische  Untersuchungen.  617 

dann  erst  destillirtes  Wasser  in*  den  Trichter  gegossen ,  um 
nkfläche  etwas  abzuspülen,  und  nachdem  dies  ausgeflossen, 
rdünnte  Schwefelsäure  eingefüllt.  Jetzt  trat,  wie  die  folgenden 
^htungen  zeigen,  gleich  anfangs  eine  starke  negative  Spannung 
k  auf,  die  dann  allmählig  abnahm ;  die  Platinschaale  ist  gleich 
s  negativ. 


Isolirt  und 

mi 

iE 

Zur  Erde 

In  2  Minuten  angesammelte 

verbünd« 

30. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

Z 

S 

—  2,01 

s 

Z 

—  «,02 

z 

s 

—  «,55 

s 

z 

—  1,39 

z 

s 

—  1,16 

s 

z 

—  1,66 

z 

s 

—  0,86 

)  Schwefelsäure,  mit  dem  32fachen  Volumen  Wasser 
ischt.  ' 

in  bereits  dem  Angriffe  der  Schwefelsäure  ausgesetzt  gewesener 
eifen  wurde  nur  mittelst  eines  Schwammes  in  Wasser  ab- 
::hen  und  dann  unterhalb  des  Trichters  aufgestellt. 


>lirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  2  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

Z 

S 

—  3,55 

s 

Z 

—  2,47 

z 

s 

—  2,30 

s 

z 

—  2,50 

z 

s 

—  ^^2 

s 

z 

—  4,76 

z 

s 

—  0,36 

s 

z 

—  5,04 

z 

s 

+  0,70 

s 

z 

—  6,69 

z 

s 

+  0,75 

s 

z 

—  6,94 

V^ie  bei  dem  nächst  vorhergehenden  Versuche,  wo  das  Zink 
ebenfalls  dem  Angriffe  der  Schwefelsäure  ausgesetzt  gewesen, 
d  dem  vorliegenden  gleich  zu  Anfange  auf  dem  Zinke  starke 
ve  Spannung  auf.  Dieselbe  verringert  sich  allmählig  und  geht 
in    eine    schwache    positive    über.     Die    Platinschaale   erhält 
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gleich  anfangs  eine  erhebliche  negative  Spannung,  die  alimdhlig  sta 
wächst. 

3.  Schwefelsäure,  mit  dem  1  6fachen  Volumen  Wass 
gemischt. 

Ein  blank  geschabter  Zinkstreifen  stand  unterhalb  des  Trichtei 


Isolirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  t  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

Z 

S 

—  ^,55 

s 

Z 

—  ^,54 

z 

s 

—  0,19 

s 

z 

—  3,77 

z 

s 

+  0,85 

s 

z 

—  3,98 

z 

s 

+  «,46 

s 

z 

—  5,60 

z 

s 

*+^44 

s 

z 

—  5,62 

Bei  Anwendung  dieser  stärkern  Säure  tritt  am  Zinke  derÜbei 
gang  des  negativen  Zustandes  in  den  positiven  früher  ein ,  als  i 
dem  vorhergehenden  Versuche. 

4.  Schwefelsäure,  mit  dem  Sfachen  Volumen  Wasse 
gemischt. 

Es  stand  ebenfalls  ein  blank  geschabter  Zinkstreifen  uDterbal 
des  Trichters. 


isolirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  i  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

Z 

S 

—  2,35 

s 

Z 

—  3,00 

z 

s 

+  0,59 

s 

z 

—  3,48 

z 

s 

+  0,35*) 

s 

z 

—  2,06 

z 

s 

—  0,25 

s 

z 

—  1,03 

In  diesem  Versuche  tritt  am  Zinke  der  Übergang  des  negativ' 
Zustandes  in  den  positiven  noch  früher  ein,  als  in  dem  vorh( 
gehenden.  Als  nach  etwa  12  Minuten  seit  dem  Beginnen  des  Tropfi 
auf  der  Zinkfläche  ein  blasiger  Schaum  sich  zu  bilden  begann,  na 


Auf  der  Zinkfläche  hatte  sich  Schaum  gebildet. 
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auf  dem  Zinke  die  positive  und  in  der  Platinschaale  die  negative 
Spannung  ab;  beim  Zinke  ging  die  positive  Spannung  sogar  wieder 
in  eine  schwache  negative  über. 

4.  Schwefelsäure,  mit  dem  ifachen  Volumen  Wasser 
gemischt. 

Das  unterhalb  des  Trichters  stehende  Zink  war  blank  geschabt. 


Isolirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  2  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

Z 

S 

—  0,81 

Z 

S 

+  2,05 

z 

S 

+  0,78 

s 

Z 

—  4,U 

z 

s 

—  0,73 

s 

z 

—  5,57 

z 

s 

+  0,73 

s 

z 

—  4,00 

z 

s 

+  0,28 

s 

z 

—  2,68 

z 

s 

—  0,43 

Durch  den  Angriff  dieser  starken  Säure  geht  das  Zink  sehr 
bald  in  den  positiven  Zustand  über,  und  erreicht  schon  vor  Ab- 
lauf von  6  Minuten  eine  hohe  positive  Spannung,  welche  dann 
infolge  des  auf  seiner  Oberfläche  sich  bildenden  Schaumes  sofort 
wieder  abnimmt  und  aus  dem  Positiven  ins  Negative  schwankt.  In 
dem  am  unteren  Ende  des  Zinkstreifens  sich  anhängenden  Schaume 
liegt  auch  der  Grund  für  die  Abnahme  der  negativen  Spannung  der 
Platinschaale. 

In  den  vorstehenden  Versuchsreihen  ist  gewöhnlich  abwechselnd 
das  Zink  oder  die  Platinschaale  isolirt  und  mit  dem  Elektrometer 
verbunden,  andrerseits  aber  die  Platinschaale  oder  das  Zink  zur  Erde 
abgeleitet  worden.  Die  beiden  hiedurch  geschaffenen  Zustände  bilden 
jedoch  keineswegs  einen  Gegensatz  zu  einander.  Wenn  nämlich  das 
Zink  isolirt  mit  dem  Elektrometer  verbunden  war,  so  hatte  die  Ab- 
leitung der  Platinschaale  nur  den  Zweck,  unterhalb  des  Zinkes  jede 
Anhäufung  von  Elektricität  zu  verhüten.  Die  dabei  im  Elektrometer 
beobachteten  Ausschläge  rührten  zu  einem  geringen  Theile  von  den 
Berührungen  der  verschiedenen  Leiter,  vorzugsweise  aber  von  der 
Entwickelung  des  Wasserstoffs  auf  der  Seitenfläche  und  dem  unteren 
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Ende  des  Zinkstreifens  und  von  dem  Abfalle  der  Tropfen  her.  War 
dagegen  die  Platinscbaaie  isolirt  mit  dem  Elektrometer  verbundeD, 
und  das  Zink  zur  Erde  abgeleitet,  so  blieb  auf  dem  Zinke  blos  die 
infolge  der  dauernden  Ableitung  vorhandene  elektrische  SpaDoung 
zurück,  so  dass  die  Elektricitdt  der  von  ihm  abfallenden  und  in  der 
Platinscbaaie  angesammelten  Tropfen  nur  durch  die  Contactverhäll- 
nisse  und  dem  am  unteren  Ende,  sowie  in  der  Nähe  desselben  auf- 
tretenden chemischen  Vorgang  erzeugt  wurde. 

b.    Zusammemlellung    der    Vorgänge^    welche    bei    den   vorhergehenden 
Versuchen   auf  die  Erzeugung   von  Elektricität  und  ihre  Zu-  und  Ah- 
nahme von  Einßuss  sind. 

Die  eigen thumlichen  Zu-  und  Abnahmen  in  der  Stärke  dor  io 
den  vorstehenden  Versuchen  beobachteten  elektrischen  Spannungen 
sowie  die  Umkehrungen  der  einen  Polarität  in  die  andere  zeigen, 
dass  wir  trotz  der  Einfachheit  der  Vorrichtung  doch  eine  sehr  com- 
plicirte  Erscheinung  vor  uns  haben.  Es  wird  daher,  bevor  ich  zu 
einer  Erläuterung  der  einzelnen  Versuchsreihen  übergehe,  zweck- 
mässig sein ,  zuvor  diejenigen  Vorgänge  zusammen  zu  stellen,  welche 
auf  die  Erzeugung  von  Elektricität  und  auf  ihre  Zu-  und  Abnahme 
überhaupt  von  Einfluss  sind. 

1.  Berührung  der  Leiter.  Nach  Abschnitt  II  sind  Wasser- 
tropfen, welche  von  einem  leitend  mit  der  Erde  verbundenen  oder 
auch  isolirten  Zinke  abfallen,  positiv  elektrisch,  und  laden  also  die 
Platinscbaaie,  in  welcher  sie  sich  sammeln,  positiv.  Andererseits 
zeigt  das  Elektrometer,  welches  mit  dem  isolirten  Zinke  verbunden 
ist,  eine  negative  Ladung.  Ebenso  gestalten  sich  die  elektrischen 
Erscheinungen,  wenn  statt  des  Wassers  verdünnte  Schwefelsäure  unter 
Umständen  angewandt  wird,  wobei  sie  das  Zink  nicht  angreift. 

Die  bei  diesem  Vorgange  in  2  Minuten  angesammelte  Elektricität 
ist  aber  nur  gering;  es  müssen  also  noch  weitere  Processe  vorhanden 
sein,  welche  grössere  Mengen  von  Elektricität  zu  erzeugen  vermögen. 

2.  Directer  Angriff  der  Säure.  Der  durch  den  directen 
Angriff  der  Säure  auf  dem  Zinke  entwickelte  Wasserstoff  fuhrt  posi- 
tive Elektricität  mit  sich  fort,  lässt  daher  das  Zink  und  die  Säure 
in  negativem  Zustande  zurück. 
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Man  kann  sich  diesen  Vorgang  in  folgender  Weise  vorstellen: 

In  meinen  Maassbestimmungen '^)  der  elektromotorischen  Kräfte, 
welche  zwischen  Metallen  und  Wasser  auftreten,  habe  ich  nachge- 
wiesen, dass  blankes  Zink  in  Berührung  mit  destillirtem  Wasser  posi- 
tiv, und  das  Wasser  negativ  wird.  Ueber  die  durch  Berührung  des 
Zinkes  mit  Schwefelsäure,  wobei  ein  Angriff  der  Säure  auf  das 
Metall  stattfindet,  entstehende  elektromotorische  Kraft  liegt  keine 
directe  Messung  vor ;  ein  später  (S.  624)  beschriebener  Versuch  be- 
weist aber  wenigstens,  dass  dieselbe  nicht  sehr  erheblich  von  der 
durch  die  Berührung  mit  Wasser  erzeugten  verschieden  sein  kann. 
An  der  Berührungsfläche  zwischen  Zink  und  Säure  wird  also  in  einer, 
jener  elektromotorischen  Kraft  entsprechenden  Menge  auf  dem  Zinke 
positive  und  auf  der  anliegenden  Säurefläche  negative  Elektricität 
gebunden  sein.  Auf  diese  gebundenen  Elektricitäten  ist  der  sonstige 
elektrische  Zustand  des  aus  Zink  und  Flüssigkeit  bestehenden  Leiters 
ohne  Einfluss. 

Wenn  nun  das  Wasser  an  dieser  Berührungsfläche  zerlegt  wird, 
so  nimmt  der  Wasserstoff  die  positive  Elektricität  des  Zinkes  an  und 
entweicht.  Das  mit  der  positiven  Elektricität  geladene  Gas  muss 
zwar  beim  Aufsteigen  eine  dünne  Flüssigkeitsschicht  durchdringen; 
die  Gase  geben  aber,  wie  ich  in  dem  folgenden  Abschnitte  C.  nach- 
weisen werde,  ihre  elektrische  Ladung  an  flüssige  oder  feste  Leiter 
nur  allmählig  ab.  Es  wird  also  ein  mehr  oder  weniger  grosser 
Theil  der  vom  Wasserstoff  aufgenommenen  positiven  Elektricität  mit 
ihm  entfernt;  dagegen  wird  ein  entsprechendes  Quantum  der  nega- 
tiven Elektricität  der  Säure  frei,  und  sich  über  die  Oberfläche  des 
gesammten  Leiters  verbreiten.  Die  Stärke  dieser  negativen  Ladung 
des  Leiters  muss  unter  sonst  gleichen  Umständen .  mit  der  Menge  des 
entweichenden  Gases  wachsen. 

Zu  dem  vorstehend  beschriebenen  Vorgange,  welcher  das  Zink 
in  den  negativen  Zustand  versetzt,  gesellen  sich  noch  zwei  andere, 
welche  dem  Zinke  die  entgegengesetzte  Polarität,  also  die  positive, 
ertheilen. 

3.  Bildung  einer  galvanischen  Kette.  Nach  und  nach 
bedeckt  sich  die  Stelle  der  Seitenfläche  des  Zinkes,  über  welche  die 


*)   Diese  AbhandluDgen  Bd.  XI.  p.  661 
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Säure  hinabfliesst  und  ebenso  der  untere  Rand  desselben  mit  einer 
anfangs  graulich ,  später  grauschwarz  und  selbst  schwarz  erscheiDen- 
den  Schicht  aus  Kohle  (und  fremden  ausgeschiedenen  metallischen  Bei- 
mengungen). In  dem  aus  Zink,  Kohle  und  Schwefelsäure  gebildetes 
galvanischen  Elemente  wird  nun  aber  der  Wasserstoff  nicht  mehr 
an  dem  positiven  Zinke,  sondern  an  der  negativen  Kohle  ausge- 
schieden, nimmt  daher,  wie  im  Abschnitte  C.  an  einem  aus  Zink, 
Platin  und  Schwefelsäure  bestehenden  galvanischen  Elemente  gezeigt 
werden  wird,  negative  Elektricität  mit  sich  fort  und  lässt  das  Zink 
und  den  ganzen  Leiter  in  positivem  Zustande  zurück. 

4.  Abfall  der  Säuretropfen  vom  unteren  Ende  bei 
gleichzeitig  vorhandenem  chemischen  Prozess.  Nachdem 
Früheren  ist  an  der  Berührungsfläche  des  Zinkes  und  der  Säure  auf 
dem  Zinke  positive,  auf  der  Säure  negative  Elektricität  vorhanden, 
die  sich  gegenseitig  binden.  Wenn  nun  ohne  chemischen  Process 
die  Säuretropfen  vom  Metall  abfallen,  so  bleibt  stets  noch  eine  Schicht 
Säure  auf  dem  letzteren  haften,  und  in  ihr  befindet  sich  unverändert 
die  gebundene  negative  Elektricität.  Wenn  dagegen  ein  Angriff  der 
Säure  auf  das  Zink  eintritt,  so  hebt  die  Gasentwickelung  die  Be- 
rührung auf;  in  der  abgestossenen  flüssigen  Schicht  wird  also  die 
negative  Elektricität  frei  und  beim  Abfallen  der  Tropfen  zum  Theä 
mit  fortgenommen.  Die  am  unteren  Zinkrande  entwickelten  Gas- 
blasen, welche  die  positive  Elektricität  aufgenommen  haben,  können 
bei  ihrer  Lage  nur  schwierig  entweichen,  und  geben  einen  Theil 
ihrer  Ladung  wieder  an  das  von  ihnen  berührte  Zink.  Ist  nun  dai 
von  dem  Tropfen  mitgenommene  Quantum  negativer  Polarität  grösser 
als  das  von  dem  Gase  fortgeführte  Quantum  der  positiven,  so  erhält 
das  Zink  eine  positive  Ladung. 

An  denjenigen  Stellen  des  unteren  Randes,  wo  sich  der  schwän- 
liche Beleg  gebildet  hat,  entwickelt  sich  der  Wasserstoff  an  diesem 
negativen  Gliede  der  galvanischen  Kette  und  nimmt  daher  den  nega- 
tiven Zustand  an.  Die  kleineren  Wasserstoffbläschen  geben  dann 
während  ihres  Vervveilens  in  den  Säuretropfen  einen  Theil  ihrer  nega- 
tiven Ladung  an  diese  ab. 

5.  Schaumbildung  auf  der  Seitenfläche  des  Zinkes. 
Wenn  durch  sehr  heftigen  Angriff  der  Säure  sich  auf  der  Seilen- 
fläche des  Zinkes,    über  welche  die  Säure  hinabfliesst,    Schaum  an- 
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häuft,  so  hat  die  von  den  entwickelten  Gasen  aufgenommene  posi- 
tive oder  negative  Elektricitat  Zeit,  in  grösserer  oder  geringerer  lülenge 
an  die  Flüssigkeit  überzugeben.  Die  von  den  Gasen  fortgeführten 
elektrischen  Quanta  werden  also  verringeil,  und  dadurch  der  ent- 
gegengesetzt elektrische  Zustand  des  Zinkes  schwächer. 

6.  Schaumanhang  am  unteren  Ende  des  Zinkes.  Wenn 
an  dem  unleren  Ende  des  Zinkes  infolge  eines  starken  Angriffes  der 
Säure  sich  ein  Anhang  von  Schaumblasen  bildet,  so  fallen  die 
Tropfen  daselbst  nicht  vom  Zinke,  sondern  von  diesem  Schaum- 
anhange ab.  Die  in  ihnen  durch  die  Zersetzung  vorhandene  nega- 
tive Elektricitat  hat  also  Zeit  sich  mit  der  positiven  auf  dem  Zinke 
zum  Theil  wieder  zn  vereinigen,  und  die  abfallenden  Tropfen  nehmen 
nur  eine  geringe  negative  Ladung  mit. 

7.  Verminderung  der  Leichtflüssigkeit  der  Säure. 
Wenn,  was  namentlich  bei  Einwirkung  stärkerer  Säuren  eintritt,  sich 
eine  gewisse  Menge  von  schwefelsaurem  Zinkoxyd  (oder  in  den 
späteren  Versuchen  Chlorzink)  in  der  über  die  Seitenfläche  fliessen- 
den Säure  und  in  den  am  unteren  Ende  hängenden  Tropfen  bildet, 
so  wird  die  leichte  Beweglichkeit  der  Gasblasen  in  diesen  Flüssig- 
keiten vermindert;  die  mit  Elektricitat  beladenen  Gasblasen  werden 
daher  beim  Durchgange  durch  dieselben  einen  grösseren  Theil  ihrer 
elektrischen  Ladung  abgeben.     (Vergl.  den  Abschnitt  VII.) 


c.    Elektrisches  Verhalten  der  in  die  Platinschaale  fallenden  Tropfen. 

Wie  schon  obeti  angedeutet,  rührt  die  elektrische  Spannung, 
welche  die  in  die  Platinschaale  fallenden  Tropfen  erhalten,  theils  von 
den  Gontactverhältnissen,  theils  von  dem  am  unteren  Ende  des  Zinkes 
zwischen  diesem  und  der  Säure  auftretenden  chemischen  Vor- 
gänge her. 

Zu  einer  genaueren  Kenntniss  der  durch  den  Contact  und  die 
Ableitung  in  den  fallenden  Tropfen  erzeugten  elektrischen  Spannun- 
gen führen  die  im  Abschnitt II  mitgetheilten  Beobachtungen,  und  es 
rechtfertigt  sich  dadurch  ihre  ausführliche  Mittheilung  an  der  be- 
treffenden Stelle.  Nach  jenen  Messungen  erthcilen  die  in  2  Minuten 
von  dem  abgeleiteten  Zinke  abfallenden  Tropfen  der  Platinschaale,  in 
welcher  sie  sich  sammeln,  je   nach   der  Schnelligkeit,   mit   welcher 
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sie  einander  folgen,  in  der  jetzt  gewählten  Einheit  (der  Spannung 
an  dem  Pole  eines  DanielFschen  Elementes)  eine  elektrische  Span- 
nung von  +  0?*  bis  4"  0*5. 

Ebendaselbst  (S.  611)  habe  ich  auch  schon  erwähnt,  dass,  wem 
anstatt  des  Wassers  verdünnte  Schwefelsäure  auf  amalgamirtes  Zink 
tropft  (w^obei  also  kein  chemischer  Angriff  stattfindet),  die  abfallen- 
den Tropfen  nahe  das  gleiche  Verhalten  darbieten,  wie  zuvor  beim 
Wasser. 

Es  lässt  sich  nun  auch  leicht  zeigen ,  dass  das  aus  dem  Con- 
tacte  folgende  elektrische  Verhalten  der  Säuretropfen  sich  nicht 
wesentlich  ändert,  wenn  das  Zink  in  gewöhnlichem  Zustande,  also 
nicht  amalgamirt,  in  die  Säure  eingetaucht  wird,  und  folglich  eiD 
mehr  oder  weniger  heftiger  Angriff  auf  dasselbe  stattfindet;  nurmuss 
man  dafür  Sorge  tragen,  dass  die  Säuretropfen  nicht  vom  Zinke 
selbst  abfallen,  und  an  der  Abfallstelle  jeder  weitere  chemische 
Process  vermieden  wird,  was  sich  leicht  in  folgender  Weise  aus- 
führen lässt. 

In  das  mehrfach  erwähnte  trichterförmige  Geföss  wurde  eine  mit 
dem  Sfachen  Volumen  Wasser  verdünnte  Schwefelsäure  eing^;os$en 
und  ein  Zinkstück  eingetaucht.  War  das  Zink  zur  Erde  abgeleitet, 
so  ertheilten  die  in  die  Platinschaale  fallenden  Wassertropfen  dieser 
letzteren  eine  positive  Ladung  und  zwar  nahe  dieselbe  wie  früher, 
wo  das  GefUss  mit  Wasser  gefüllt  war.  Es  wirkte  hier  blos  die  in- 
folge der  Berührung  und  Ableitung  vorhandene  elektrische  Spannung; 
alle  durch  den  chemischen  Angriff  erzeugte  ward  durch  die  Ablei- 
tung zur  Erde  entfernt. 

So  lange  also,  wenn  verdünnte  Schwefelsäure  auf  zur  Erde 
abgeleitetes  Zink  tropft,  sich  am  unteren  Ende  zwischen  dem  Zink 
und  der  Säure  noch  kein  erheblicher  Angriff  ausgebildet  hat,  werden 
wir  zu  erwarten  haben,  dass  die  in  die  Platinschaale  fallenden 
Tropfen  dieselbe  positiv  in  einer  Stärke  laden,  die  innerhalb  zweier 
Minuten  -|-  0,5  nicht  übersteigen  kann. 

Diesen  Ausspruch  bestätigen  die  unter  a.  i .  angeführten  Versuchs- 
reihen; die  positive  Spannung  ist  jedoch  stets  geringer  als  -|- 0,5, 
weil  infolge  eines  bereits  am  unteren  Ende  beginnenden  chemischen 
V^organges,  welcher  die  Säure  negativ  macht,  die  aus  der  Berührung 
und  Ableitung  stammende  positive  geschwächt  wird. 
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Wenn  nun  nach  und  nach  der  chemische  Process  am  unteren 
Ende  des  Zinkes  sich  verstärkt  und  die  abfallenden  Tropfen  beginnen 
sich  negativ  zu.  laden,  so  geht  der  positive  Zustand  der  Platin- 
schaale  bei  schwächeren  Säuren  in  längerer,  bei  concentrirteren  in 
kürzerer  Zeit  in  den  negativen  über.  Ist  durch  die  Beschaffenheit 
der  Zinkoberfläche  gleich  von  Anfang  ein  stärkerer  Angriff  ermög- 
licht, so  kann  die  von  der  Berührung  und  Ableitung  herrührende 
positive  Spannung  schon  nach  wenigen  Secunden   überwunden  sein. 

Wenn  an  dem  unteren  Ende  des  Zinkes  sich  ein  Schaumanhang 
bildet,  so  fallen  die  Tropfen  nicht  vom  Zinke,  sondern  von  den 
Schaumblasen  ab ,  und  werden  durch  die  Ableitung  des  Zinkes  mehr 
oder  weniger  entladen,  so  dass  also  dann  die  in  zwei  Minuten  in 
der  Platinschaale  angesammelte  Elektricität  geringer  wird,  wie  dies 
bei  den  oben  mitgetheilten  Versuchen  mit  der  4-  und  8fach  ver- 
dünnten Schwefelsäure  sich  zeigt. 

Dass  in  der  That  die  negative  Ladung  der  Tropfen  nur  durch 
den  am  unteren  Ende  des  Zinkes  oder  in  seiner  Nähe  zwischen  ihm 
und  der  Säure  vorgehenden  chemischen  Process  entsteht,  lässt  sich 
auch  nachweisen,  wenn  man  den  Versuch  so  anordnet,  dass  ein  sol- 
cher Process  ausgeschlossen  ist.  Ich  will  zwei  derartige  Versuche 
mittheilen,  welche  zugleich  für  den  nächsten  Abschnitt  von  beson- 
derem Interesse  sind. 

An  einem  25  cm  langen  Zinkstreifen  wurde  am  untern  Ende 
eine  Strecke  von  4  cm  gut  amalgamirt.  Als  jetzt  z.  B.  selbst  eine 
mit  dem  4fachen  Wasser volumen  verdünnte  Schwefelsäure  angewendet 
wurde,  ergaben  die  Beobachtungen  folgende  Resultate: 
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Die  fallenden  Tropfen  erscheinen  hier  lange  Zeit  infolge  der  Ablei- 
tung des  Zinkes  positiv.  Erst  als  der  schwärzliche  Streifen  sich  voo 
der  nicht  amalgamirten  Zinkoberfläche  her  auch  etwas  Über  die 
amalgamirle  Stelle  bis  zum  Rande  vorschob,  wurde  die  positive 
Spannung  überwunden,  und  die  Schaale  zeigte  schwache  negative 
Spannung. 

Ferner  wurde  an  das  untere  Ende  eines  10  cm  langen  Zink- 
streifens ein  5  cm  langer  Platinstreifen  von  gleicher  Breite  mit  dem 
Zinke  angelöthet,  so  dass  die  über  das  Zink  hinabfliessenden  Tropfen 
erst  nach  dem  Überschreiten  des  Platinbleches  von  dem  unteren 
Rande  dieses  letzteren  abfielen.  Die  angewandte  Schwefelsäure  war 
mit  dem  Sfachen  Volumen  Wasser  verdünnt. 
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Infolge  des  Abfallens  vom  Platin  erhalten  die  Tropfen   eine  negative 
Spannung,  und  die  in  der  vorstehenden  Versuchsreihe  beobachteten 
Ladungen  der  Platinschaale  verdanken,    wie   man   aus   den   Zahlen- 
werthen    derselben    erkennt,    fast    allein   jenem   Contacte    ihre  Ent- 
stehung. 

Wenn    bei    den    Versuchen,    in   welchen    die   Säure    auf  einen 
blanken  gewöhnlichen  Zinkstreifen  tropft,  das  Zink  nicht  wie  bisher 
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zur  Erde  abgeleitet,  sondern  isolirt  gebalten  wird,  so  ändert  sieb  die 
elektrische  Ladung  der  abfallenden  Säuretropfen  je  nacb  dem  elek- 
iriscbeu  Zustande  des  Zinkes.  Innerhalb  derjenigen  Periode  im  An- 
fange einer  Versuchsreihe,  wo  das  Zink  selbst  negativ  erscheint, 
wird  durch  diese  negative  Spannung  auf  dem  Zinke  die  negative 
Ladung  der  Tropfen  vergrössert.  Isolirt  man  dagegen  das  Zink  in 
der  bei  stärkeren  Säuren  nach  längerer  Dauer  des  Tropfens  ein- 
tretenden Periode  seiner  positiven  Ladung,  so  wird  dadurch  die  nega- 
tive Ladung  der  Tropfen  verringert. 


d.    Elektrisches   Verhallen  des  Zinkes. 

Nach  den  unter  a.  mitgetheilten  Versuchsreihen  zeigt  das  Zink 
bei  dem  Auftropfen  von  Schwefelsäure  in  den  verschiedensten  Con- 
centrationsgraden  beim  Beginne  des  Versuchs  stets  negative  Span- 
nung. Diese  negative  Ladung  wächst  je  nach  der  Beschaffenheit  der 
Säure  in  längerer  oder  kürzerer  Zeit  bis  zu  einem  Maximum,  nimmt 
dann  ab  und  geht  schliesslich  in  eine  positive  über. 

In  dem  Abschnitte  II  ist  nachgewiesen  worden,  dass,  wenn 
Wasser-  oder  Säuretropfen  ohne  chemischen  Angriff  von  einem  iso- 
lirten  Zinke  abfallen,  das  mit  diesem  Zinke  verbundene  Elektrometer 
eine  negative  Spannung  annimmt,  die  jedoch  in  zwei  Minuten  höch- 
stens bis  —  0,4  steigen  kann.  Da  nun,  wenn  Säure,  namentlich  in 
verdünntem  Zustande,  auf  gewöhnliches  (nicht  amalgamirtes)  Zink 
tropft,  der  chemische  Angriff  anfangs  sehr  gering  ist,  so  wird  durch 
das  Abfallen  der  Tropfen  das  mit  dem  Zinke  verbundene  Elektro- 
meter einen  schwachen  negativen  Ausschlag  geben. 

Sobald  nun  der  directe  Angriff  der  Säure  beginnt,  entweicht 
mit  dem  Wasserstoff  positive  Elektricität ,  was  eine  negative  Ladung 
des  Zinkes,  und  somit  eine  Steigerung  des  negativen  Ausschlages  im 
Elektrometer  zur  Folge  hat. 

Diesem  Anwachsen  der  negativen  Spannung  auf  dem  Zinke 
treten  aber  zwei  andere  Vorgänge  entgegen.  In  dem  Maasse,  als 
durch  die  Entstehung  der  schwärzlichen  Schicht  sich  ein  galvani- 
sches Element  bildet,  nimmt  der  durch  die  Wirkung  dieses  Elementes 
ausgeschiedene  Wasserstoff  negative  Elektricität  mit,  was  eine  posi- 
tive Ladung  des  Zinkes  zur  Folge  hat. 
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Ebenso  wird  infolge  des  am  unteren  Ende  des  Zinkes  ver- 
laufenden chemischen  Processes  und  des  Abfallens  der  Tropfen  dis 
Zink  positiv. 

Je  mehr  die  beiden  letzten  Vorgänge  sich  verstärken,  wird  die 
durch  die  directe  Gasentwickelung  dem  Zinke  ertheilte  n^tive 
Ladung  geschwächt,  und  unter  geeigneten  Umständen  gänzlich  über- 
wunden, so  dass  nun  das  Zink  positiv  erscheint. 

Dass  die  Zersetzung  des  Wassers  durch  die  auf  der  Seiten- 
fläche des  Zinkes  gebildete  Kette  allein  hinreicht,  um  die  anfiing- 
liche  positive  Ladung  des  Zinkes  schliesslich  in  eine  positive  zu  ver- 
wandeln, zeigen  die  S.  626  mitgetbeilten  Versuche,  bei  welchen  an 
das  untere  Ende  des  Zinkstreifens  ein  Platinblech  angelöthet  war. 
Die  bei  dieser  Vorrichtung  abfallenden  Säuretropfen  vermögen  an 
der  Abfallstelle  keinen  chemischen  Process  einzuleiten;  die  abfallen- 
den Tropfen  können  höchstens  so  viel  negative  Elektricität  mit  bio- 
wegnehmen,  als  aus  der  Berührung  und  Ladung  des  ganzen  Leiters 
ihnen  zukommt. 

Wesentlich  vermehrt  wird  aber  die  positive  Spannung  auf  dem 
Zinke  durch  das  an  seinem  untern  Ende  stattfindende  Abfallen  der 
Tropfen. 

Wenn  die  Säure,  wie  dies  oben  bei  der  mit  dem  acht-  uod 
dem  vierfachen  Volumen  Wasser  vermischten  Säure  eintrat,  so  stark 
angreift,  dass  sich  Schaum  auf  der  Zinkfläche  und  am  unteren  Rande 
bildet,  so  wird  die  schwärzliche  Schicht  hie  und  da  abgestossen, 
und  die  Tropfen  am  unteren  Ende  verlieren  einen  Theil  ihrer  nega- 
tiven Ladung,  den  sie  an  das  Zink  zurückgeben.  Durch  diese  Vor- 
gänge kann  der  positive  Zustand  des  Zinkes  zeitweilig  wieder  in 
den  negativen  zurückgehen.  Beide,  sowohl  der  positive  als  auch  der 
negative,  werden  aber  jener  Änderungen  wegen  keine  beträchtliche 
Stärke  erlangen.     (Vergl.  die  Versuche  unter  a,  4  und  a,  5.) 

In  dem  Vorhergehenden  war  entweder  das  Zink  oder  die  Pla- 
linschaale  mit  dem  Elektrometer  verbunden.  Welcher  Erfolg  zu  er- 
warten steht,  wenn  beide  gleichzeitig  isolirt  mit  dem  Elektrometer 
verbunden  werden,  lehrt  ein  Blick  auf  die  oben  im  Abschnitte  a. 
mitgetheilten  Versuche:  das  Elektrometer  wird  bei  dieser  Verbindung 
stets  negative  Elektricität  anzeigen.  Im  Anfange  überwiegt  die  nega- 
tive Spannung  des  Zinkes;    dann    werden  Zink   und   Schaale  gleich- 
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[  zeitig  negativ,  und  wenn  zuletzt  das  Zink  in  den  positiven  Zustand 
übergeht,  so  sind  die  fallenden  Tropfen  stark  negativ.  In  einer  Ver- 
suchsreihe wurden  z.  B.  nach  einander  die  folgenden  in  zwei  Minuten 
angesammelten  Spannungen  beobachtet:  — 1,35;  — 2,50;  -^3,13; 
-3,82;  —4,09;  —4,90;  —5,10;  —5,25. 


r 


I. 


B.   Schwefelsäure  fällt  in  Tropfen  auf  eine  horizontale  Zinkplatte. 

Unterhalb  des  trichterförmigen  GePässes  wurde  eine  Zinkplatte 
VOD  15  cm  Seite  horizontal  an  einem  isolirenden  Halter  befestigt, 
so  dass  die  aus  der  Spitze  des  Trichters  fallenden  Tropfen  die  Mitte 
der  Platte  trafen.  Es  sammelte  sich  dann  nach  und  nach  eine 
Schicht  Säure  auf  der  Platte,  die  schliesslich  bei  hinreichender  Aus- 
dehnung über  den  Rand  derselben  abfloss.  Zur  Aufnahme  der  von 
der  Platte  abfliessenden  Saure  diente  eine  grössere  in  einigem  Ab- 
stände darunter  gestellte  kupferne  Schaale,  welche  zur  Erde  abge- 
leitet war. 

Um  die  Wirkung  des  ersten  Angriffs  der  aus  dem  Trichter  auf 
die  Platte  fallenden  Säure  beobachten  zu  können,  wurde  zwischen 
die  Zinkplatte  und  die  Spitze  des  Trichters  mittelst  eines  in  horizon- 
taler Ebene  beweglichen  Armes  ein  kleiner  Platintiegel  eingeschoben, 
so  dass  die  sofort  nach  dem  Eingiessen  der  Süure  in  den  Trichter 
abfallenden  Tropfen  von  diesem  Tiegel  aufgenommen  wurden.  Erst 
wenn  ich  vor  dem  Elektrometer  sass,  wurde  mittelst  eines  längeren 
t^rahtes  jener  Arm  gedreht,  so  dass  nun  die  Säuretropfen  auf  die 
^inkplatle  trafen '^). 

Welche  elektrischen  Vorgänge  bei  diesem  Verfahren  eintreten 
niüssen,  lässt  sich  nach  den  Resultaten  des  vorhergehenden  Al>- 
scbnittes  leicht  voraussehen.  Bei  dem  Beginne  des  Tropfens  wird 
der  Wasserstoff  der  Zinkplatte  positive  Elektricität  entnehmen.  Da 
jedoch  im  Anfang  der  Angriff  der  Säure  nur  schwach  ist  und  der 
mit  positiver  Polarität  beladene  Wasserstoff  jetzt  eine  dickere  FlUssig- 
Veitsscbicht ,   als  bei  der  geneigten  Platte,   zu  durchdringen  hat,   so 


*)  Eben  diese  Vorrichtung  wurde  auch  bei  den  Versuchen  des  vorher- 
Nieoden  und  der  folgenden  Abschnitte  benutzt,  wenn  die  W^irkuug  bei  dem  ersten 
Aultreffen  der  Säure  auf  die  geneigte  Platte  beobachtet  werden  sollte. 

i  Akkuil.  d.  k.  8.  OMeUüch.  d.  WiH««f»n8ch.  XX.  43 
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wird  die  von  ihm  fortgeführte  Menge  positiver  fillektricität  nur  gering 
sein  können ,  das  Zink  also  auch  nur  eine  geringe  negative  Span- 
nung erhalten. 

Zugleich  beginnt  aber  die  grauliche  Schicht  sich  zu  bilden,  und 
der  durch  das  entstandene  galvanische  Element  entwickelte  Wasser- 
stoff nimmt  negative  Elektricität  mit  sich,  so  dass  das  Zink  positiv 
geladen  wird.  Gewöhnlich  erreicht  die  negative  Spannung  schon 
in  einer  Minute  ihr  Maximum,  und  geht  dann  in  eine  positive  über, 
deren  Grösse  durch  die  Stärke  des  Angriffes  der  Säure  auf  das  Zink 
bedingt  ist. 

Aber  auch  diese  letzte  positive  Spannung  kann  keinen  sehr  hohen 
Werth  erreichen,  weil  der  Versuch  schon  nach  6  bis  9  Minuten 
durch  das  Hinabfliessen  der  Säure  über  den  Rand  der  Platte  sein 
Ende  findet. 

Die  Stärke  des  Angriffes  der  Schwefelsäure  auf  verschiedene 
Zinkplatten  und  somit  auch  die  infolge  der  dadurch  bewirkten 
Wasserstoffentwickelung  auftretende  Elektricität  ist  sehr  verschieden. 
Als  z.  B.  eine  mit  dem  1  ßfachen  Volumen  Wasser  verdünnte  Scb>>e- 
felsäure  auf  eine  Zinkplatte  tropfte,  welche  leicht  von  der  Säure 
angegriffen  wurde,  zeigte  die  Zinkplatte  eine  Minute  lang  schwache 
negative  S|)annung  ( — 0,21);  dieselbe  ging  in  eine  positive  über, 
lind  nach  Verlauf  von  4  Minuten  betrug  die  in  zwei  Minuten  in  der 
Platte  angehäufte  positive  Spannung  -\-  4,8.  Bei  Anwendung  einer 
anderen  Zinkplatle ,  welche  von  der  Säure  nur  wenig  angogriiren 
wurde,  stieg  beim  Auftropfen  einer  mit  dem  4fachen  Volumen  Wasser 
verdünnten  Schwefelsäure  die  negative  Spannung  in  einer  Minute 
nur  bis  — 0,05;  nach  Verlauf  von  4  Minuten  betrug  die  in  z\>ei 
Minuten  angesammelte  positive  Spannung  nur  -["  0-.4i- 


C.    Wasserstoffentwickelung  mittelst  der  einfachen  galvanischen  Kette. 

Ich  stelle  die  Versuche  über  die  Zersetzung  des  Wassers  durch 
die  einfache  galvanische  Kette  gleich  hier  ein,  da  im  Vorhergehenden 
bereits  mehrfach  darauf  Bezug  genommen  ist. 

Auf  den  Boden  einer  gläsernen  Krystallisirschale  von  5  cm 
Höhe  und  7,5  cm  Durchmesser  wurde  ein  Plalinblech  gelegt,  und 
darauf    ein   gut  amalgamirter  Zinkring  von  4  cm  Höhe  gestellt.     Die 
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io  verschiedenen  Graden  mit  Wasser  verdünnte  Schwefelsaure  wurde 
in  solcher  Menge  eingegossen,  dass  ihr  Niveau  4 — 5  min  über  dorn 
oberen  Rande  des  Zinkcylinders  stand.  Die  Scliwefelsäure  verband 
ein  io  dieselbe  eintauchender  Platindraht  mit  einer  horizontalen  iso- 
'irten  Kupferplatte,  in  deren  Mitte  das  zuvor  beschriebene  Element 
'^tand.  Die  Kupferplatte  konnte  mit  dem  Elektrometer  verbunden 
Werden. 

Wie  in  dem  Abschnitte  A.  werde  ich  auch  jetzt  wieder  diejenigen 
elektrischen  Spannungen  angeben,  welche  nach  einer  zwei  Minuten 
dauernden  Verbindung  des  Elementes  mit  dem  Elektromeler  beob- 
achtet wurden. 

Da  bei  der  vorliegenden  Anordnung  der  Wasserstoff  sich  nicht 
am  Zinke,  sondern  am  negativen  Platin  entwickelt,  so  wird  er,  und 
selbstverstiindlich  gilt  dies  bei  allen  Verdünnungsgraden  der  Schwefel- 
Siäure,  mit  negativer  Elektricität  geladen.  Indem  er  nun  diese  nega- 
tive Elektricitüt  mit  sich  fortführt,  erhält  die  Kette  eine  positive 
I^dung,  deren  Grösse  von  der  StUrke  der  angewandten  Säure 
abhängt. 

Wurde  eine  mit  dem  64  fachen  Volumen  Wasser  verdünnte 
Schwefelsaure  eingegossen,  so  entstand  nur  eine  geringe  Ladung  des 
Elektrometers,  die  anfänglich  -^  1  betrug,  nach  12  Minuten  aber 
durch  die  Abnahme  des  galvanischen  Stromes  infolge  der  Polarisation 
des  Platins  bis  -|-  0,66  gesunken  war. 

Bei  einer  mit  dem  32  fachen  Volumen  Wasser  verdünnten  Süure 
erreichte  die  Spannung  anfangs  den  Werth  -f-  3,4,  der  sich  nach 
13  Minuten  bis  -|-  3,6  gesteigert  hatte. 

Ahnlich  verhielt  sich  die  mit  dem  16  fachen  Volumen  Wasser 
verdünnte  SiSure;  der  anfängliche  Werth  betrug  +3,2,  nach  18 
Minuten  -|-  i- 

Bei  einer  mit  dem  8  fachen  Volumen  Wasser  verdünnten  Sliure 
war  die  Spannung  anfangs  -j-  4,  stieg  nach  drei  Minuten  auf  -{-  6. 
welcher  Werth  dann  UingcMe   Zeit  fortbestand. 

W'urde  eine  nur  mit  dem  vierfachen  Volumen  Wasser  verdünnt«* 
Sjlure  angewandt,  so  betrug  die  anftinglicho  Spannung  -j-  0,9  bis 
-|- 2;  im  weiteren  Verlaufe  stieg  dieselbe  erst  rasch,  dann  lang- 
samer und  näherte  sich  einem  Maximum ,  das  je  nach  den  Um- 
ständen +  30   bis  -[-  40  erreichte. 

43* 
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Bei  diesem  Verfahren  der  ElektriciUtsentwkkelaBg  ist  es  leicht 
zu   zeigen,   dass   die  elektrisch   geladenen  Gase   ihre  Eiektridttt  an 

feste  und  flüssige  Leiter  nur  wenig  abgeben. 

Aus  sehr  engmaschiger  Messinggaze  wurde  ein  onlen  offener 
Cv linder  von  31  cm  Höhe  und  19  cm  Durchmesser  gebildet,  and 
oberhalb  des  galvanischen  Elementes  so  aufgehalten,  dass  sein  du- 
terer  Rand  ungefähr  2,5  cm  oberhalb  der  Kupferpbtte  la^.  Da  die 
auf  der  Kupferplatte  stehende  Krystallisirschaale  eine  Höbe  von  5  cm 
hatte,  so  traten  die  Gasblasen  2,5  cm  oberhalb  des  unlem  Cylinder- 
randes  aus  der  Flüssigkeit,  und  wurden  infolge  ihrer  Leichtigkeit 
und  des  in  der  Kapelle  herrschenden  Luftzuges  durch  die  Mascheo 
des  Metallnetzes  getrieben. 

Als  das  Element  mit  einer  starken  Schwefelsäure  I  Vol.  Sdure, 
4  Vol.  Wasser;  gefüllt  war,  nahm  es  in  zwei  Minuten  die  Spannung 
-f-  20  an;  dem  darüber  befindlichen  Netze  ertheilten  die  durch 
dasselbe  hindurchgehenden  Gase,  ebenfalls  in  zwei  Minuten,  jedoch 
nur  eine  Spannung  —  2.  Der  grösste  Theil  der  in  dem  Gase  vor- 
handenen negativen  Elektricitdt  war  also  durch  das  Sieb  hindurch- 
gegangen. Es  war  bei  der  zweiten  Messung  die  Capacitdt  des  zu 
ladenden  Conductors  allerdings  eine  etwas  grössere  als  bei  der 
ersten;  aber  auch  selbst  bei  gleicher  Capacität  würde  die  SpannuDg 
ini  zweiten  Falle  nicht  über  —  4  hinausgegangen  sein. 

Der  geringe  Übergang  der  negativen  Elektricitat  aus  dem  Gase 
zu  dem  Metalisiebe  erhellt  auch  aus  folgendem  Versuche.  Dieses 
Sieb  wurde  nicht  wie  vorhin  isolirt  aufgehangen,  sondern  mit  seinem 
unteren  Kande  auf  die  Kupferscheibe  gestellt,  so  dass  es  mit  dieser 
und  dem  Inhalte  der  Glasschaale  leitend  verbunden  war.  Dabei 
zeigte  das  mit  dem  Elemente,  der  Kupferplatte  und  dem  Siebe  ver- 
bundene Elektrometer  nur  eine  wenig  geringere  positive  Spannung, 
als  wenn  das  Sieb  ganz  entfernt  war.  Würe  von  dem  Siebe  die 
negative  Elektricilöt  des  Gases  aufgenommen  worden,  so  hätte  sich 
diese  negative  Elektrieitüt  mit  der  positiven  der  Schaale  vereinigen 
und  das  Elektrometer  ohne  Spannung  bleiben  müssen. 

Dies  letztere  trat  nun  nahe  ein,  als  eine  inwendig  feuchte,  etwas 
grössere  Krystallisirschaale  über  das  Element  gestülpt  wurde.  Jetzt 
zeigte  das  Elektrometer  nur  noch  einen  sehr  geringen  positiven  Aus- 
schlages   w(»il    nur   ein   sehr  geringer  Theil  der  negativen  Elektricit^t 
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mit  dem  Wasserstoff  durch  die  enge  Ritze  zwischen  dem  Rande  der 
Schaale  und  der  nicht  ganz  ebenen  Kupferplatte  zu  entweichen  ver- 
mochte. 

Aber  auch  in  eine  leitende  FItlssigkeit  tritt  die  Elektricität  aus 
den  Gasblasen,  welche  in  derselben  aufsteigen,  nur  sehr  allroählig 
über.  In  einem  17  cm  hohen  cylindrischen  Glase  wurde  auf  den 
Boden  die  Platinplatte  gelegt  und  darauf  der  amalgamirte  Zinkring 
gestellt.  Wurde  eine  mit  dem  16  fachen  Volumen  Wasser  verdünnte 
Schwefelsäure  so  weit  eingefüllt,  dasS  der  obere  Zinkrand  eben  be- 
deckt war,  so  erhielt  ich  eine  elektrische  Spannung  -\-  S^i  ;  wurde 
dagegen  das  Glas  bis  zum  Rande  mit  derselben  Säure  gefüllt,  so 
beobachtete  ich  nur  noch  eine  Spannung  -|-  1 ,4.  Es  war  also  durch 
die  13  cm  höhere  Säureschicht  nur  etwas  mehr  als  die  Hälfte  der 
in  den  Gasblasen  vorhandenen  negativen  Elektricität  aufgenommen 
worden. 


D.  Obergiessen  eines  ZinkstOckes  mit  verdünnter  Schwefelsäure  oder  Eintauchen 

in  dieselbe. 

Um  die  Oberfläche  des  Zinkes  noch  in  bestimmter  Weise  her- 
stellen zu  können,  wurde  ein  einziges  Zinkstück  mit  verdünnter 
Schwefelsäure  übergössen. 

Da  es  sich,  namentlich  bei  Anwendung  schwacher  Säuren,  um 
geringe  elektrische  Spannungen  handelte,  so  war  es  geboten,  von 
den  Stellen,  welche  berührt  werden  mussten,  alle  Nichtleiter  aus- 
zuschlicssen ,  um  jede  Reibungselektricität  fern  zu  halten;  es  wurde 
deshalb  folgendes  Verfahren  eingeschlagen.  Ein  quadratisches  Stück 
blanken  Zinkes  von  2,5  cm  Seite  wurde  entweder  in  die  Platin- 
$chaale  gelegt,  so  dass  es  mit  seinen  Ecken  die  Wand  der  Schaale 
berührte  und  mit  ihr  und  der  eingegossenen  Säure  ein  galvani- 
sches Element  bildete,  oder  es  wurde  das  Zink  in  ein  auf  dem 
Boden  der  Platinschaale  befindliches  flaches  Uhrglas  gelegt,  so  dass 
es  nirgends  das  Platin  berühren  konnte,  und  also  für  sich  dem 
\ngriffe  der  eingegossenen  Säure  ausgesetzt  war.  Die  Platinschaale 
^urde  isolirt  und  mit  dem  Elektrometer  verbunden;  die  Menge 
ler  eingegossenen  mehr  oder  weniger  verdünnten  Schwefelsäure 
>etrug  50  com. 
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Wenn  nun  zunächst  das  blank  gefeilte  Zink  in  das  Uhrglas 
gelegt  wird,  so  haben  wir  bei  der  Erklärung  der  entstehenden 
elektrischen  Spannungen  folgende  Vorgänge  in  Betracht  zu  ziehen: 

1)  Die  Säure  befindet  sich  in  der  Platinschaale,  hat  also  durch 
die  vor  der  Isolirung  stattgehabte  Ableitung  zur  Erde  eine  negative 
Spannung  angenommen.  Wenn  nun  Gase  aus  der  Oberfläche  der 
Flüssigkeit  sich  erheben,  so  werden  sie  ähnlich  wie  die  vom  Platin 
abfallenden  Wassertropfen  (S.  606)  etwas  negative  Elektricität  mit- 
nehmen, so  dass  das  Elektrometer  einen  positiven  Ausschlag  giebL 

2)  Der  directe  Angriff  der  Schwefelsäure  auf  blankes  Zink  macht 
(S.  621)  die  Säure  negativ,  weil  der  sich  entwickelnde  Wasserstoff 
positive  Elektricität  aufnimmt.  Da  der  Angriff  aber  nur  gering  ist,  so 
werden  die  lange  am  Zink  unter  der  Säure  haftenden  Blasen  (die 
erst  aufsteigen,  wenn  sie  eine  gewisse  Grösse  erreicht  haben)  ihre 
positive  Spannung  an  die  Säure,  welche  in  erheblich  dicker  Schicht 
darüber  liegt,  ganz,  oder  fast  ganz  abgeben,  und  ohne  merkliche 
Elektricität  die  Oberfläche  erreichen. 

3)  Sehr  bald  bildet  sich  aber  nun  auf  dem  Zink  die  graulich- 
schwarze  Schicht;  die  so  hergestellte  galvanische  Kette  zersetzt  das 
Wasser  lebhafter,  der  entweichende  Wasserstoff  nimmt  an  dem  ne- 
gativen Pole  negative  Elektricität  auf,  und  lässt  die  Schaale  mit 
ihrem  Inhalte  in  positivem  Zustande  zurück.  Allerdings  wird  auch 
von  der  negativen  Ladung  des  Wasserstoffs  ein  Theil  an  die  Flüssig- 
keit übergehen;  bei  der  rascheren  Entwickelung  vermag  aber  slek 
noch  ein  mehr  oder  weniger  grosser  Theil  derselben  mit  dem  Gase 
zu  entweichen. 

Bei  Anwendung  einer  64  fach  verdünnten  Säure  ist  der  Angriff 
so  schwach,  dass  das  Elektrometer  in  zwei  Minuten  keine  merkliche 
Ladung  annimmt.  Bei  einer  32-  oder  1 6  fach  verdünnten  Säure  zeigt 
das  Elektrometer  anfangs  nur  eine  sehr  geringe  positive  Spannung 
von  -[-0,1;  erst  nach  10  Minuten  steigt  innerhalb  zweier  Minuten 
die  Spannung  auf  -|-  0,78  und  resp.  -f"  1,05.  Bei  stärkeren  Säuren, 
z.  B.  bei  nur  8  fach  verdünnter,  erreicht  10  Minuten  nach  dem  Cber- 
giessen  die  in  zwei  Minuten  angesammelte  Spannung  den  Werlli 
-(-  5,55. 

Wird  also  ein  blankes  in  einem  Uhrglase  liegendes  Zinkstück 
mit  verdünnter  Schwefelsäure  übergössen,  so  entsteht  gleich  anfanj?.^ 
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eine  schwache  positive  Ladung  der  Schaale,  die  sich  bei  stärkeren 
Säuren  im  Fortgange  des  Versuches  wesentlich  steigert.  Unter 
günstigen  Umständen  würde  übrigens  gleich  im  Anfange  auch  eine 
schwache  negative  Ladung  eintreten  können. 

Riess  schliesst  in  seinem  Werke  über  die  Reibungselektricität*) 
an  die  Erwähnung  der  Versuche  von  Lavoisier  und  de  la  Place 
den  Satz  an:  »Man  kann  sich  davon  (von  dem  Auftreten  der  Elek- 
tricität  bei  Zersetzungen)  an  einem  Säulenelektroskope  überzeugen, 
auf  dessen  Teller  ein  Platintiegel  mit  verdünnter  Säure  gefüllt  gestellt 
ist.  Taucht  man  in  die  Säure  einen  Streifen  Zink,  Eisen  oder  einer 
anderen  angreifbaren  Substanz,  so  kommt  sogleich  positive  Elektri- 
citat  zur  Anzeige,  welche  der  angreifenden  Säure  zugehört.«  Wollte 
man  das  Eintauchen  so  verstehen,  dass  das  Zink  dabei  noch  mit 
der  Erde  in  leitender  Verbindung  bleibt,  so  wird  die  I^dung  des 
Elektrometers  nur  durch  die  Berührungen  der  verschiedenen  Leiter 
und  die  Ableitung  erzeugt. 

Als  ich  z.  B.  einen  durch  einen  Kupferdraht  zur  Erde  abgelei- 
teten Zinkstreifen  in  4  fach  verdünnte,  in  der  isolirten  und  mit  dem 
Elektrometer  verbundenen  Platinschaale  enthaltene  Schwefelsäure 
tauchte,  so  wurde  eine  Spannung  4"  0,7  beobachtet. 

Wird  das  blanke  Zinkstück  an  einer  isolirenden  Vorrichtung  be- 
festigt in  die  Säure  getaucht,  so  erscheint  im  ersten  Anfange  durch 
den  Angriff  der  Säure  eine  schwache  negative  Spannung,  welche 
jedoch  sehr  bald  in  eine  positive  übergeht,  die  mit  der  Zunahme 
der  Auflösung  unter  Bildung  der  grauschwarzen  Schicht  sich  steigert 
und  nach  Verlauf  von  1 0  Minuten  bis  +  2  anwächst. 

Stellt  man  das  Zinkstück  in  die  Platinschaale,  so  dass  die  Wand 
derselben  berührt  wird,  so  bildet  sich  noch  ein  gewöhnliches  galva- 
nisches Element,  bei  dem  der  Wasserstoff  sich  am  negativen  Pole 
entwickelt,  das  Element  also  im  positiven  Zustande  zurücklässt.  Die 
positive  Ladung  ist  dann,  wie  ich  gleich  zeigen  werde,  beträchtlich 
grösser. 

Wenn  bei  den  vorhin  beschriebenen  Versuchen  das  auf  dem 
Boden  der  Platinschaale  liegende  Uhrglas  entfernt  wird,  so  dass  nun 
das   Zinkstück   mit   seinen   Ecken   die  Wände   der  Platinschaale   be- 


*)   Die  Lehre  von  der  Reibungselektricitäl  Bd.  2.  S.  4f8. 
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rührt,  so  bildet  sich  beim  Übergiessen  mit  der  Säure  ein  galvanisches 
Element;  infolge  dessen  wird  die  Schaale  viel  stärker  positiv  als 
zuvor,  wo  das  Zink  das  Platin  nicht  berührte. 

Nachdem  die  Säure  z.  B.  10  Minuten  lang  mit  dem  Metalle  Id 
Berührung  gewesen,  wurden  in  zwei  Minuten  folgende  Ladungen 
angesammelt:  bei  der  64 fach  verdünnten  Säure  -f"  0,6,  bei  der 
32  fach  verdünnten  -j-  3,05,  bei  der  16  fach  verdünnten  +  24,0  u.s.w. 


E.  übergiessen  zahlreicher  kleiner  ZinkstOcke  mit  verdünnter  Schwefelsaure. 

Werden  zahlreiche  kleine  Zinkstücke  mit  verdünnter  Schwefel- 
säure übergössen,  so  hängt  die  zuerst  auftretende  elektrische  Ladung 
der  Schaale  von  der  Concentration  der  Säure,  von  der  Beschaffen- 
heit der  Oberfläche  der  Zinkstücke  und  von  dem  Material  der  Schaale 
(Porcellan  und  Glas'^^  oder  Platin)  ab.  Da  sich  nun  die  Oberfläche 
dieser  kleinen  Stücke  nicht  in  beliebiger  Beschafl*enheit  herstellen  lässt, 
so  ist  es  nicht  möglich,  jedes  Mal  bestimmt  vorherzusagen,  welche 
der  beiden  Polaritäten  die  Schaale  gleich  nach  dem  Aufgiessen  der 
Säure  annehmen  wird.  Sind  im  Anfange  die  Umstände  einem  starken 
Angrifib  der  Säure  günstig,  und  wird  durch  die  grösseren  sich 
bildenden  -Gasblasen  die  Flüssigkeit  verdrängt  und  dadurch  eine 
starke  Absorption  der  in  dem  Gase  in  diesem  Zeitpunkte  vorhande- 
nen positiven  Elektricität  verhindert,  so  tritt  in  der  Schaale  negative 
Spannung  auf.  Diese  negative  Ladung  hält  jedoch  nicht  lange  an, 
sondern  geht  in  eine  positive  über.  Sehr  oft  vermag  aber  die  ne- 
gative Elektricität  in  der  Schaale  nicht  aufzutreten ;  infolge  des  (Jber- 
vviegens  der  Zersetzung  durch  das  gebildete  galvanische  Element 
erscheint  sie  gleich  anfangs  positiv. 

Entladet  man  das  sehr  unempfindlich  gemachte  Elektrometer 
und  die  damit  verbundene  Schaale  nicht,  sondern  lässt  die  Elektri- 
cität sich  längere  Zeit  anhäufen,  so  kann  man  unter  günstigen  Um- 
ständen Spannungen  von  200  und  darüber  beobachten,  aber,  wie 
aus  dem  Vorstehenden  erhellt,  nach  einiger  Zeit  der  Einwirkung 
nur  positive. 


*)   Die  Schaale   von  Porcellan    oder  Glas    ist    selbslversländlicli    durch    einen 
in  die  Säure  eintauchenden  Flatindraht  mit  dem  Elektrometer  zu  verbinden. 


^^1  Elektrische  Untersuchungen.  637 


IT.   Elektrische  Yorgänge  bei  der  Entwickelung  des 
Wasserstolfgases  aus  Zink  und  Salzsäure. 

Die  elektrischen  Vorgänge  bei  der  Entwickelung  des  Wasser- 
stoffs aus  Zink  und  Salzsäure  entsprechen  im  Allgemeinen  den  im 
Vorhergehenden  bei  Anwendung  der  Schwefelsäure  beschriebenen, 
so  dass  ich  mich  bei  ihrer  Darlegung  kurz  fassen  kann. 


A.  Salzsäure  fällt  in  Tropfen  auf  einen  ungefähr  um  45°  gegen  den  Horizont 

geneigten  Zinkstreifen. 

Wird  eine  mit  dem  64  fachen  Volumen  gemischte  Säure  ange- 
wendet, so  erleidet  das  Zink  keinen  merklichen  Angriff;  das  Zink 
ind  die  Piatinschaale  ertheiien  dem  Elektrometer  dieselbe  Ladung, 
Is  wenn  Wasser  aus  dem  Trichter  auf  den  Zinkstreifen  ßele;  das 
iink  erscheint  also  schwach  negativ,  und  die  Piatinschaale  schwach 
ositiv. 

Tropft  eine  mit  dem  32-  oder  1 6  fachen  Volumen  gemischte  Säure 
uf  das  Zink,  so  findet  nach  einiger  Zeit  ein  deutlicher  Angriff  des 
inkes  statt.  Nach  20  Minuten  beträgt  die  in  2  Minuten  angesam- 
leite  Elektricität  —  0,83  und  resp.  —  1 ,52.  Das  Zink  wird  also 
[urch  den  Angriff  der  Salzsäure  ebenso  negativ,  wie  durch  den 
LUgriff  der  Schwefelsäure.  Die  über  den  langen  Zinkstreifen  hinab- 
liessende  Säure  ist  auf  diesem  Wege  abgestumpft,  und  verhält  sich 
)eim  Abfallen  fast  wie  reines  Wasser;  die  Piatinschaale  erhält  also 
ine  schwache  positive  Ladung,  jedoch  beginnt  dieselbe  bei  der  mit 
lem  16  fachen  Volumen  verdünnten  Säure  bereits  nach  und  nach 
eringer  zu  werden. 

Für  die  mit  dem  8-  und  dem  ifachen  Volumen  Wasser  ver- 
lünnte  Säure  will  ich  je  eine  Versuchsreihe  mittheilen. 

Achtfach  verdünnte  Säure. 


Isolirl  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  2  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Elektricität. 

Z 

S 

—  0,39 

s 

Z 

+  0J2 

z 

s 

—  1,79 

s 

z 

+0,07 
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Achtfach  verdünnte  Säure. 
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Vierfach  verdünnte  SUure. 
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In  2  Minuten  angesammelte 
Elektricitäl. 


—  2,31 


—  1,94 


—  t,92 


—  2,70*1 


—  0,22 

—  0,21 

—  0,.36 

—  0,90 

—  4,23 


In  i  Minuten  angesammelte 
Elekiricität. 


2,45 


—  0,46 


—  2,09 


—  1,69 


—  4,80 


—  4,28 


—  1,40 


—  2,60 


—  4,03 


—  3,54 


+  0,32 


5,36 


+  4,42 


+  «,54 


—  6,39 


Wie  bei  dem  Auftropfen  der  Schwefelsäure,  so  wird  auch 
dem  Auftropfen  der  Salzsäure  das  Zink  anfangs  negativ;  die  ne 
tivc  Spannung  erreicht  ein  Maximum,  nimmt  dann  wieder  ab  \ 
geht  nach  längerer  Zeit  in  eine  [)0sitive  über;  nur  tritt  der  V\ 
gang  der  negativen  in  die  positive  bei  der  Salzsäure  erst  nach  1 
gerer  Zeit  ein,  als  bei  der  Schwefelsäure.  Der  sich  im  Anfa 
entwickelnde  Wasserstoff  entnimmt  dem  Zinke  also  ebenso,    wie 


*)  Solche  Störungen,  wie  hier,  in  dem  regelmassigen  Verlaufe  werden 
durch  hervorgenifen ,  dass  sich  die  Bahn,  in  welcher  die  Saure  über  die  2 
fläche  herabfliesst,   mehr  oder  weniger  verUmlert. 


Elektrische  UNTBRsucHoifGEif.  639 

d  früheren  Versuchen  (s.  S.  621),  positive  Elektricität  und  ISisst  den 
iter  mit  negativer  zurück.  Nach  und  nach  bildet  sich  aber  durch 
)  Entstehung  der  graulichschwarzen  Schicht  auf  der  Seitenfläche 
1  galvanisches  Element  aus;  der  an  der  negativen  schwärzlichen 
hicht  ausgeschiedene  Wasserstoff  nimmt  negative  Elektricität  mit 
1.  Diese  schwärzliche  Schicht  hindert  ferner  das  rasche  Aufsteigen 
r  am  Zinke  entwickelten,  mit  positiver  Elektricität  geladenen  Gase, 
enn  nun  die  Wirkung  des  galvanischen  Elementes  und  der  Ein- 
SS  des  am  unteren  Rande  stattfindenden  Abfalles  der  Tropfen 
ichst,  so  muss  die  negative  Ladung  des  Zinkes  abnehmen  und  in 
e  positive  übergehen. 

Die  vom  unteren  Ende  abfallenden  Tropfen  nehmen  bei  der 
tch  verdünnten  Säure  anfangs  noch  die  aus  der  Berührung  und 
leitung  stammende  positive  Spannung  mit;  durch  den  am  unteren 
ade  sich  ausbildenden  Vorgang  erhalten  sie  aber  negative  Ladung, 
nach  und  nach,  wie  bei  der  4 fach  verdünnten  Säure,  eine  be- 
chtliche  Stärke  erreicht. 


B.   Salzsäure  fällt  in  Tropfen  auf  eine  horizontale  Zinkplatte. 

Auch  bei  diesem  Vorgange  gleicht  die  Salzsäure  in  ihrem  Ver- 
ten  der  Schwefelsäure.  Als  z.  B.  eine  mit  dem  2  fachen  Volumen 
isser  verdünnte  Salzsäure  auf  eine  horizontale  Zinkscheibe  tropfte, 
5te  die  Platte  nach  der  ersten  Minute  die  Ladung  — 0,14,  die- 
je  nahm  dann  sofort  ab,  und  war  schon  vor  Ablauf  der  zweiten 
lute  infolge  des  kräftigen  Angriffes  der  Säure  in  eine  starke  po- 
ve  übergegangen.  Nach  5  Minuten  erreichte  die  in  2  Minuten 
der  Platte  angesammelte  Elektricität  die  Spannung  -|-  10. 


C.    übergiessen  eines  Zinkstückes  mit  Salzsäure. 

Es  wurde  ein  blankes  Zinkstück  entweder  unmittelbar  auf  den 
Jen  der  Platinschaale  oder  in  ein  auf  dem  Boden  dieser  Schaale 
indliches  Lhrglas  gelegt,  und  dann  mit  Salzsäure  übergössen.  Lag 
;  Zink  in  der  Platinschaale,  so  entstand  durch  die  Berührung  ein 
vanisches  Element.  Die  Erklärung  der  in  beiden  Fällen  beobach- 
3n  elektrischen  Ladungen  ist  genau  dieselbe,  wie  bei  den  früheren 
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Versuchen  mit  der  Schwefelsäure.     Es  genügt  daher,  die  Messungen 
selbst  kurz  anzuführen. 

Die  hintereinander  gesetzten  Zahlen  geben  die  Werlhe  an, 
welche  nach  einander  in  2  Minuten  angesammelt  waren.  Nach  jeder 
Messung  wurde  die  Schaale  1  Minute  lang  abgeleitet ,  und  daDn 
wieder  von  Neuem  2  Minuten  isolirt  gehalten. 

Mit  dem  64  fachen  Volumen  Wasser  verdünnte  Salzsäure. 
Zink  im  Uhrglase:   keine  merkliche  Ladung. 
Zink  in  der  Platinschaale :  +  0,65;  +  0,60;  -f  0,49;  +0,36 
u.  s.  w. 

Mit  dem  32  fachen  Volumen  Wasser  verdünnte  Salzsäure. 
Zink  im  Uhrglase:  +0,43;  +0,13;  +0,06 
Zink  in  der  Platinschaale :  +  0,82 ;  +  0,85 ;  +  0,57. 

1 6  fach  verdünnte  Salzsäure. 

Zink  im  Uhrglase:  +  0,04;  +  0,06;  +  0,08 

Zink  in  der  Platinschaale:  +2,00;   +1,00;  +0,60. 

8  fach  verdünnte  Salzsäure. 

Zink  im  Uhrglase:  +0,15;  +0,28;   +0,40 

Zink  in  der  Platinschaale:  +  3,92;   +  2,71  ;  +  4,46. 

4  fach  verdünnte  Salzsäure. 

Zink  im  Uhrglase:  0,0;  +1,0;  +0,16 

Zink  in  der  Platinschaale:  +0,56;   +3,58;  +4,88. 

Mit  einem  anderen  Zinkstück  wurde  beobachtet: 
Zink  im  Uhrglase:  +0,56;  +0,83;  +1,21 
Zink  in  der  Platinschaale:   +4,05;   +6,97;  +8,05. 

2  fach   verdünnte  Salzsäure. 

Zink  im  Uhrglase:   +0,91;  +3,05;   +3,9 

Zink  in  der  Platinschaale:    +6,9;   +7,2;   +3,1;  +0,73. 

Bei  Anwendung  der  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser  verdünnten 
Salzsäure  zeigt  aber  die  Elektricitätsentwickelung  einen  anderen  Ver- 
lauf;   es   wird    bei   der   Stärke   dieser   Säure    der  Angriff  so   heftig, 
dass  die  fremden  Schichten  von  der  Oberfläche  abgestossen  werden; 
infolge    dessen  tritt  dann  die  positive  Elektricität  vom  Zinke  an  das 
Gas,    welches   dieselbe  fortführt,    und  die  Schaale  mit  ihrem  Inhalle 
in   negativem  Zustande   zurücklässt.     Erst   später,   wenn   die  heftige 
Auflösung    etwas    nachlässt    und    etwas  ('.hiorzink    in    der  Flüssigkeil 
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elöst  ist  (vgl.  den  AbschDitt  VII) ,  enlweicht  mit  dem  Wasserstofl* 
lie  negative  Elektricität ,  so  dass  nun  die  Schaale  positiv  erscheint. 
Venn  die  Oberfläche  des  Zinks  so  beschaffen  ist,  dass  unmittelbar 
ach  dem  Aufgiessen  der  Säure  ihr  Angritt'  nicht  gleich  sehr  heftig 
iotreten  kann,  so  geht  auch  wohl  der  negativen  Ladung  der  Schaale 
ine  sehr  kurze  positive  voran,  die  aber  rasch,  sobald  die  Auflösung 
lark  erfolgt,  sich  in  eine  negative  verwandelt. 

In  einem  solchen  Versuche,  wobei  das  Zink  in  dem  Lhrglase 
lg,  zeigte  z.  B.  die  Schaale  unmittelbar  nach  dem  Aufgiessen  der 
äure  eine  positive  Ladung,  die  nach  ^4  Minuten  bis  -j-  0,8  gestiegen 
^ar,  dann  aber  sehr  rasch  in  die  negative  überging.  Nach  4  Minuten 
elrug  die  in  2  Minuten  angesammelte  Elektricität  —  12;  nach  6 
linuten  (stets  von  dem  Zeitpunkte  des  Eingiessens  der  Säure  ge- 
3chnet)  stieg  sie  auf  —  36 ,  nahm  dann  ab  und  verwandelte  sich 
ach  13  Minuten  in  positive,  die  eine  Zeit  lang  an  Stärke  wuchs, 
-  12,  +  ^8  u.  s.  w.,  und  dann  allmählig  wieder  abnahm. 

Wenn  das  Zink  in  der  Platinschaale  lag,  so  waren  die  Vorgänge 
n liehe.  Anfangs  überwog  auch  hier  die  Entwickelung  des  Wasser- 
>lTes  am  Zinke,  es  traten  negative  Spannungen  bis  —  52  auf. 
ährend  aber  zuvor  erst  nach  13  Minuten  der  Übergang  in  den 
2sitiven  Zustand  der  Schaale  geschah,  erfolgte  er  jetzt  schon  nach 
IMinuten,  weil  durch  das  aus  dem  Zinke  und  dem  Platin  gebildete 
Ivanische  Element  die  Fortführung  der  negativen  Elektricität  unter- 
Itzt  wurde. 

Ebenso  verhielt  sich  auch  die  Salzsäure  (sp.  Gew.  1,14)  ohne 
asserzusatz;  nur  trat  infolge  des  heftigen  Angritfes  die  erste  nega- 
/e  Elektricität  noch  stärker  auf,  und  ging,  als  das  Zink  in  dem 
lirglase  lag,  nach  8  Minuten  in  die  positive  über. 


D.    übergiessen  zahlreicher  kleiner  ZinkstOcke  mit  Salzsäure. 

Übergiesst  man  in  einer  Schaale  eine  Menge  kleiner  Zinkstücke 
it  Salzsäure  von  verschiedener  Concentration,  so  wird  je  nach  den 
nständen  das  GePäss  zuerst  positiv,  und  diese  positive  Spannung 
ird  bei  schwächeren  Säuren,  z.B.  einer  mit  dem  32 fachen  Volu- 
sn  Wasser  verdünnten,  fortbestehen;  bei  stärkeren  Säuren  geht 
3   aber,   ohne   einen  erheblichen  Werth  erreicht  zu  haben,   sobald 


642  W.  G.  Hankel,  [46 

der  AngrifT  heftig  genug  wird,  um  die  Flüssigkeit  durch  Blasen- 
bildung vom  Zinke  abzustossen,  in  die  negative  über,  die  je  nach 
den  vorliegenden  Verhältnissen  stark  anwuchst,  nach  mehreren  Minu- 
ten wieder  abnimmt,  und  dann  sich  in  eine  positive  verwandeil, 
die  ebenfalls  wieder  auf  ein  Maximum  steigt,  und  darauf  wieder 
geringer  wird.  Bei  Anwendung  von  starken  Säuren,  z.  B.  der  con- 
cenlrirten  oder  nur  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser  gemischten, 
PJillt  öfter  auch  die  erste  positive  Periode  fort ;  die  Schaale  erscheint 
gleich  anfangs  negativ. 

V.  Elektrische  Vorgänge  bei  der  Entwickelnng  von  Gasen 

ans  Zink  und  Salpetersäure. 

Obwohl  bei  dem  Angriff  der  Salpetersäure  auf  Zink  anstatt  des 
Wasserstoffs  vorzugsweise  oder  ausschliesslich  Stickoxydgas  ent- 
wickelt wird,  so  treten  doch  ganz  analoge  elektrische  Vorgänge  ein, 
wie  die  zuvor  unter  Anwendung  der  Schwefelsäure  und  Salzsäure 
beschriebenen. 

Lässt  man  z.  B.  eine  aus  gleichem  Volumen  starker  Salpeter- 
säure (sp.  Gew.  1,40)  und  Wasser  bestehende  Mischung  auf  eine 
geneigt  gestellte  Zinkplatte  tropfen,  so  wird  das  Zink  anfangs  ne- 
gativ; sehr  bald  aber,  schon  vor  Ablauf  einer  Minute»,  geht  die  ne- 
gative Spannung  in  die  positive  über,  die  aber  auch  infolge  des 
Schäumens  und  der  dadurch  veranlassten  tlieil weisen  Wiedervereinii^iini: 
der  beiden  Elektricitäten  keinen  sehr  hohen  Werth  (-j-  3,0  erreicht. 
Die  positive  Spannung  nimmt  rasch  ab,  und  gibt  nach  9  Minuten 
nur  noch   -|-  0,6. 

Wird  die  zuvor  genannte  Säure  mit  dem  64  fachen  Volumen 
Wasser  gemischt,  so  erfolgt  auf  der  geneigten  Zinkplatte  kaum  ein 
Angriff;  das  Zink  zeigt  nur  eine  wenig  grossere  negative  Spannung, 
als  l)eim  Auftropfen  des  reinen  Wassers.  Die  fallenden  Tropfen  er- 
lheilen der  Platinschaale  infolge  der  Berührung  und  Ableitung  pon- 
live  Spannung. 

Wird  auf  ein  Stück  Zink,  das  in  eincMU  auf  dem  Boden  der 
Platinschaale  befindlichen  Uhrglase  liegt,  starke  oder  mit  dem  gleichen 
Volumen  gemischte  Salpetersäure  gegossen,  so  wird  die  Schaale  an- 
fangs  stark    negativ;    aber    sehr  bald,    schon  nach    Vi  Minute,  i^ebl 
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die  negative  Spannung  in  die  positive  über,  welche  in  wenigen 
Minuten  ihr  Maximum  +6  bis  -}-  11  erreicht,  und  dann  abnimmt. 
Die  trotz  des  heftigen  Angriffes  der  Säure  nicht  sehr  grosse  Stärke 
der  positiven  Spannung  findet  ihre  Erklärung  in  der  durch  den 
Schaum  veranlassten  Wiedervereinigung  der  beiden  Elektricitälen, 
weshalb  auch  bei  der  concentrirten  Süure  nur  der  Werth  +  6  er- 
reicht wui'de,  während  bei  der  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser 
verdünnten  die  Ladung  auf  -|-  1 1   stieg. 

Wendet  man  eine  mit  dem  doppelten  Volumen  Wasser  gemischte 
Säure  an,  so  erscheint  die  Schaale  gleich  von  Anfang  an  positiv; 
diese  positive  Spannung  wächst  und  erreicht  nach  5  Minuten  ein 
Maximum  -\-  50,  welches  dann  altmählig  abnimmt. 

Beim  Übergiessen  mit  einer  sehr  verdünnten  Säure  (1  Vol. 
Säure  und  32  Vol.  Wasser)  erhält  die  Schaale  nur  eine  sehr  geringe 
positive  Spannung. 


VI.    Elektrische   Vorgänge   bei   der  Entwickelnng   des 
Wasserstoffs  durch  die  Einwirkung  von  Säuren  auf  Eisen. 

A.  Säuretropfen  fallen  auf  einen  gegen  den  Horizont  geneigten  Eisenstreifen. 

Die  genaue  Feststellung  der  elektrischen  Vorgänge  beim  Zu- 
sammentreffen der  Schwefel-  und  Salzsäure  mit  Eisen  gelingt  weniger 
gut,  als  beim  Zinke.  Es  werden  die  massiven  Eisenstücke  von  die- 
sen Säuren  viel  schwächer  angegriffen,  als  das  Zink.  So  kann  z.  B. 
eine  nur  mit  dem  vierfachen  Volumen  Wasser  vermischte  Schwefel- 
säure 20  Minuten  lang  über  ein  blaAkes  Eisenstück  geflossen  sein, 
ohne  dass  die  Bahn,  in  welcher  die  Säure  hinabgelaufen  ist,  merk- 
lich eingegraben  erscheint.  Die  braunschwarze  Färbung  der  von 
der  Säure  berührten  Stellen  lässt  sich  stets  noch  durch  Abreiben 
mit  Schmirgelpapier  beseitigen. 

Bei  der  Geringfügigkeit  des  Angriffes  ist  es  daher  erklärlich, 
dass,  wenn  eine  mit  dem  64-  oder  32  fachen  Volumen  Wasser  ver- 
dünnte Schwefelsäure  auf  einen  blanken  Eisenstreifen  tropft  und 
über  denselben  hinabfliesst,  das  Eisenstück  nur  eine  sehr  geringe 
negative  Spannung  annimmt,  die  selbst  bei  der  nur  mit  dem  8-  oder 
4  fachen    Volumen    Wasser    gemischten   Säure    höchstens   auf  —  0,8 
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bis  —  0,9  steigt.  Selbst  bei  Anwendung  einer  nur  mit  dem  gleichen 
Volumen  Wasser  gemengten  Säure,  bei  welcher  jedoch  infolge  ihrer 
Schwerflüssigkeit  die  Tropfen  nicht  sehr  schnell  einander  folgten 
(2  bis  3  in  der  Secunde),  entstand  nur  eine  geringe  negative 
Spannung,  die  nach  einiger  Zeit  in  eine  noch  schwächere  positive 
überging. 

Die  unterhalb  des  Eisenstreifens  stehende  Platinschaale,  in  welche 
die  vom  Eisen  abfallenden  Tropfen  sich  sammelten,  zeigte  bei  den 
sehr  schwachen  Säuren  in  den  ersten  Minuten  eine  sehr  schwache 
positive  Spannung  (+0,04  bis  +0,09),  welche  später  in  eine 
etwas  stärkere  negative  überging.  Bei  Anwendung  stärkerer  Schwefel- 
säure wurde  die  Schaale  gleich  zu  Anfang  negativ. 

Ahnlich  wie  gegen  Schwefelsäure  verhielt  sich  das  blanke  Eisen 
gegen  Salzsäure.  Fielen  die  Tropfen  einer  nur  mit  dem  gleichen 
Volumen  Wasser  gemischten  Säure  auf  das  blanke  Eisen,  so  entstand 
auf  demselben  eine  schwache  negative  Spannung,  welche  höchstens 
den  Werth  0,6  erreichte. 


B.   übergiessen  eines  EisenstOckes  mit  Säure. 

Wird  ein  quadratisches  blankes  Eisenstück  von  2,5  cm  Seile 
auf  ein  in  der  grossen  Platinschaale  befindliches  Ulirglas  gelegt,  und 
mit  sehr  verdünnter  Schwefelsäure  übergössen,  so  findet  fast  kein 
Angriff  statt,  und  es  lassen  sich  auch  nur  geringe  Spuren  vod  Elek- 
tricilät  wahrnehmen.  Bei  Anwendung  einer  mit  dem  ifachen  Vo- 
lumen Wasser  gemischten  Säure  erschien  die  Schaale  in  der  ersten 
Minute  sehr  schwach  negativ,  und  nahm  dann  später  eine  ebenso 
schwache  positive  Spannung  an.  Wurde  das  Uhrglas  vorgezogen, 
so  dass  das  Eisen  die  Platinschaale  berührte,  so  zeigte  die  Schaale 
die  etwas  grössere  positive  Spannung  +  0,4. 

Wurde  anstatt  der  Schwefelsäure  eine  mit  dem  gleichen  Volu- 
men Wasser  gemischte  Salzsäure  auf  das  im  Uhrglase  liegende  Eisen- 
stück gegossen ,  so  entstand  zuerst  eine  positive  Spannung  +  0,55, 
die  bald  in  eine  sehr  schwache  negative,  und  nach  mehreren  Minuten 
wieder  in  eine  positive  (+  0,23)  überging.  Wurde  das  Uhrglas 
vorgezogen,  so  dass  das  Eisen  das  Platin  berührte,  so  wurde  eine 
stärkere  positive  Spannung,   die  nach  einiger  Zeit  bis  +  1,08  stieg, 
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beobachtet.  Die  Platinschaale  war  auf  ihrer  inneren  Fläche  mit 
Gasblasen  bedeckt;  dieselben  lösten  sich  aber  nur  sehr  sparsam  ab. 
Ahnhch  verhielt  sich  die  concentrirte  Salzsäure  vom  sp.  Gew. 
1,14.  Als  das  Eisenstuck  im  Uhrglase  innerhalb  der  Platinschaale 
lag,  und  diese  Säure  aufgegossen  wurde,  betrug  die  Ladung  -j-  0,32. 
Dieselbe  stieg  nach  dem  Vorziehen  des  Uhrglases  auf  -|-  1,16,  nahm 
jedoch  infolge  der  Verringerung  der  Gasentwickelung  durch  die  auf 
dem  Platin  eintretende  Polarisation  bald  bis  -f"  0,2  ab. 


C.  Obergiessen  von  Eisenfeilicht  mit  Säuren. 

Wird  etwas  Eisenfeilicht  in  einem  Glase  oder  einer  Platinschaale 
mit  kalter  verdünnter  Schwefelsäure  übergössen,  so  findet  fast  keine 
Einwirkung  und  folglich  auch  keine  Entwickelung  von  Elektricität 
statt.  Selbst  als  eine  mit  dem  vierfachen  Volumen  Wasser  gemischte 
Säure  auf  das  in  einem  Uhrglase  in  der  Platinschaale  liegende  Eisen- 
feilicht wirkte,  entstand  nur  eine  positive  Spannung  -}"0,4*). 

Wurde  eine  mit  dem  dreifachen  Volumen  Wasser  gemischte, 
aber  auf  70®  erhitzte  Schwefelsäure  auf  das  Eisenfeilicht  gegossen,  so 
gelang  es,  im  Anfange  während  einiger  Secunden  eine  negative  Span- 
nung zu  beobachten,  die  aber  rasch  in  eine  positive  überging. 
Letztere  wuchs  in  dem  vorliegenden  Falle  bis  4~  'l  0?  ^^^  nahm  dann 
wieder  ab. 

Wenn  das  im  Uhrglase  in  der  Platinschaale  befindliche  Eisen- 
feilicht mit  kalter,  nur  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser  gemischter 
Salzsäure  übergössen  wurde,  so  zeigte  sich  anfangs  eine  positive 
Spannung  -f- 0,49,  die  nach  6  Minuten  bis  -[~0,19  abnahm,  nach 
9  Minuten  in  eine  negative  — 4,06,  und  nach  12  Minuten  — 7,58 
überging.  Diese  negative  Spannung  nahm  dann  ab,  und  verwandelte 
sich  wieder  in  eine  schwache  positive  (-[-0,14). 

Wurde  das  Eisen feilicht  in  die  Platinschaale  selbst  geschüttet, 
und  die  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser  vermischte  Salzsäure  auf- 
gegossen ,  so  entstand  zuerst  eine  Spannung  -|-  6,3 ,  die  nach  3 
Minuten    in   eine    negative    überging;    letztere    erreichte   eine    Höhe 


*)   Alle  diese  Zahlen  geben,  wenn  nichts  weiter  dabei  bemerkt,   ebenso  wie 
früher,  die  Spannung  der  in  2  Minuten  angesammelten  Elektricität. 

Abhandl.  d.  K.  S.  Q^seUsch.  d.  Wistfeasch.  XX.  44 
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—  1 0,4,  nahm  dann  ab,  und  verwandelte  sich  zuletzt  wieder  in  eine 
schwache  positive. 

Lavoisier  und  de  la  Place  berichten  in  ihrer  kurzen  Notiz, 
dass,  als  sie  Eisenfeilicht  in  einem  Glase  {hocal)  mit  weiter  ÖlTnung 
mit  einer  ungefähr  durch  3  Theile  Wasser  verdünnten  Schwefelsäure 
{acide  vilrolique)  übergössen,  unter  Eintritt  einer  heftigen  Gasenl- 
wickelung  der  mit  dem  Inhalte  des  Gewisses  in  leitender  Verbindung 
stehende  (Kondensator  so  stark  geladen  wurde,  dass  sie  einen  leb- 
haften Funken  daraus  erhalten  konnten;  sie  erkannten  die  elektrische 
Ladung  als  negativ*). 

Bei  Wiederholung  dieses  Versuches,  unter  Anwendung  einer 
Mischung  aus  1  Volumen  concentrirter  Schwefelsäure  und  3  Volumen 
Wasser,  wird  man,  wenigstens  wenn  man  nur  kleine  Mengen  Eisen- 
feilicht und  Schwefelsäure  anwendet,  den  Inhalt  des 'Glases  wohl 
meistens  positiv  elektrisch  finden.  Wird  der  Versuch  mit  grösseren 
Mengen  und  mit  einer  durch  die  Mischung  noch  heissen  Säure  aus- 
geführt, so  kann,  wie  die  zuvor  bei  Anwendung  heisser  Schwefel- 
säure gemachte  Beobachtung  zeigt,  infolge  der  grossen  Heftigkeit  des 
Angriffes  das  Gefäss  auch  negativ  elektrisch  werden. 

Diese  negative  Ladung  trat  z.  B.  auch  auf,  als  ich  die  Ent- 
wickelung  des  Wasserstoffs  aus  Eisenfeilicht  und  Schwefelsäure  nach 
dem  von  Volta  befolgten  Verfahren  bewirkte.  Volta*^)  nahm  näm- 
lich 1  bis  4  Gefässe,  brachte  in  dieselben  Eisenfeilicht  und  Wasser, 
und  goss  Vitriolöl  hinzu.  Die  GePdsse  waren  mit  dem  Condensalor 
verbunden.  Als  die  heftige  Entwicklung  nachzulassen  begann,  wurde 
die  Ladung  des  Condensators  untersucht  und  negativ  gefunden. 

Um  den  Versuch  in  analoger  Weise  zu  wiederholen,  wurde  in 
die  grosse  Platinschaale  etwas  Eisenfeilicht  geschüttet,  zuerst  75  com 
Wasser  aufgegossen  und  dann  25  ccm  concentrirte  Schwefelsäure 
zugesetzt.  Jetzt  zeigte  das  Elektrometer  starke  negative  Spannung. 
Die  später  eintretende  positive  konnte  nicht  beobachtet  werden,  weil 
der  Versuch  wegen  des  Überfliessens  der  Masse  über  den  Rand  der 
Schaale  unterbrochen  werden  musste.  Als  der  Versuch ,  um  diesen 
letzten  Übelstand  zu  vermeiden,  mit  geringeren  Mengen  wiederholt 
wurde,  trat  meistens  nur  positive  Elektricität  in  der  Schaale  auf. 

^)    Ilisfoire  de  VAcad.   royale  des  Sciences,      Annec   \1S\.   S.    293. 
"'j    (ollez.    deir  opere.     T.    I.    S.    271. 
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VII.    Elektrische  Vorgänge  bei  der  Entwickelung  der 

Kohlensäure  aus  Kreide  und  Marmor. 

Als  Lavoisier  und  de  la  Place  gepulverte  Kreide  mit  ver- 
dünnter Schwefelsäure  übergössen,  fanden  sie  das  Gefäss  negativ 
elektrisch,  aber  schwächer  als  beim  Cbergiessen  des  Eisenfeilichls. 

Um  den  Angriff  der  Säure  regelmässiger  zu  gestalten,  habe  ich 
bei  den  folgenden  Versuchen  nicht  Schwefelsäure,  sondern  Salzsäure 
angewandt. 

A.   Entwickelung  der  Kohlensäure  aus  Kreide  und  Salzsäure. 

a.    Salzsäure  tropft  auf  ein  Kreidestück. 

Ein  durch  Sägen  passend  geformtes  längeres  Kreidestück  wurde 
mit  dem  einen  Ende  in  einer  isolirt  gehaltenen  Messingklammer  be- 
festigt und,  unter  45  •  gegen  den  Horizont  geneigt,  so  unterhalb  der 
Spitze  des  Trichters  gestellt,  dass  die  aus  derselben  herabsinkenden 
Tropfen  in  der  Nähe  seines  oberen  Endes  auffielen.  Unterhalb  des 
unteren  Endes  befand  sich  die  Platinschaale,  in  welcher  sich  die 
von  diesem  Ende  abfallenden  Tropfen  sammelten.  Um  die  Elektri- 
citäl  der  Kreide  und  der  über  dieselbe  hinfliessenden  Säure  zu  er- 
halten, wurde  ein  isolirter  Platindraht  mit  seinem  einen  Ende  auf 
die  Stelle  der  Kreide  gelegt,  wo  die  Säuretropfen  auffielen,  während 
sein  anderes  Ende  mit  dem  Elektrometer  verbunden  war. 

Wenn  selbst  nur  eine  sehr  verdünnte  Salzsäure  auf  die  Kreide 
tropft,  so  zeigt  das  Elektrometer  eine  erhebliche  negative  Ladung 
der  Kreide  und  der  über  sie  hinfliessenden  Säure  an;  mit  der  Con- 
centration  wächst  diese  Ladung.  Die  in  die  Platinschaale  fallenden 
Tropfen  ertheilen  dieser  ebenfalls  negative  Elektricität ,  die  mit  der 
Concentration  der  Säure  zunimmt,  jedoch  geschwächt  wird,  wenn  an 
dem  unteren  Ende  des  Kreidestückes  sich  ein  Schaumanhang  bildet, 
so  dass  die  Tropfen  nicht  vom  Kreidestücke,  sondern  von  diesem 
Schaumanhange  abfallen.  Durch  diesen  Umstand  erhält  (S.  623)  die 
in  ihnen  vorhandene  negative  Elektricität  Gelegenheit  zur  Aus- 
gleichung. 

Es  wird  genügen,  nur  zwei  Versuche  anzuführen.  P  bedeutet 
den  auf  das  Kreidestück  gelegten  Platindraht. 

44* 
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Mit  dem  32  fachen  Volumen  Wasser  verdünnte  Salzsaure. 


Isolirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  2  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

P 

S 

—  5,45 

P 

S 

—  5,80 

S 

P 

—  3,45 

P 

s 

—  5,00 

s 

p 

—  3,80. 

dem  8  fachen 

Volumen 

Wasser 

verdünnte  Salzsäi 

Isolirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  2  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

P 

S 

—  7,4 

S 

P 

—  16,8 

P 

s 

—  <*,8 

s 

p 

—  4,5 

Die  Abnahme  der  negativen  Ladung  der  Platinschaale  bei  der 
letzten  Messung  ist  also  eine  Folge  des  gebildeten  Schaumanhanges 
am  unteren  Ende;  dieselbe  nahul  sehr  bald  noch  weiter  ab.  Bei 
Anwendung  einer  mit  dem  ifachen  Volumen  Wasser  verdünnten  Säure 
wurde  dieser  Schaumanhang  noch  beträchtlicher,  und  die  von  ihm 
abfallenden  Tropfen  ertheilten  der  Platinschaale  in  2  Minuten  nur 
eine  elektrische  Spannung  —  0,5. 

Analoge  elektrische  Vorgänge  wurden  beobachtet,  als  das  Kreide- 
stück horizontal  unter  der  Spitze  des  Trichters  aufgestellt  war. 

Ebenso  wie  der  WasscrstoCT,  wenn  er  direct  am  Zink  sich  ent- 
wickelt, nimmt  also  auch  die  Kohlensäure  die  positive  Eleklricilül 
mit  fort,  so  dass  die  SUure  mit  negativer  Ladung  zurückbleibt. 


b.     IJberyiessen  von  Kreidestücken  mit  Salzsäure. 

Wird  ein  in  der  Platinschaale  liegendes  Kreidestück  mit  Salz- 
säure übergössen,  so  nimmt  die  Schaale  stets  negative  Elektricilül 
an.  Bei  einer  mit  dem  32  fachen  Volumen  Wasser  verdünnten  Säure 
ist  dieselbe  nur  gering,  steigert  sich  aber  mit  der  Concentration  der 
Säure,  erreicht  bei  einer  ungefähr  mit  dem  2  fachen  Volumen  Wasser 
gemischten  ein  Maximum  und  nimmt  dann  wieder  ab.  Der  Grund 
für  diese  letztere  Abnahme  liegt  in  der  starken  Schaumbildung;  bei 
dem  Durchgange  durch  die  aufgehäuften  Blasen  hal  ein  Theil  der  vom 
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Gase  aufgenommenen  positiven  Polarität  Gelegenheit  sich  mit  der 
negativen  zu  verbinden,  so  dass  also  die  Schaale  nur  in  geringer  Stärke 
negativ  erscheinen  kann. 


B.  Entwickelung  der  Kohlensäure  aus  Marmor  und  Salzsäure, 
a.    Salzsäure  tropft  auf  Marmor. 

Ein  Marmorstück  von  16cm  Länge,  4 cm  Breite  und  1,5cm 
Dicke  wurde  in  der  isolirten  Messingklammer  in  geneigter  Lage, 
ebenso  wie  zuvor  das  Kreidestück,  unterhalb  der  Spitze  des  trichter- 
förmigen Gefösses  aufgestellt,  so  dass  die  aus  dieser  Spitze  herab- 
fallenden Tropfen  nahe  an  seinem  oberen  Ende  auftrafen.  Auf  die 
Stelle,  auf  welche  die  Tropfen  fielen,  war  das  eine  Ende  eines  Platin- 
drahtes P  gelegt,  dessen  anderes  Ende  mit  dem  Elektrometer  ver- 
bunden oder  zur  Erde  abgeleitet  werden  konnte.  Unterhalb  des 
unteren  Randes  des  Marmorstückes  stand  die  Platinschaale  zur  Auf- 
sammlung der  abfallenden  Tropfen. 

In  dem  Trichter  befindet  sich  eine  mit  dem  32  fachen  Volumen 
Wasser  verdünnte  Salzsäure. 


Isolirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  2  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

P 

S 

—  4,90 

S 

P 

—  2,25 

P 

S 

—  1,46 

s 

P 

—  2,30 

p 

s 

—  1,57 

s 

p 

—  3,26 

p 

s 

—  1,76 

Das  Marmorstück  und  die  Säure  werden  also  negativ;  ebenso 
sind  aber  auch  die  von  dem  Marmor  abfallenden  Tropfen  negativ 
und  zwar  in  beträchtlichem  Grade. 

Die  negative  Elektrisirung  des  Marmors  und  der  auf  ihm  flies- 
senden Säure  verdankt  ihre  Entstehung,  gerade  wie  bei  den  ent- 
sprechenden Versuchen  mit  der  Kreide  und  dem  Zinke,  der  auf  der 
Oberfläche  des  Marmors  eintretenden  Zersetzung ;  die  sich  entwickelnde 
Kohlensäure  nimmt  positive  Elektricität  an,  und  die  Säure  die  nega- 
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live,    welche   sich   über  die   benetzte  Fläche  des  Marmors  und  den 
Platindraht  verbreitet. 

Wenn   die    Elektricität  der  abfallenden   Tropfen   in   der  Plalin- 
schaale  angesammelt  wird,   so  ist  der  Marmor  und  die  auf  ihm  be- 
findliche Säure   zur  Erde   abgeleitet.     Abgesehen   von   der   geringeü 
negativen  Spannung,  welche  den  an  der  unteren  Kante  des  Marmors 
hängenden  Tropfen    durch   diese  Ableitung  ertheilt  wird,    muss  also 
die    beträchtliche    negative    Spannung    der   Platinschaale    fast  allein 
durch   den   am  unteren  Ende  und  in  seiner  Nähe  vorgehenden  Zer- 
setzungsprocess   erzeugt   werden.     Die   Säuretropfen   werden  infolge 
des  Angriffs  auf  den  Marmor  ebenso  wie  beim  Zink  (S.  620)  negativ. 
Auch    wird    die   über  die  unteren  Theile  der  Seitenfläche  fliessende 
Säure  trotz  der  Ableitung  nicht  ganz  entladen,  so  dass  sie  am  unteren 
Rande    schon   in    negativem    Zustande    von    einer   gewissen    Stärke 
anlangt.     Daher  erhält  die  Platinschaale  eine  starke  negative  Ladung. 

Während  bei  Anwendung  der  mit  der  32  fachen  Menge  Wasser 
verdünnten  Salzsäure  das  Marmorstück  stets  negativ  bleibt,  ändern 
sich  nun  die  Vorgänge,  wenn  auf  ein  gleiches  Marmorstück  eine 
nur  mit  dem  16-  oder  dem  8-  oder  dem  ifachen  Volumen  Wasser 
gemischte  Säure  tropft. 

Mit  dem  16  fachen  Volumen  Wasser  verdünnte  Säure. 


Isolirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  t  Minuten  angesammelt« 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

P 

S 

Anfangs  Ausschlag 
— 1,1,  dann  Uürkgang. 

S 

P 

—     0,7 

P 

s 

—  0,57 

s 

p 

—  14,0 

p 

s 

abwechselnd  schwach 
+  und  — 

s 

p 

—  15,0 

p 

s 

—  0,95 

s 

p 

—  18,6 

Das  Marmorslück  zeigt  also  nur  geringe  Spannung  und  schwankt 
öfter  zwischen  dem  positiven  und  negativen  Zustande. 


^5]  Elektrische  Untersuchungen.  651 

Mit  dem  8 fachen  Volumen  Wasser  verdünnte  Säure. 


Isolirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In 

2  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

P 

S 

erst- 

— ,  dann  -^  i^bi 

S 

P 

—  2t, 6 

P 

s 

+  2,95 

s 

p 

—  24,0 

p 

s 

+  3,40 

s 

p 

—  28.0. 

In  diesem  Versuche  ging  die  negative  Ladung  des  Marmors 
schon  nach  einer  Minute  in  die  positive  über  und  verblieb  positiv. 
Die  Platinschaale  erhielt  sehr  beträchtliche  negative  Ladungen;  ein 
Beweis,  dass  die  chemische  Zersetzung  am  unteren  Ende  sehr  leb- 
haft gewesen.  Von  diesem  unteren  Ende  senkte  sich  ein  dicker 
Nebelstreifen  abwärts. 

Es  lässt  sich  nun  aber  leicht  nachweisen,  dass  die  positive 
Ladung  des  Marmors  nur  durch  den  an  seinem  unteren  Ende  vor- 
handenen Vorgang  hervorgebracht  wird.  Die  über  die  Seitenfläche 
des  Marmors  herabrinnende  Säure  fliesst  auch  über  die  Begrenzungs- 
fläche des  unteren  Endes  und  sammelt  sich  dort,  namentlich  an  dem 
hinteren  Rande,  zu  grösseren  Tropfen.  Durch  den  Angriff  auf  den 
Marmor  nimmt  die  Kohlensäure  aus  dem  Marmor  die  positive  Elek- 
tricität,  während  die  negative  der  Salzsäure  in  die  Tropfen  übergeht 
und  mit  ihnen  in  die  unterhalb  befindliche  Platinschaale  fällt.  Die 
Kohlensäure  kann  aber  an  der  Stelle,  wo  sie  entstanden,  nicht  sofort 
entweichen,  und  giebt  daher  einen  Theil  ihrer  Polarität  wieder  an 
den  Marmor  ab.  (Vergl.  S.  622.)  Diese  positive  Elektricität  wirkt 
nun  der  durch  die  Zersetzung  auf  der  Seitenfläche  dem  Marmor  über- 
tragenen negativen  entgegen.  Bei  der  16  fach  verdünnten  Säure 
bringt  sie  nur  eine  beträchtliche  Schwächung  der  negativen  hervor, 
während  sie  bei  der  8  fachen  die  negative  dauernd  überwindet  und 
den  Marmor  positiv  erscheinen  lässt.  Begünstigt  wird  dieser  letztere 
Vorgang  noch  durch  den  Umstand,  dass  bei  starken  Säuren  sich  auf 
der  Seitenfläche  Chlorcalcium  bildet,  welches,  der  Säure  beigemengt, 
das  rasche  Entweichen  der  positiven  Kohlensäure  vermindert  (s.  S.  656), 
und  dadurch  eine  Ausgleichung  ihrer  Polarität  mit  der  negativen  der 
Säure,  somit  aber  eine  Schwächung  der  negaliven  Ladung  des 
Marmors  veranlasst. 


\ 
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Der  zuvor  erwähnte  Nachweis,  dass  die  positive  Ladung  des 
Marmors  auf  diese  Weise  erfolgt,  wird  durch  folgende  Versuche 
geliefert. 

Die  Begrenzungsfläche  am  unteren  Ende  und  ein  Theil  der  an 
sie    stossenden    hinteren   Seitenfläche    wurden    mit   Siegellack   über- 

m 

schmolzen,  so  dass  an  dieser  Stelle  kein  wesentlicher  Angriff  der 
Säure  stattfinden  konnte.  Bei  Anwendung  der  mit  dem  8  fachen 
Volumen  verdünnten  Säure  erschien  jetzt  der  Marmor  negativ. 


Isolirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  %  Minuten  angesammelte 

verbundeo. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

P 

S 

—  3,2 

S 

P 

—  40,0 

P 

S 

—  4,55 

P 

s 

—  4,35 

s 

p 

—  10,1 

p 

s 

—  2,28 

s 

p 

—    9,7 

p 

s 

-2,40 

Als  dann  über  dasselbe  Marmorstück  eine  nur  mit  dem  4 fachen 
Volumen  Wasser  gemischte  Säure  floss,  reichte  aber  die  Siegellack- 
schicht nicht  aus ;  der  Marmor  wurde  positiv.  Aber  auch  bei  dieser 
Säure  liess  sich  die  Umkehrung  der  negativen  Ladung  des  Marmors 
in  eine  positive  vermeiden ;  an  dem  untern  Ende  eines  Marmorstückes 
wurde  auf  der  vorderen  Seitenfläche  ein  schmaler  Querstreifen  von 
7  mm  Breite  circa  1°^"^  tief  abgefeilt,  und  auf  diese  Stelle  das  eine 
Ende  eines  5cqi  langen  Platinbleches  mit  Siegellack  so  befestigt,  dass 
die  Fläche  dieses  Bleches  mit  der  vorderen  Seitenfläche  des  Marmor- 
stückes in  einer  Ebene  lag.  Die  Säure  floss  daher  von  dem  Marmor 
auf  das  Platinblech  und  fiel  erst  an  dessen  unterem  Rande  ab.  Unter 
Anwendung  einer  4  fach  verdünnten  Säure  wurden  jetzt  folgende 
Spannungen  beobachtet. 


Isolirl  und  mit  E 

Zur  El 

'de 

In  i  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abi^elei 

itct. 

Spannungen. 

/' 

8 

—  6,i7 

S 

P 

—  6,25 

r 

S 

—  6,85 

s 

P 

—  5,75 

p 

s 

—  6,55 
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Die  von  dem  unteren  Rande  des  Platinbleches  abfliessende  Säure 
ist  durch  ihr  Hingleiten  über  das  5  cm  lange  Blech  trotz  der  Ab- 
leitung zur  Erde  noch  nicht  unelektrisch  geworden. 

Um  die  Säuretropfen  mit  noch  schwächerer  Elektricität  in  die 
Platinschaale  gelangen  zu  lassen,  wurde  ein  längeres  Platinblech  (von 
11  cm  Länge)  an  dem  Marmorstücke  angebracht,  damit  die  Säure 
längere  Zeit  auf  demselben  verweilte.  Bei  Anwendung  der  4  fach 
verdünnten  Säure  wurden  jetzt  folgende  Ladungen  gemessen: 


Isolirt  und  mit  E 

Zur  Erde 

In  %  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

P 

S 

—  35,2 

S 

P 

—  3,8 

P 

S 

—  27,2 

Unmittelbar  nach  dem  vorstehenden  Versuche  wurde  das  Platin- 
blech von  dem  Marmorstücke  entfernt  und  der  Siegellack  durch 
Abfeilen  beseitigt.  Als  das  Marmorstück  nun  ebenfalls  der  4  fach 
verdünnten  Säure  ausgesetzt  wurde,  fand  ich  folgende  Ladungen : 


Isolirt  und  mit  JS 

Zur  Erde 

In  2  Minuten  angesammelte 

verbunden. 

abgeleitet. 

Spannungen. 

P 

S 

+  2,25 

S 

P 

—  46,40 

P 

s 

—  0,03 

s 

p 

—  46,08 

p 

s 

—  0,73 

s 

p 

—  46,70 

p 

s 

—  2,45 

Der  in  dieser  Versuchsreihe  auftretende  Wechsel  in  der  Be- 
schaffenheit und  Stärke  der  elektrischen  Ladungen  des  Marmors  wird 
durch  die  Änderung  in  dem  am  unteren  Ende  desselben  vorgehen- 
den Processe  hervorgerufen ;  durch  die  Auflösung  entstehen  daselbst 
Änderungen  in  der  Gestalt  und  den  Anhaflungspunkten  der  Tropfen, 
welche  wieder  auf  die  Ladung  des  Marmors  Einfluss  haben  müssen. 

Wird  die  Marmorplatte  horizontal  gestellt,  so  zeigt  sie  beim  Auf- 
Iropfen  der  mit  dem  32-  bis  4  fachen  Vol.  Wasser  verdünnten  Säure 
während  der  ersten  halben,  ganzen  oder  anderthalben  Minuten  eine 
schwache  positive  Spannung,  welche  dann  nach  den  bezeichneten 
Zeiträumen   in  eine   negative  übergeht.     Die  Stärke  dieser  negativen 
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Spannung  stieg  bei  der  SSfach  verdünnten  Säure  auf  — 5,  bei  der 
1 6  fach  verdünnten  auf  —  6,  und  bei  der  8-  und  i  fach  verdünnten 
auf — 8.  Bei  einer  nur  mit  dem  2  fachen  Volumen  Wasser  ver- 
mischten Säure  tritt  die  positive  Elektricität  anfangs  stark  auf  {-\-  8,5), 
nimmt  dann  aber  ab  und  schwankt  später  zwischen  schwach  positiv 
und  negativ.  Ist  die  Säure  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser  ge- 
mischt, so  erreicht  die  positive  Spannung  zu  Anfang  einen  hohen 
Werth  (4-  S!4)  und  nimmt  dann  ab,  jedoch  ohne  in  die  negative 
überzugehen. 


16 

») 

8 

» 

4 

)) 

2 

)) 

1 

)) 

b.     Überfjiessefi  von  Marmorstücken  mit  Salzsäure. 

In  die  Platinschaale  wurde  ein  S  cm  langes  und  breites  und 
1,5  cm  dickes  Marmorstück  gelegt,  und  mit  90  ccm  Säure  über- 
gössen. Ich  gebe  im  Folgenden  die  nach  einander  in  jedes  Mal 
2  Minuten  angesammelten  elektrischen  Ladungen.  Die  Salzsäure  war 
verdünnt  mit  Wasser  vom 


32  fachen  Volumen 

» 
» 
)) 
» 
)) 
concentr.  Salzsäure 


Die  im  Anfange  aultretende  negative  Spannung  wächst  mit  der 
Stärke  der  Säure;  bei  der  concentrirten  erscheint  sie  infolge  der 
starken  Schaumbilduug  wieder  schwach.  Die  Abnahme  der  negativen 
Spannung  erfolgt  beim  Nachlassen  der  heftigen  Auflösung;  die  mit 
positiver  Elektricität  geladenen  Gasblasen  verlieren  ihre  Elektriciläl 
mehr  oder  weniger  beim  Aufsteigen  in  der  Flüssigkeit. 

Die  nach  der  Abnahme  und  dem  Verschwinden  der  nesaliven 
Spannung  auftretende  positive  Elektricität  zeigt  nur  eine  geringe 
Stärke,  und  zum  Theil  ist  diese  positive  Spannung  eine  Folge  der 
durch  die  vorhergegangene  Ableitung  zur  Erde  erzeugten  elektrischen 
Ladung.  Ich  habe  oben  (S.  606)  nachgewiesen,  dass  mit  Platin  in  Be- 
rührung   stehendes    und    durch    die  Gasleitung   mit    der  Erde  leitend 
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verbundenes  Wasser  negativ  geladen  ist.  Wird  nun  die  Platinschaale 
mit  ihrem  Inhalte  isoHrt,  und  es  findet  nur  eine  schwache  Gas- 
cntwickelung  statt,  so  nehmen  die  während  des  Durchganges  durch 
die  Flüssigkeit  unelektrisch  gewordenen  Gase  von  der  Flüssigkeits- 
oberfläche  negative  Elektricität  mit,  so  dass  das  Elektrometer  einen 
positiven  Ausschlag  giebt.  Indess  übersteigen  die  zuvor  verzeich- 
neten positiven  Ladungen,  namentlich  bei  Einwirkung  stärkerer  Säuren, 
doch  die  Werthe,  welche  oben  bei  tropfendem  Wasser,  in  welches 
ein  Platindraht  tauchte,  beobachtet  worden;  über  diesen  Zuwachs 
werden  die  Versuche  im  folgenden  Abschnitte  Aufschluss  geben. 

Wenn  zahlreiche  kleine  Marmorstücke  in  der  Platinschaale  mit 
Salzsäure  von  verschiedener  Concentration  übergössen  werden,  so 
entsprechen  die  Vorgänge  den  eben  beschriebenen,  nur  tritt  die  so- 
fort nach  dem  Übergiessen  erscheinende  negative  Spannung  infolge 
der  ausgedehnteren  Gasentwickelung  stärker  auf,  ist  aber  nach  1, 
höchstens  2  Minuten  verschwunden.  Wird  z.  B.  eine  nur  mit  dem 
gleichen  Volumen  Wasser  gemischte  Säure  angewandt,  so  geht  das 
Goldblättchen  schon  in  1  bis  2  Secunden  nach  der  negativen  Seite 
aus  dem  Gesichtsfelde;  wird  dasselbe  durch  Ableitung  entladen  und 
wieder  isolirt,  so  bewegt  es  sich  noch  einige  Male  über  die  Scale 
hinaus ;  nach  Verlauf  von  1  Minute  erreicht  es  nur  noch  den  Werth 
—  1,2,  und  erscheint  am  Ende  der  zweiten  Minute  schon  schwach 
positiv. 

Die  1  bis  2  Minuten  nach  dem  Aufgiessen  der  Säure  eintre- 
tende positive  Spannung  erreichte  überhaupt  nur  geringe  Werthe; 
z.  B.  -f-0,31  bei  der  16 fach,  +0,74  bei  der  8 fach,  +0,96  bei 
der  2  fach  verdünnten  und  +1,2  bei  der  nur  mit  dem  gleichen 
Volumen  gemischten  Säure.  Auch  bei  der  concentrirten  Säure  stieg 
die  Stärke  der  Ladung  nur  auf  +  1,3.  Jedenfalls  sind  diese  Werthe 
aber  höher,  als  sie  durch  die  blossen  Verhältnisse  der  Ableitung, 
wenn  wir  die  Flüssigkeit  dem  Wasser  gleich  setzen,  erklärt  werden 
können. 
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TU.  Elektricitat  bei  Gasentwickelungen,  wenn  Marmor, 
Kreide  oder  Zink  durch  Salzsäure,  welcher  Chlorcalcinm, 
Glycerin  oder  Zucker  zugesetzt  worden,  tibergossen  wird. 

a.    Marmor. 

Bei  den  zuvor  beschriebenen  Versuchen  bildet  sich  durch  Auf- 
lösen des  Marmors  in  der  Säure  Chlorcalcium ,  und  es  lag  daher 
nahe,  in  der  Beimengung  dieses  Salzes  den  Grund  der  im  Verhält- 
niss  zu  dem  blossen  Ableitungsverhaltnisse  etwas  erhöhten  positiven 
Ladung  zu  suchen.  Diese  Vermuthung  erwies  sich  durch  die  Ver- 
suche als  vollständig  begründet. 

Concentrirte  Salzsäure  wurde  mit  dem  gleichen  Volumen  einer 
starken  Chlorcalciumlösung"^)  gemischt:  in  S  Minuten  hatte  sich  eine 
Ladung  -f"  3,85  angesammelt;  nach  wieder  2  Minuten  -j-  2,30; 
nach  weiteren  2  Minuten  -["''^GO. 

Zu  40  ccm  einer  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser  verdttonten 
Salzsäure  wurden  noch  20  ccm  der  Chlorcalciumlösung  zugesetzt:  in 
2  Minuten  hatte  sich  die  Ladung  -j- 3,04  angesammelt;  in  weiteren 
2  Minuten  +2,35. 

Darauf  wurden  24  ccm  der  mit  gleichem  Volumen  Wasser  ver- 
dünnten Säure  noch  mit  36  ccm  der  Chlorcalciumlösung  versetzt. 
in  2  Minuten  angehäufte  Spannung  -f-  2,65. 

35  ccm  einer  mit  dem  4  fachen  Volumen  Wasser  verdünnten 
Salzsäure  wurden  mit  28  ccm  der  Chlorcalciumlösung  gemischt:  in 
2  Minuten  sammelte  sich  eine  Ladung  -f-  2,54  an. 

Als  49  ccm  dieser  Säure  mit  1 4  ccm  Chlorcalciumlösung  ge- 
mischt waren,  wurde  während  der  ersten  Minute  eine  Spannung 
—  0,40  beobachtet;  dieselbe  ging  aber  nach  Ablauf  dieser  Minute 
in  positive  (-}-  2,09)   über. 

Wurden  54  ccm  derselben  Säure  mit  7  ccm  Chlorcalciumlösung 
gemischt,  so  trat  in  der  ersten  Minute  eine  Spannung  —  5,4  auf. 
Nach  zwei  Minuten  ying  die  negative  Ladung  in  eine  [)Ositive  über, 
die  bis  -\-  1,3  stieg. 


*j    Die  Chlorcalciuinlösunf;    war  durch  Auflösen  von  Marmor  in   concentrirter 
Salzsäure  hergestellt  worden. 
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Durch  den  Zusatz  der  Chlorcalciumlösung  wurde  jedenfalls  die 
Zähigkeit  der  Flüssigkeit  vermehrt.  Ich  versuchte  daher  einen  an- 
deren Zusatz,  welcher  ebenfalls  die  Beweglichkeit  der  Säuretheilchen 
verminderte,  das  Glycerin. 

35  ccm  der  mit  dem  4  fachen  Volumen  Wasser  verdünnten  Salz- 
säure wurden  mit  28  ccm  Glycerin  gemischt.  Nach  einander  wurden 
die  in  2  Minuten  angesammelten  Ladungen  beobachtet:  -j"^)^' 
+  0,45 ;  -[-  0,2.  Als  zu  49  ccm  derselben  Säure  1 4  ccm  Glycerin 
zugesetzt  waren,  ergaben  sich  folgende  Werthe:  +2,95;  -{-1,90; 
-f-  0,99.  Wurden  zu  54  ccm  derselben  Säure  7  ccm  Glycerin  hin- 
zugefügt, so  erhielt  ich  die  Ladungen  -[-  3,45 ;  +  1 ,72.  Als  schliess- 
lich 59,5  ccm  jener  Säure  mit  nur  3,5  ccm  Glycerin  gemischt  waren, 
erschien  im  Anfange  wieder  negative  Spannung,  die  während  der 
ei^sten  Minute  bis  —  5,4  stieg,  dann  abnahm  und  mit  dem  Beginn 
der  zweiten  Minute  in  die  positive  überging,  welche  in  2  Minuten 
die  Ladung  -|-  1,3  ergab. 


b .    Kreide. 

Mit  Salzsäure  übergossene  Kreidestücke  hatten  stets  negative 
Ladungen  gegeben.  Als  nun  auf  ein  Kreidestück  eine  Mischung  aus 
40  ccm  einer  mit  dem  gleichen  Volumen  Wasser  verdünnten  Salz- 
säure und  20  ccm  Chlorcalciumlösung  gegossen  wurde,  entstand  nur 
eine  äusserst  geringe  positive  Elektricität  4"0,i1. 

Wurde  eine  Mischung  aus  48  ccm  einer  mit  dem  2  fachen  Vo- 
lumen Salzsäure  und  12  ccm  Ciilorcalciumlösung  angewandt,  so 
zeigte  die  Platinschaale  zuerst  eine  schwache  positive  Ladung  -f-  0,37, 
die  nach  2  Minuten  in  eine  negative  überging,  welche  in  den  fol- 
genden 2  Minuten  bis  —  1 ,25  stieg. 

Waren  54  ccm  eben  dieser  Säure  mit  6  ccm  Chlorcalcium- 
lösung gemischt,  so  zeigte  sich  in  der  ersten  Minute  nur  eine  ge- 
ringe Spur  von  positiver  Spannung;  nach  1  Minute  war  die  Ladung 
schon  schwach  negativ.  Ähnlich  verhielt  sich  eine  Mischung  aus 
95  ccm  der  letztgenannten  Säure  und  5  ccm  Chlorcalcium.  Wurden 
100  ccm  eben  dieser  Säure,  ohne  Zusatz  von  Chlorcalcium,  auf  das 
Kreidestück  gegossen,  so  ging  das  Goldblättchen  schon  nach  12  Se- 
cunden    nach   der   negativen    Seile  hin    aus   dem   Gesichtsfelde;   die 
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Spannung  war  also  in  diesen  wenigen  Secunden  bereits  über  —10,0 
gestiegen. 

Als   darauf  95  ccm  dieser  Säure  mit  5  ccm  einer  concentrirten 

« 

Zuckerlösung  gemischt  wurden,  erhielt  die  Schaale  in  2  Minuten 
eine  Ladung  von  — 3,1.  Wurden  zu  90  ccm  der  Sikure  10  ccm 
der  Zuckerlösung  gesetzt,  so  war  in  den  ersten  zwei  Minuten  keine 
Elektricitätsenlwickelung  wahrzunehmen ;  später  erschien  eine  äussersi 
geringe  positive  Ladung  +  0,08. 


c.    Zink. 

Wie  wir  oben  (S.  641)  gefunden  haben,  zeigt  das  im  Uhrglase 
innerhalb  der  Platinschaale  liegende  Zink  durch  Übergiessen  mit  einer 
durch  das  gleiche  Volumen  Wasser  verdünnten  Salzsäure  sehr  kurze 
Zeit  eine  schwache  positive  Ladung,  die  bald  in  eine  starke  nega- 
tive übergeht. 

Ebenso  verhielt  sich  das  Zink,  als  es  mit  57,5  ccm  dieser  Säure. 
welcher  2,5  ccm  Glycerin  zugesetzt  waren,  übergössen  wurde. 
In  15  Secunden  entstand  eine  Spannung  -|-0,10,  welche  dann  sich 
sofort  in  eine  sehr  starke  negative  verwandelte. 

Wurden   zu    55  ccm   dieser   Säure   5  ccm  Glycerin    hinzugefügt, 
so   erhielt   die  Platinschaale  posilive  Elektricitäl;    dieselbe  nahm  niil 
der  Zeit   zu.     Als  die  Schaale  vom  Ende  der  2.  bis  zum  Ende  der 
8.  Minute    isolirt   gehalten,    hatte    sich  während  der  ü  Minuten  eine 
Ladung  -j-10,7  angesammelt.     Bei  Vermehrung  des  Glycerinzusatzes 
blieb    die  Schaale  stets  positiv;    die  Ladung  wurde  aber  infolge  des 
verringerten  Angrillbs  der  Säure  geringer.     Wurden  z.  B,   zu  50  ccm 
der   obigen  Säure  10  ccm  Glycerin    zugesetzt,    so  erhielt  die  Platin- 
schaale   in  den  6  Minuten   von  der  4.  bis  zur  10.  nur  eine  Ladung 

+  M. 

Ein  gleicher  Einfluss,  wie  ihn  das  Glycerin  zeigte,  wird  sich 
auch  bei  den  Versuchen,  in  welchen  Zinkslücke  mit  Schwefelsäure 
oder  Salzsäure  übergössen  werden,  je  nach  Maassgabe  des  dabei 
sich  bildenden  schwefelsauren  Zinkoxydes  oder  Chlorzinkes  geltend 
machen. 

Da  Chlorcalcium-,  Glycerin-  und  Zuckerlösung  in  gleicher  Weise 
die  Entstehung   der   positiven  Ladung  der  Platinschaale  begünstigen, 
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so  scheint  ihre  Einwirkung  nur  eine  Folge  der  Verminderung  der 
Beweglichkeit  der  Flüssigkeitstheilchen  zu  sein.  Die  bei  ihrer  Ent- 
wicklung und  ihrem  Aufsteigen  einen  grösseren  Widerstand  finden- 
den Gasblasen  nehmen  ihre  Ladung  nicht  blos  auf  dem  positiven 
Marmor,  sondern  auch  aus  der  negativen  Säure;  bei  Vorwalten  dieses 
letzteren  Vorganges  muss,  weil  dann  die  Gase  negative  Elektricilüt 
in  grösserer  Menge  fortführen,  die  Schaale  posiliv  erscheinen. 
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